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Ссылка для цитирования: Былина М.С., Чаймарданов П.А. Новая методика измерения параметров опти-
ческих волокон, легированных ионами эрбия // Труды учебных заведений связи. 2019. Т. 5. № 2. С. 6‒19. 
DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-6-19 
 
Аннотация: В статье выявлены основные недостатки существующих методик измерения параметров 
активных оптических волокон (АОВ) для модели, используемой для DWDM-систем. Показано, что 
результат моделирования мощности сигнала вдоль АОВ может существенно зависеть от точности 
определения коэффициентов поглощения и усиления АОВ. Представлен разработанный комплекс новых 
методик для определения параметров АОВ, произведена его экспериментальная проверка, выявлены его 
ограничения и области применения. 
 
Ключевые слова: оптический усилитель, Erbium Doped Fiber Amplifier, Dense Wavelength Division Multiplexing, 
волоконно-оптическая система передачи, методика измерения, оптическая накачка. 

 
Введение 

В волоконно-оптических системах передачи 
(ВОСП) с плотным спектральным уплотнением 
(DWDM, от англ. Dense Wavelength Division Multi-
plexing) широко применяются оптические усили-
тели на основе активных оптических волокон 
(АОВ), легированных ионами эрбия (EDFA, от англ. 
Erbium Doped Fiber Amplifier), способные усили-
вать многоканальный оптический сигнал, распо-
ложенный в диапазоне 1525–1575 нм. Важнейшим 
этапом проектирования ВОСП является имитаци-
онное моделирование, позволяющее проанализи-
ровать различные варианты построения ВОСП с 
целью оптимизации ее технико-экономических 
характеристик. Построение модели ВОСП предпо-
лагает предварительное моделирование всех ее 
компонентов.  

АОВ в оптических усилителях EDFA представляет 
собой один из наиболее сложных для моделирова-
ния компонентов ВОСП. Моделью АОВ в оптиче-
ском усилителе EDFA является система, составлен-
ная из обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ), описывающих распределение мощно-
стей сигналов, накачек и шумов усиленного спон-
танного излучения (ASE, от англ. Amplified Sponta-
neous Emission) вдоль АОВ [1–4]. Параметрами мо-

дели являются такие характеристики АОВ как ко-
эффициенты поглощения и усиления в диапазоне 
1450–1650 нм 𝑎12(λ) и 𝑔21

∗ (λ), соответственно, ко-
эффициент поглощения в диапазоне длин волн 
930–1030 нм 𝑎13(λ), коэффициент фоновых потерь 
𝑎𝑏𝑔𝑙(λ), параметр насыщения 𝜀, которые определя-

ются экспериментально. От точности определения 
данных параметров зависит качество предвари-
тельного имитационного моделирования, и, как 
следствие, правильный выбор оптимальной конфи-
гурации оптического усилителя EDFA и будущей 
ВОСП в целом. Таким образом, разработка комплек-
са высокоточных методик измерения параметров 
АОВ, используемых в оптических усилителях EDFA 
для DWDM-систем, является актуальной задачей. 

Обобщенная структурная схема однокаскадного 
оптического усилителя EDFA представлена на ри-
сунке 1. Основными компонентами оптического 
усилителя EDFA являются источники попутной и 
встречной накачки, АОВ, мультиплексоры спек-
трального уплотнения (WDM, от англ. Wavelength 
Division Multiplexer), оптические изоляторы и оп-
тический фильтр. На вход оптического усилителя 
поступают усиливаемые сигналы. Источники по-
путной и встречной накачки создают излучения 
накачек, распространяющихся в попутном и/или 
встречном направлении по отношению к сигна-
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лам. Объединение сигналов и накачек на входе 
АОВ и их разделение на его выходе осуществляет-
ся мультиплексорами WDM. Оптический изолятор 
на входе оптического усилителя EDFA предотвра-
щает попадание шумов из оптического усилителя 
в предыдущие усилительные участки в схеме 
ВОСП. Оптический изолятор на выходе оптическо-
го усилителя EDFA предотвращает попадание в 

усилитель шумов из последующих усилительных 
участков в схеме ВОСП. Оптический фильтр необ-
ходим для сглаживания неравномерности коэф-
фициента усиления в полосе усиления. Усиление 
сигнала и генерация шумов ASE происходит в АОВ 
в результате нелинейного взаимодействия сигна-
ла и накачек. 

 
Рис.1. Обобщенная структурная схема оптического усилителя EDFA

Процессы усиления и генерации излучения в 
модели АОВ описываются при помощи системы, 
представленной на рисунке 2.  

 
Рис. 2. Диаграмма разрешенных энергетических уровней  

в АОВ и возможные переходы иона эрбия между ними 

В составе АОВ присутствует определенное коли-
чество активных рабочих частиц – ионов эрбия, 
принимающих участие в процессах генерации и 
усиления излучения. Энергия каждого иона эрбия 
может принимать конечное число дискретных зна-
чений, называемых разрешенными энергетически-
ми уровнями. Уровень с минимальной энергией на-
зывается основным, а остальные – возбужденными. 
Изменение энергии иона эрбия (в связи с его пере-

ходом с одного разрешенного уровня на другой) 
может происходить как с испусканием и поглоще-
нием квантов излучения, так и вследствие безыз-
лучательных процессов. Усиление сигнала, погло-
щение сигнала и накачки и генерация шума ASE в 
АОВ происходит за счет переходов ионов эрбия 
между этими уровнями, сопровождающихся погло-
щением или испусканием квантов света. Для опи-
сания процессов усиления сигналов в DWDM-сис-
темах используют только первые два-три нижних 
уровня представленной квантовой системы [1–4]. 

Сплошными линиями на рисунке показаны пе-
реходы, сопровождаемые испусканием или погло-
щением квантов излучения, волнистыми линиями 
показаны безызлучательные переходы. 

Рассматриваемая в данной работе модель рас-
пространения, усиления и генерации излучения в 
АОВ полагается стационарной (не зависящей от 
времени), а также полагается, что среднее время 
жизни τ иона на уровне 2 ( 𝐼13/2

4 ) существенно 

больше, чем среднее время жизни τ32 иона на уров-
не 3 ( 𝐼11/2

4 ). 

Модель АОВ, с учетом данных предположений, 
полученная путем обобщения моделей, представ-
ленных в [1–3], была представлена в [4] и имеет вид: 

 

𝑊12(𝑧) = ∑
𝑃𝑠(λ𝑠 , 𝑧) ∙ 𝑎12(λ𝑠)

ℎ𝜈𝑠τε
+ ∑

(𝑃𝐴𝑆𝐸
− (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧) + 𝑃𝐴𝑆𝐸

+ (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧)) ∙ 𝑎12(λ𝐴𝑆𝐸)

ℎ𝜈𝐴𝑆𝐸τε
; 

𝑊21(𝑧) = ∑
𝑃𝑠(λ𝑠 , 𝑧) ∙ 𝑔21

∗ (λ𝑠)

ℎ𝜈𝑠τε
+ ∑

(𝑃𝐴𝑆𝐸
− (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧) + 𝑃𝐴𝑆𝐸

+ (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧)) ∙ 𝑔21
∗ (λ𝐴𝑆𝐸)

ℎ𝜈𝐴𝑆𝐸τε
; 

𝑅12(𝑧) = ∑
(𝑃𝑝1480

+ (λ𝑝1480, 𝑧) + 𝑃𝑝1480
− (λ𝑝1480, 𝑧)) ∙ 𝑎12(λ𝑝1480)

ℎ𝜈𝑝1480τε
; 

(1) 
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𝑅21(𝑧) = ∑
(𝑃𝑝1480

+ (λ𝑝1480, 𝑧) + 𝑃𝑝1480
− (λ𝑝1480, 𝑧)) ∙ 𝑔21

∗ (λ𝑝1480)

ℎ𝜈𝑝1480τε
; 

𝑅13(𝑧) = ∑
(𝑃𝑝980

+ (λ𝑝980, 𝑧) + 𝑃𝑝980
− (λ𝑝980, 𝑧)) ∙ 𝑎13(λ𝑝980)

ℎ𝜈𝑝980τε
; 

𝑁2𝑅(𝑧) =
𝑊12(𝑧) + 𝑅12(𝑧) + 𝑅13(𝑧)

𝑊12(𝑧) + 𝑅12(𝑧) + 𝑊21(𝑧) + 𝑅21(𝑧) + 𝑅13(𝑧) +
1

τ

; 

𝑁1𝑅(𝑧) = 1 − 𝑁2𝑅(𝑧);   ε =
π𝑏𝑒𝑓𝑓

2 𝑁

τ
; 

𝑑𝑃𝑝1480
± (λ𝑝1480, 𝑧)

𝑑𝑧
= ±𝑃𝑝1480

± (λ𝑝1480, 𝑧)[𝑔21
∗ (λ𝑝1480)𝑁2𝑅(𝑧) − 𝑎12(λ𝑝1480)𝑁1𝑅(𝑧)] ∓ 

∓ 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ𝑝1480)𝑃𝑝1480
± (λ𝑝1480, 𝑧); 

𝑑𝑃𝑝980
± (λ𝑝980, 𝑧)

𝑑𝑧
= ∓𝑎13(λ𝑝980)𝑁1𝑅(𝑧)𝑃𝑝980

± (λ𝑝980, 𝑧) ∓ 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ𝑝980)𝑃𝑝980
± (λ𝑝980, 𝑧);  

𝑑𝑃𝑠(λ𝑠, 𝑧)

𝑑𝑧
= 𝑃𝑠(λ𝑠, 𝑧)[𝑔21

∗ (λ𝑠)𝑁2𝑅(𝑧) − 𝑎12(λ𝑠)𝑁1𝑅(𝑧)] − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ𝑠)𝑃𝑠(λ, 𝑧); 

𝑑𝑃𝐴𝑆𝐸
± (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧)

𝑑𝑧
= ±𝑃𝐴𝑆𝐸

± (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧)[𝑔21
∗ (λ𝐴𝑆𝐸)𝑁2𝑅(𝑧) − 𝑎12(λ𝐴𝑆𝐸)𝑁1𝑅(𝑧)] ± 

± 2𝑔21
∗ (λ𝐴𝑆𝐸)𝑁2𝑅(𝑧)ℎ𝑣𝐴𝑆𝐸∆𝑣 ∓ 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ𝐴𝑆𝐸)𝑃𝐴𝑆𝐸

± (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧), 
 

где суммирование производится по количеству име-
ющихся сигналов, накачек и шумовых каналов ASE.  

Отметим, что спектр шумов ASE непрерывен и 
существует во всей полосе усиления АОВ, поэтому 
в модели предусмотрена дискретизация спектра 
шумов ASE на несколько шумовых каналов с не-
большой (по сравнению с шириной полосы усиле-
ния АОВ) полосой ∆𝑣. 

В (1) использованы следующие обозначения:  
λ – длина волны излучения; 
𝑣 – частота излучения; 
𝑧 – координата вдоль АОВ;  
𝑅𝑖𝑗(𝑧) и 𝑊𝑖𝑗(𝑧) – вероятности вынужденных пере-

ходов ионов эрбия с уровня 𝑖 на уровень 𝑗, вызван-
ные поглощением фотонов накачки, сигналов и 
шумов ASE;  
N – концентрация ионов эрбия;  
𝑁1𝑅(𝑧) и 𝑁2𝑅(𝑧) – относительные концентрации 
ионов эрбия на уровне 1 и 2 соответственно (по 
отношению к общей концентрации ионов эрбия); 
𝑏𝑒𝑓𝑓  – эффективный радиус распределения ионов 

эрбия; 
ε – параметр насыщения; 
𝑣𝑠,  𝑣𝐴𝑆𝐸 , 𝑣𝑝1480, 𝑣𝑝980 и λ𝑠 , λ𝐴𝑆𝐸 , λ𝑝1480, λ𝑝980 – цен-

тральные частоты и длины волн сигнала в сово-
купности сигналов, шумов ASE, накачек вблизи 
длин волн 1480 и 980 нм; 
𝑎12(λ) и 𝑔21

∗ (λ) – коэффициенты поглощения и 
усиления в полосе 1450–1650 нм, зависящие от 
температуры АОВ;  
𝑎13(λ) – коэффициент поглощения в полосе 930–
1030 нм, зависящий от температуры АОВ;  
𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) – коэффициент, учитывающий дополни-

тельные (фоновые) потери излучения, не вызван-
ные поглощением ионами эрбия;  

𝑃𝑠(λ𝑠, 𝑧) – средняя мощность сигнала в совокупно-
сти сигналов; 

𝑃𝑝1480
± (λ𝑝1480, 𝑧), 𝑃𝑝980

± (λ𝑝980, 𝑧), 𝑃𝐴𝑆𝐸
± (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧) – сред-

ние мощности накачек, спектр которых сосредо-
точен вблизи длин волн 1480 и 980 нм, и шумов 
ASE в попутном (+) и встречном (–) направлениях. 

Поскольку параметры АОВ зависят от темпера-
туры T [5], при моделировании необходимо учесть 
данную зависимость при помощи формул [6]: 

𝑎12(λ, 𝑇) = 𝑎12(λ, ∞) ∙ 𝑒
β12(λ)

𝐾∙𝑇 ; 

𝑎13(λ, 𝑇) = 𝑎13(λ, ∞) ∙ 𝑒
β13(λ)

𝐾∙𝑇 ;

 𝑔21
∗ (λ, 𝑇) = 𝑔21

∗ (λ, ∞) ∙ 𝑒
β21(λ)

𝐾∙𝑇 ,

 

(2) 

где K – постоянная Больцмана; 𝑎12(λ, ∞) и β12(λ), 
𝑎13(λ, ∞) и β13(λ), 𝑔21

∗ (λ, ∞) и β21(λ) – коэффициен-
ты, которые можно определить по известным зави-
симостям соответствующих коэффициентов по-
глощения и усиления от длины волны при двух 
разных температурах. 

Исходные данные, необходимые для проведе-
ния расчетов по представленной модели, делятся 
на две группы. 

Первая группа исходных данных определяется 
проектировщиком и включает: 

1) средние мощности сигналов 𝑃𝑠(λ𝑠 , 𝑧), накачек с 

длинами волн вблизи 980 нм 𝑃𝑝980
± (λ𝑝980, 𝑧), накачек 

с длинами волн вблизи 1480 нм 𝑃𝑝1480
± (λ𝑝1480, 𝑧) и 

шумов ASE 𝑃𝐴𝑆𝐸
± (λ𝐴𝑆𝐸 , 𝑧) в попутном (+) и встречном 

(–) направлениях; 
2) частоты (длины волн) излучений сигналов 

𝑣𝑠(λ𝑠), накачек 𝑣𝑝980(λ𝑝980), спектр которых сосре-

доточен вблизи длины волны 980 нм, накачек 



Былина М.С. и соавт.  Новая методика измерения параметров волокон, легированных ... 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-6-19 9                                              tuzs.sut.ru 

 

𝑣𝑝1480(λ𝑝1480), спектр которых сосредоточен вбли-

зи длины волны 1480 нм, и шумов ASE 𝑣𝐴𝑆𝐸(λ𝐴𝑆𝐸 ); 
3) ширина полосы шумового канала ASE ∆𝑣;  
4) длина 𝐿 и температура 𝑇 АОВ. 

Вторая группа исходных данных включает па-
раметры АОВ, которые определяются путем изме-
рений. К этим исходным данным относятся: 

1) коэффициенты поглощения 𝑎12(λ) и усиления 
𝑔21

∗ (λ) для диапазона длин волн 1450–1650 нм, со-
ответствующие переходам между энергетически-
ми уровнями 1 ( 𝐼15/2

4 ) и 2 ( 𝐼13/2
4 ); 

2) коэффициент поглощения 𝑎13(λ) для диапазо-
на длин волн 930–1030 нм, соответствующий пере-
ходу между энергетическими уровнями 1 ( 𝐼15/2

4 ) и 

3 ( 𝐼11/2
4 ); 

3) коэффициент фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ); 

4) параметр насыщения ε. 

Измерению параметров из второй группы ис-
ходных данных посвящены различные методики 
[2, 7–13]. Отметим общие недостатки этих методик. 
Данные методики не предназначены для одно-
временного измерения всех необходимых пара-
метров АОВ для модели (1–2). В методике [13] 
предлагается непосредственное измерение только 
коэффициента поглощения (коэффициент усиле-
ния рассчитывается по измеренному коэффициен-
ту поглощения с использованием соотношения 
МакКамбера, которое в отдельных случаях может 
давать как завышенные, так и заниженные ре-
зультаты [14–15]). В упомянутых методиках от-
сутствует анализ влияния точности определения 
параметров АОВ на результаты моделирования, 
т. е. не рассматриваются способы увеличения дан-
ной точности при обработке результатов.  

 
Анализ влияния точности измерения  
параметров АОВ на результаты моделирования 

Произведем анализ влияния точности опреде-
ления коэффициентов поглощения и усиления АОВ 
в диапазоне 1500–1600 нм на результаты модели-
рования для двух крайних случаев: наличия излу-
чения накачки, спектр которой сосредоточен 
вблизи длины волны 980 или 1480 нм, с мощно-
стью, достаточной для достижения максимальной 
концентрации ионов эрбия на энергетическом 
уровне 2, и отсутствия излучения накачки и ма-
лый уровень входного сигнала. 

Случай 1. Наличие мощной накачки. Определим с 
учетом (1) уравнения для относительных концен-
траций ионов эрбия на уровнях 1 и 2 в случае 
мощной накачки, спектр которой сосредоточен 
вблизи длины волны 1480 нм: 

𝑁1𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝1480

± →∞
𝑁1𝑅(𝑧) =

𝑔21
∗ (λ𝑝1480)

𝑎12(λ𝑝1480) + 𝑔21
∗ (λ𝑝1480)

, 

𝑁2𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝1480

± →∞
𝑁2𝑅(𝑧) =

𝑎12(λ𝑝1480)

𝑎12(λ𝑝1480) + 𝑔21
∗ (λ𝑝1480)

. 

(3) 

Определим с учетом (1) уравнения для относи-
тельных концентраций ионов эрбия на уровнях 1 
и 2 в случае мощной накачки, спектр которой со-
средоточен вблизи длины волны 980 нм (величи-
ны 𝑁1𝑅𝐿 и 𝑁2𝑅𝐿 в случае мощной накачки не зави-
сят от расстояния, так как не происходит истоще-
ния накачки): 

𝑁1𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝980

± →∞
𝑁1𝑅(𝑧) = 0, 

𝑁2𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝980

± →∞
𝑁2𝑅(𝑧) = 1. 

(4) 

Случай 2. Отсутствие излучения накачки и ма-
лый уровень входного сигнала. Для данного случая, 
учитывая также, что при указанных условиях 
мощность шумов ASE будет пренебрежимо малой, 
из (1) можно получить уравнения для относитель-
ных концентраций ионов эрбия на уровнях 1 и 2:  

𝑁1𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝980

± =0,𝑃𝑝14980
± =0,

𝑃𝐴𝑆𝐸
± →0,𝑃𝑠→0

𝑁1𝑅(𝑧) = 1, 

𝑁2𝑅𝐿 = lim
𝑃𝑝980

± =0,𝑃𝑝14980
± =0,

𝑃𝐴𝑆𝐸
± →0,𝑃𝑠→0

𝑁2𝑅(𝑧) = 0. 
(5) 

Из (5) видно, что в рассматриваемом случае ве-
личины 𝑁1𝑅𝐿 и 𝑁2𝑅𝐿 также не зависят от расстояния. 

Запишем с учетом (1), (3–5) уравнение распре-
деления мощностей сигналов вдоль АОВ по коор-
динате 𝑧: 

𝑃𝑠(λ, 𝑧) = 𝑃𝑠(λ, 0)𝑒(𝑔21
∗ (λ)𝑁2𝑅𝐿−𝑎12(λ)𝑁1𝑅𝐿−𝑎𝑠.𝑏𝑔𝑙(λ))𝑧 . (6) 

Предположим, что истинные коэффициенты по-
глощения 𝑎12(λ) и усиления 𝑔21

∗ (λ) неизвестны. 
Обозначим 𝑎12,𝑚(λ) и 𝑔21,𝑚

∗ (λ) – измеренные коэф-

фициенты.  

Допустим 𝑎12,𝑚(λ) и 𝑔21,𝑚
∗ (λ) измерены с погреш-

ностями ∆𝑎12(λ) и ∆𝑔21
∗ (λ): 

𝑎12,𝑚(λ) = 𝑎12(λ) + ∆𝑎12(λ), 

𝑔21,𝑚
∗ (λ) = 𝑔21

∗ (λ) + ∆𝑔21
∗ (λ). 

(7) 

В соответствии с (6) и (7) мы сможем опреде-
лить 𝑃𝑠(λ, 𝑧) с некоторой погрешностью как: 

𝑃𝑠,𝑚(λ, 𝑧) = 𝑃𝑠(λ, 0)𝑒(𝑔21,𝑚
∗ (λ)𝑁2𝑅𝐿−𝑎12,𝑚(λ)𝑁1𝑅𝐿−𝑎𝑠.𝑏𝑔𝑙(λ))𝑧. (8) 

С учетом (7) запишем (8) в виде: 

𝑃𝑠,𝑚(λ, 𝑧) = 𝑃𝑠(λ, 0)𝑒𝑥 , (9) 

где  𝑥 = (𝑔21
∗ (λ)𝑁2𝑅𝐿 − 𝑎12(λ)𝑁1𝑅𝐿 − 𝑎𝑠.𝑏𝑔𝑙(λ) +

+ ∆𝑔21
∗ (λ)𝑁2𝑅𝐿 − ∆𝑎12(λ)𝑁1𝑅𝐿)  

Функция относительной погрешности опреде-
ления мощности сигнала с учетом (6), (8) и (9) 
примет вид: 

𝐸𝑅(λ, 𝑧) = |
𝑃𝑠,𝑚(λ, 𝑧) − 𝑃𝑠(λ, 𝑧)

𝑃𝑠(λ, 𝑧)
|  =  

= |1 − 𝑒(∆𝑔21
∗ (λ)𝑁2𝑅𝐿−∆𝑎12(λ)𝑁1𝑅𝐿)𝑧|. 

(10) 
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При анализе характеристик АОВ от фирмы Fi-
berCore (M-5, M-25, I-4, I-6, I-25 и DHB1500-HA), было 
определено, что значение 𝑁2𝑅𝐿 для различных ви-
дов АОВ для накачки 1480 нм лежит в диапазоне 
0,7–0,8 и зависит от вида и температуры АОВ. Для 
дальнейших выкладок примем, что для накачки 
1480 нм 𝑁2𝑅𝐿 = 0,75, а 𝑁1𝑅𝐿 = 1 − 𝑁2𝑅𝐿 = 0,25.  

При проведении многочисленных расчетов по 
(10) для рассматриваемых случаев при варьирова-
нии ∆𝑎12(λ) и ∆𝑔21

∗ (λ) в диапазоне от –0,1 до 0,1 
дБ/м для АОВ длиной 10 метров величина 𝐸𝑅(λ, 10) 
варьировалась в диапазоне от 0 до 25 %.  

Из выражения (10) видно, что величина относи-
тельной погрешности 𝐸𝑅(λ, 𝑧) при ненулевых ве-
личинах ∆𝑎12(λ) и ∆𝑔21

∗ (λ) для АОВ увеличивается с 
увеличением расстояния z вдоль АОВ. 

С учетом вышесказанного, возникает необходи-
мость разработки методики, в которой погрешно-
сти измерения коэффициентов поглощения и уси-
ления АОВ будут минимизированы. 

 
Комплекс методик для определения  

параметров АОВ 

В данном параграфе представлен комплекс ме-
тодик для экспериментального определения пара-
метров АОВ. Комплекс включает методики опреде-
ления коэффициента фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ), ко-

эффициента поглощения 𝑎12(λ) в диапазоне 
1450‒1650 нм и коэффициента поглощения 𝑎13(λ) в 
диапазоне 980‒1030 нм, методики определения 
коэффициента усиления 𝑔21

∗ (λ) в диапазоне 
1450‒1650 нм, методики определения параметра 
насыщения ε, методики определения температур-
ной зависимости коэффициентов поглощения и 
усиления АОВ. 

Для проведения измерений необходимы следу-
ющие приборы и компоненты: 

‒ два образца измеряемого АОВ с известными 
длинами 𝐿1 и 𝐿2 (без потери общности будем счи-
тать, что 𝐿1 < 𝐿2);  

‒ один вспомогательный образец АОВ с извест-
ной длиной 𝐿3, которая, должна быть небольшой 
(рекомендуемая длина – не более 0,2 м); 

‒ один вспомогательный оптический шнур; 
‒ широкополосный источник излучения, рабо-

тающий в диапазоне 900‒1700 нм, мощность ко-
торого можно регулировать; 

‒ источник излучения накачки, работающий на 
длине волны около 980 нм, мощность которого 
можно регулировать;  

‒ оптический анализатор спектра (OSA, от англ. 
Optical Spectrum Analyzer), работающий в диапа-
зоне 900‒1700 нм; 

‒ два одинаковых набора пассивных компонен-
тов (оптические шнуры, розетки, аттенюаторы); 

‒ термостат, предназначенный для поддержания 
температуры образцов АОВ на заданном уровне.  

Методика определения коэффициентов поглощения 
и фоновых потерь 

Структурная схема экспериментальной уста-
новки для определения коэффициентов поглоще-
ния 𝑎12(λ) и 𝑎13(λ) и фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) пред-

ставлена на рисунке 3. Схема состоит из: широко-
полосного источника излучения в диапазоне 
900‒1700 нм с регулируемой мощностью; оптиче-
ского анализатора спектра OSA, работающего в 
диапазоне длин волн 900‒1700 нм; двух образцов 
измеряемых АОВ с известными длинами 𝐿1 (АОВ1) 
и 𝐿2 (АОВ2); термостата, позволяющего устано-
вить и поддерживать температуру 𝑇 измеряемых 
образцов АОВ; двух наборов пассивных компонен-
тов, обеспечивающих соединения широкополос-
ного источника излучения с АОВ и АОВ с OSA (дан-
ные наборы должны обладать одинаковыми поте-
рями: 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠1(λ) = 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ) = 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ), для исклю-
чения их влияния на результаты измерений при 
пост-обработке; потери измеряются в разах).  

 

  
Рис. 3. Схема измерения для определения коэффициентов фоновых потерь и поглощения

Данная методика составлена для случая нахож-
дения всех ионов эрбия на энергетическом уровне 1 
𝑁1𝑅(𝑧) ≈ 1, что эквивалентно отсутствию процессов 
усиления в исследуемых образцах. Такое состояние 
достигается путем уменьшения мощности широко-
полосного источника излучения (–20 дБм и ниже). 

Взаимосвязи спектральных плотностей мощно-
стей излучения на входах АОВ1 𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ) и АОВ2 

𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ) и выходе широкополосного источника 𝑃0(λ), 

на выходах АОВ1 𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ) и АОВ2 𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ) и выхо-

де второго набора пассивных компонентов при 
подключении АОВ1 𝑃1,𝐿1(λ) и АОВ2 𝑃1,𝐿2(λ) можно 

представить в виде: 
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𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ) =
𝑃0(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠1(λ)
=

𝑃0(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
, 

𝑃1,𝐿1(λ) =
𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ)
=

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
, 

𝑃1,𝐿2(λ) =
𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ)
=

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
. 

(11) 

Взаимосвязь между спектральными плотностя-
ми мощностей на входе и выходе АОВ1 и АОВ2 в 
отсутствие процессов усиления излучения можно 
представить в виде: 

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ)𝑒−(𝑎𝐴𝐵𝑆(λ)+𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))𝐿1 , 

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ)𝑒−(𝑎𝐴𝐵𝑆(λ)+𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))𝐿2 , 
(12) 

где 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) = 𝑎12(λ) + 𝑎13(λ).  

С учетом (11) и (12) получим: 

𝑃1,𝐿1(λ)

𝑃1,𝐿2(λ)
=

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ)

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ)
=

𝑒−(𝑎𝐴𝐵𝑆(λ)+𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))𝐿1

𝑒−(𝑎𝐴𝐵𝑆(λ)+𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))𝐿2

. (13) 

Вычислив по (13) 𝑃1,𝐿1(λ) и 𝑃1,𝐿2(λ), можно рас-

считать суммарный коэффициент потерь: 

𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) + 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) = −
ln 𝑃1,𝐿1(λ) 𝑃1,𝐿2(λ)⁄

𝐿1 − 𝐿2

. (14) 

Как было показано выше, между энергетически-
ми уровнями существуют переходы, благодаря ко-
торым АОВ поглощает и испускает кванты изуче-
ния в соответствующих областях длин волн. В пре-
делах этих областей выделить из суммарного ко-
эффициента потерь величину 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) (несвязанную 

с поглощением излучения ионами эрбия) невоз-
можно. Однако вблизи длины волны 1200 нм и в 
диапазоне 1300‒1400 нм потери из-за поглощения 
ионами эрбия пренебрежимо малы: 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) ≈ 0, т. е. 
можно считать, что 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) + 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) ≈ 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ). 

Экспериментальная часть предлагаемой мето-
дики заключается в следующем: 

‒ собрать схему (см. рисунок 3), в качестве АОВ 
подключить образец АОВ1 длиной L1;  

‒ установить при помощи термостата темпера-
туру T подключенного АОВ; 

‒ установить уровень мощности широкополос-
ного источника -20 дБм или ниже (контроль уров-
ня производится при помощи OSA); 

‒ измерить спектральную плотность мощности 
излучения на выходе второго набора пассивных 
компонентов 𝑃1,𝐿1(λ) (точка 1) при помощи OSA;  

‒ подключить второй образец АОВ и измерить 
спектральную плотность мощности излучения на 
выходе второго набора пассивных компонентов 
𝑃1,𝐿2(λ) (точка 1) при помощи OSA;  

‒ произвести пост-обработку результатов изме-
рений: рассчитать суммарный коэффициент по-
терь по формуле (14); определить коэффициент 
фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) на длинах волн 1200 нм и 

1300‒1400 нм по полученной спектральной зави-
симости суммарного коэффициента потерь (14), 
считая, что на указанных длинах волн 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) ≈ 0; 
проинтерполировать полученный коэффициент 
фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) на остальные длины волн; 

рассчитать коэффициент поглощения 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) по 
формуле (14) с использованием полученных значе-
ний 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ); определить 𝑎13(λ) в диапазоне 

930‒1030 нм по полученной спектральной зависи-
мости 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ), при условии, что в этом диапазоне 
𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) ≈ 𝑎13(λ); определить 𝑎12(λ) в диапазоне 
1450‒1650 нм по полученной спектральной зави-
симости 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ), при условии, что в этом диапа-
зоне 𝑎𝐴𝐵𝑆(λ) ≈ 𝑎12(λ).  

Методика определения коэффициента усиления  
в диапазоне длин волн 1450‒1650 нм 

Структурная схема экспериментальной установ-
ки для определения коэффициента усиления 𝑔21

∗ (λ) 
и параметра насыщения ε показана на рисунке 4.  

 

 

Рис. 4. Схема измерения для получения коэффициента усиления в диапазоне 1450‒1650 нм и параметра насыщения

Схема состоит из: источника излучения на-
качки, работающего на длине волны около 980 нм, 
мощность которого можно регулировать; вспомо-
гательного образца АОВ с известной длиной 𝐿3; 
вспомогательного оптического шнура; оптическо-
го анализатора спектра OSA, работающего в диа-
пазоне длин волн 1200‒1700 нм; двух образцов 

измеряемые АОВ с известными длинами 𝐿1 (АОВ1) 
и 𝐿2 (АОВ2); термостата, позволяющего устано-
вить и поддерживать температуру 𝑇 измеряемых 
образцов АОВ; двух наборов пассивных компонен-
тов, обеспечивающих соединения вспомогатель-
ного оптического шнура или вспомогательного 
АОВ с исследуемыми АОВ и исследуемых АОВ с 
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OSA (данные наборы должны обладать одинако-
выми потерями: 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠1(λ) = 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ) = 𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ), 
для исключения их влияния на результаты изме-
рений при пост-обработке; потери измеряются в 
разах); двух согласованных ключей, предназна-
ченных для переключения между вспомогатель-
ным оптическим шнуром и вспомогательным об-
разцом АОВ в схеме измерения. 

В данной схеме источник излучения накачки и 
вспомогательное АОВ выполняют роль широкопо-
лосного источника, излучение которого представ-
ляет собой сгенерированный в АОВ шум ASE в 
диапазоне 1450‒1650 нм и остаточное излучение 
накачки вблизи длины волны 980 нм. Отметим, 
что мощность остаточного излучения накачки бу-
дет уменьшаться с увеличением длины L3 вспомо-
гательного АОВ. Поэтому, как уже отмечалось вы-
ше, длину L3 рекомендуется выбрать небольшой. 

Данная методика составлена для случая нахож-
дения всех ионов эрбия в исследуемых АОВ на 
энергетическом уровне 2 𝑁2𝑅(𝑧) ≈ 1, что эквива-
лентно наличию в исследуемых образцах АОВ мак-
симально возможного усиления излучения. Такое 
состояние достигается путем специальной 
настройки мощности источника излучения накач-
ки.  

В положении ключей П.1 на выходе исследуемо-
го АОВ будет наблюдаться излучение сгенериро-
ванного шума ASE: 

𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐴𝑆𝐸,𝐿1(λ) =
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ)

(𝑒𝑘 − 1); 

(15) 

𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐴𝑆𝐸,𝐿2(λ) =
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ)

(𝑒𝑚 − 1), 

где k = (𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))L1; m = (𝑔21

∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))L2. 

В положении ключей П.2 на выходе исследуемо-
го АОВ будет наблюдаться излучение, представ-
ляющее собой сумму усиленного излучения с вы-
хода вспомогательного АОВ, а также сгенериро-
ванного в исследуемом АОВ шума ASE: 

𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐹,𝐿1(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ)𝑒𝑘 + 

+
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ)

(𝑒𝑘 − 1); 

𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐹,𝐿2(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ)𝑒𝑚 + 

+
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ)

(𝑒𝑚 − 1), 

(16) 

где 𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ) и 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ) – спектральные плотности 

мощности излучений на входах АОВ1 и АОВ2 при 
любом положении ключей. 

Обозначим спектральные плотности мощности 
излучений на выходах АОВ1 и АОВ2 при любом 
положении ключей 𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ) и 𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ), на входе 
первого набора пассивных компонентов 𝑃0(λ) и на 

выходе второго набора пассивных компонентов 
𝑃1,𝐿1(λ) и 𝑃1,𝐿2(λ) при подключении АОВ1 и АОВ2. 

Взаимосвязи спектральных плотностей мощно-
стей излучения 𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ), 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ) и 𝑃0(λ), а также 

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ), 𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ) и 𝑃1,𝐿1(λ), 𝑃1,𝐿2(λ) представим как:  

𝑃𝑖𝑛,𝐿1(λ) = 𝑃𝑖𝑛,𝐿2(λ) =
𝑃0,𝐿1(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠1(λ)
=

𝑃0(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
, 

𝑃1,𝐿1(λ) =
𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ)
=

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿1(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
, 

𝑃1,𝐿2(𝜆) =
𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠2(λ)
=

𝑃𝑜𝑢𝑡,𝐿2(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
 . 

(17) 

Тогда из (15‒17) можно выразить спектральные 
плотности мощности излучений на выходе второ-
го набора пассивных компонентов (точка 1) в по-
ложении ключей П.1 (𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿1(λ) и 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿2(λ)) и в 

положении ключей П.2 (𝑃1.𝐹,𝐿1(λ) и 𝑃1.𝐹,𝐿2(λ)) при 

подключении АОВ1 и АОВ2 соответственно: 

𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿1(λ) =
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ) (𝑔21
∗ (𝜆) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(𝜆))

(𝑒𝑘 − 1), 

𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿2(λ) =
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ) (𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))

(𝑒𝑚 − 1); 

𝑃1.𝐹,𝐿1(λ) =
𝑃0(λ)𝑒𝑘

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠
2 (λ)

+ 

+
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ) (𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))

(𝑒𝑘 − 1), 

𝑃1.𝐹,𝐿2(λ) =
𝑃0(λ)𝑒𝑚

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠
2 (λ)

+ 

+
2ℎ𝑣∆𝑣𝑔21

∗ (λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ) (𝑔21
∗ (λ) − 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ))

(𝑒𝑚 − 1). 

(18) 

Из (18) следует: 

𝑃1.𝐷,𝐿1(λ) = 𝑃1.𝐹,𝐿1(λ) − 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿1(λ) =
𝑃0(λ)𝑒𝑘

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠
2 (λ)

, 

𝑃1.𝐷,𝐿2(λ) = 𝑃1.𝐹,𝐿2(λ) − 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿2(λ) =
𝑃0(λ)𝑒𝑚

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠
2 (λ)

. 

(19) 

Из (19) получим: 

𝑃1.𝐷,𝐿1(λ)

𝑃1.𝐷,𝐿2(λ)
=

𝑒𝑘

𝑒𝑚
. (20) 

С учетом (20) выражение для коэффициента 
усиления примет вид: 

𝑔21
∗ (λ) =

ln
𝑃1.𝐷,𝐿1(λ)

𝑃1.𝐷,𝐿2(λ)

𝐿1 − 𝐿2

+ 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ). (21) 

Экспериментальная часть предлагаемой мето-
дики заключается в следующем:  

‒ собрать схему, представленную на рисунке 4, в 
качестве АОВ подключить образец АОВ2 с большей 
длиной 𝐿2 (ключи – в положение П.2); 
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‒ установить при помощи термостата темпера-
туру T подключенного АОВ; 

‒ настроить мощность источника накачки по 
следующей методике: увеличивая мощность ис-
точника накачки и наблюдая спектрограмму шу-
мов ASE на экране OSA, подобрать минимальное 
значение мощности, при котором амплитуда спек-
трограммы будет максимальна; 

‒ измерить спектральные плотности мощности 
излучения на выходе второго набора пассивных 
компонентов – 𝑃1.𝐹,𝐿2(λ) в положении ключей П.2 

(точка 1), а также ASE 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿2(λ) в положении 

ключей П.1 (точка 1) с помощью OSA; 
‒ подключить первый образец АОВ и измерить 

спектральные плотности мощности излучения на 
выходе второго набора пассивных компонентов – 
𝑃1.𝐹,𝐿1(λ) в положении ключей П.2 (точка 1), а так-

же ASE 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝐿1(λ) в положении ключей П.1 (точка 

1) с помощью OSA; 
‒ произвести пост-обработку результатов изме-

рений: рассчитать 𝑃1.𝐷,𝐿1(λ) и 𝑃1.𝐷,𝐿2(λ) по (19), а 
также 𝑔21

∗ (λ) по (21), используя полученное в 
предыдущей методике значение 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ). 

Методика определения параметра насыщения ε 

1) Целью подготовительного этапа является 
определение всех параметров АОВ, кроме парамет-
ра насыщения, по описанным выше методикам: 

‒ определить коэффициенты поглощения 𝑎13(λ) 
и 𝑎12(λ) и фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ), а также спек-

тральные плотности мощности 𝑃0(λ) и 𝑃1,𝐿1(λ) по 

представленной выше методике определения ко-
эффициентов поглощения и фоновых потерь при 
температуре 𝑇; 

‒ определить коэффициент усиления 𝑔21
∗ (λ) по 

представленной выше методике определения ко-
эффициента усиления при температуре 𝑇. 

2) Целью экспериментального этапа является 
измерение спектральных плотностей мощностей 
излучения накачки и ASE в отсутствие излучения 
сигнала. Процедура определения ε на третьем этапе 
предполагает, что мощность излучения ASE зависит 
от этого параметра.  

Все описанные ниже измерения проводятся при 
подключении одного образца АОВ длины L (без 
потери общности будем считать, что это АОВ1 c 
длиной 𝐿1):  

‒ собрать схему, представленную на рисунке 4, 
установив ключи в положение П.1; 

‒ установить при помощи термостата темпера-
туру T подключенного АОВ; 

‒ настроить мощность источника накачки, рабо-
тающего в диапазоне длине волны около 980 нм. Из 
выражений (4) и (5) следует, что при очень боль-
ших и очень малых уровнях мощности накачки ве-
личина 𝑁2𝑅𝐿 , а значит и мощность ASE не зависят от 
ε, поэтому источник накачки предлагается настра-
ивать следующим образом: увеличивая мощность 
накачки и наблюдая спектрограмму ASE на OSA, 

добиться максимально возможной амплитуды 
спектральной плотности мощности ASE в точке 1; 
далее необходимо уменьшить мощность накачки до 
значения, когда амплитуда спектральной плотно-
сти мощности ASE составит половину от макси-
мально возможной; 

‒ измерить спектральную плотность мощности 
ASE 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝑀(λ) на выходе АОВ и мощности накачки 
𝑃𝑝980,𝑀(λ) на входе первого набора пассивных ком-

понентов с помощью OSA.  

3) Целью имитационного этапа является много-
кратный расчет спектральной плотности шумов 
ASE на выходе АОВ в соответствии с (1) при раз-
личных значениях ε и подбор такого значения ε, 
при котором будет достигнуто минимальное от-
клонение рассчитанной спектральной плотности 
от измеренной. Процедура нахождения параметра 
ε состоит из следующих действий: 

‒ найти коэффициенты потерь в пассивных 
компонентах схемы и спектральную плотность 
излучения накачки на входе АОВ: 

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ) = √
𝑃0(λ)

𝑃1,𝐿1(λ)
𝑒−(𝑎𝐴𝐵𝑆(𝜆)+ 𝑎𝑏𝑔𝑙(𝜆))𝐿1, 

𝑃𝑝980(λ) =
𝑃𝑝980,𝑀(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
; 

(22) 

‒ произвести моделирование зависимости мощ-
ности ASE от длины волны в соответствии с (1) 
при определенных на подготовительном и экспе-
риментальном этапах исходных данных: рассчи-
танная спектральная плотность мощности накач-
ки 𝑃𝑝980(λ) (22), измеренные коэффициенты по-

глощения 𝑎13(λ) и 𝑎12(λ), фоновых потерь 𝑎𝑏𝑔𝑙(λ) и 

усиления 𝑔21
∗ (λ) (спектральную плотность мощно-

сти сигналов 𝑃𝑠(λ) принять равной 0, в качестве 
начального значения параметра насыщения реко-
мендуется принять величину 1015 1/[м∙с]); 

‒ рассчитать целевую функцию: 

𝑆 = ∑|𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝑀(λ) − 𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝑆(λ)|
2

, 

𝑃1.𝐴𝑆𝐸,𝑆(λ) =
𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐴𝑆𝐸,𝑆(λ)

𝐴𝐿𝑜𝑠𝑠(λ)
, 

(23) 

где 𝑃𝑜𝑢𝑡.𝐴𝑆𝐸,𝑆(λ) – спектр излучения ASE на выходе 

АОВ при имитационном моделировании (сумми-
рование производится по спектральным каналам 
шума); 

‒ увеличивая значение параметра ε, необходимо 
производить расчет целевой функции и увеличе-
ние значения параметра ε, пока значение 𝑆 (23) не 
окажется минимальным (решением является по-
следнее найденное значение ε; согласно анализу 
образцов АОВ фирмы Fiberсore (I-4, I-6, I-25, M-5, 
M-12 и DHB1500-HA) рекомендуется диапазон пе-
ребора параметра ε от 1015 до 1017 1/[м∙с], количе-
ство шагов перебора – не менее 100). 
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Методика учета температурной зависимости 
спектров поглощения и усиления 

В рамках данной методики предлагается полу-
чить температурно-независимые коэффициенты 
𝑎12(λ, ∞), β12(λ), 𝑎13(λ, ∞), β13(λ), 𝑔21

∗ (λ, ∞), β21(λ), 
которые можно использовать для расчета коэф-
фициентов поглощения и усиления АОВ при лю-
бой температуре по выражениям (2). 

Экспериментальная часть предлагаемой мето-
дики заключается в определении по предложен-
ным выше методикам коэффициентов поглощения 

𝑎12(λ, 𝑇1) и 𝑎13(λ, 𝑇1) и усиления 𝑔21
∗ (λ, 𝑇1) при тем-

пературе образцов АОВ 𝑇1, и коэффициентов по-
глощения 𝑎12(λ, 𝑇2) и 𝑎13(λ, 𝑇2) и усиления 𝑔21

∗ (λ, 𝑇2) 
при температуре 𝑇2 (температуры 𝑇1 и 𝑇2 должны 
существенно отличаться: рекомендуемое отличие 
между температурами – не менее 25 ℃). После чего 
производится пост-обработка результатов измере-
ний – расчет температурно-независимых коэффи-
циентов по следующим соотношениям, получен-
ным из (2): 

 

𝑎12(λ, ∞) =
𝑎12(λ, 𝑇1)

𝑒
− 

𝑇2 ln
𝑎12(λ,𝑇1)
𝑎12(λ,𝑇2)

𝑇1(1−
𝑇2
𝑇1

)

, 𝑏12(λ) = −
𝐾𝑇2 ln

𝑎12(λ,𝑇1)

𝑎12(λ,𝑇2)

1 −
𝑇2

𝑇1

; 

𝑎13(λ, ∞) =
𝑎13(λ, 𝑇1)

𝑒
− 

𝑇2 ln
𝑎13(λ,𝑇1)
𝑎13(λ,𝑇2)

𝑇1(1−
𝑇2
𝑇1

)

, 𝑏13(λ) = −
𝐾𝑇2 ln

𝑎13(λ,𝑇1)

𝑎13(λ,𝑇2)

1 −
𝑇2

𝑇1

; 

𝑔21
∗ (λ, ∞) =

𝑔21
∗ (λ, 𝑇1)

𝑒
− 

𝑇2 ln
𝑔21

∗ (λ,𝑇1)

𝑔21
∗ (λ,𝑇2)

𝑇1(1−
𝑇2
𝑇1

) 

, 𝑏21(λ) = −
𝐾𝑇2 ln

𝑔21
∗ (λ,𝑇1)

𝑔21
∗ (λ,𝑇2)

1 −
𝑇2

𝑇1

. 

(24) 

Основные ограничения предложенного комплекса 
методик 

1) Методики предназначены для измерения па-
раметров АОВ с невысокой степенью легирования, в 
котором эффекты однородной ап-конверсии (HUC, 
от англ. Homogeneous Up-Conversion) и неоднород-
ной ап-конверсии (IUC, от англ. Inhomogeneous Up-
Conversion) не существенны. Для АОВ с явно выра-
женными эффектами HUC и IUС можно использо-
вать только методику определения коэффициентов 
фоновых потерь и поглощения. 

2) Методики предполагают наличие одинако-
вых потерь в двух наборах пассивных компонен-
тов в схемах, представленных на рисунках 3‒4, 
различие потерь приводит к дополнительной по-
грешности определения параметров АОВ. 

3) Методики предназначены для АОВ, в которых 
среднее время жизни τ32 на третьем энергетиче-
ском уровне во много раз меньше среднего времени 
жизни τ на втором энергетическом уровне (в 100 и 
более раз). Если это условие не выполняется, можно 
использовать только методику определения коэф-
фициентов фоновых потерь и поглощения. Воз-
можность применения других методик требует 
проведения дополнительных исследований. 

Величина τ для различных АОВ отличается мало 
и составляет в среднем 1‒10 мс [16‒26]. Величина 
τ32, напротив, очень сильно зависит от материалов 
[27‒30], использующихся при изготовлении опре-
деленного АОВ. Согласно результатам исследований 
различных образцов АОВ, весь комплекс методик 

может быть применен к АОВ на базе оксидных сте-
кол [27‒28] (алюмосиликатные, германосиликат-
ные, фосфатные) и на базе фторфосфатных стекол с 
низким содержанием фтора [27]. Для АОВ на базе 
фторфосфатных стекол с высоким содержанием 
фтора [27], фторхлоридных стекол [29], теллурида 
германия [30], стекол на основе фторидов тяжелых 
металлов (HMF, от англ. Heavy Metal Fluoride) ZBLAN 
[27] указанное выше условие не выполняется.  

 
Определение параметров АОВ, используемых  
в ПО Fibercore GainMaster 

Предложенный комплекс методик был приме-
нен к программному обеспечению (ПО) Fibercore 
GainMaster, предназначенному для моделирования 
оптического усилителя EDFA, с целью получения 
параметров заложенных в ПО образцов АОВ. Были 
получены коэффициенты поглощения, усиления, 
параметры насыщения при температурах 𝑇1 =
25 ℃ и 𝑇2 = 50 ℃ при различных потерях в элемен-
тах схемы. Фоновые потери в данном ПО не моде-
лируются, поэтому коэффициенты фоновых потерь 
оказались равными нулю во всем исследуемом ча-
стотном диапазоне. Результаты измерений пара-
метров для двух марок АОВ, предложенных в  Fi-
bercore GainMaster при 𝑇 = 25 ℃ , представлены на 
рисунках 5 и 6. 

Сплошными линиями на данных рисунках пока-
заны измеренные (M) при помощи предложенного 
комплекса методик коэффициенты, точками – ко-
эффициенты, заложенные в ПО Fibercore GainMas-
ter (GM). 
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а) б) 

Рис. 5. Параметры АОВ марки I-25: а) коэффициент поглощения; б) коэффициенты поглощения и усиления.  
Параметр насыщения 𝛆 = 𝟏, 𝟔𝟎 ∙ 𝟏𝟎𝟏𝟔 𝟏/(м∙с) 

  
а) б) 

Рис. 6. Параметры АОВ марки M-5: а) коэффициент поглощения; б) коэффициенты поглощения и усиления.  
Параметр насыщения 𝛆 = 𝟑, 𝟎𝟒 ∙ 𝟏𝟎𝟏𝟓 𝟏/(м∙с)  

Исходя из рисунков 5 и 6, а также результатов 
проведенных измерений параметров еще четырех 
различных марок АОВ (I-4, I-6, M-12, DHB1500-HA) 
можно отметить, что для всех АОВ полученные 
параметры достаточно точно совпадают с пара-
метрами, заложенными в ПО Fibercore GainMaster. 
Данный факт подтверждает правильность работы 
и точность измерения по предлагаемой методике. 

 
Определение параметров реального  
образца АОВ 

Разработанная методика была использована для 
измерения параметров АОВ марки Lucent HE-980. 
Для проведения измерений использовались: два 
образца исследуемого АОВ с длинами 0,65 и 1,27 м, 
соответственно, вспомогательное АОВ с длиной 5 м, 
лазерный источник излучения, работающий на 
длине волны 976 нм с мощностью 200 мВт, двухка-
нальный WDM мультиплексор/демультиплексор 
1550/980 нм, оптические шнуры и розетки для со-
единения элементов схем, термостат. Для измене-
ния уровня накачки и широкополосного источника 
использовался аттенюатор с перестройкой коэф-

фициента затухания в пределах 0–30 дБ. Для полу-
чения спектральных характеристик использовался 
оптический анализатор спектра YOKOGAWA 
AQ6370C, работающий в диапазоне 600–1700 нм. 

Для создания широкополосного источника из-
лучения, работающего в диапазоне 1450–1650 нм, 
использовался вспомогательный кусок АОВ (5 м из 
той же партии), на вход которого подавалось из-
лучение накачки на длине волны 976 нм с мощно-
стью 200 мВт. С выхода данного АОВ сигнал, пред-
ставляющий собой сумму сгенерированного в АОВ 
шума ASE и остаточного излучения накачки, пода-
вался на входной порт группового сигнала WDM 
демультиплексора 1550/980 нм, а с выходного 
порта 1550 нм снимался только сгенерированный 
шум ASE. Полученный шум ASE (ослабленный при 
помощи переменного аттенюатора) использовался 
в качестве широкополосного излучения. 

Поскольку в диапазоне 930–1030 нм у получен-
ного широкополосного источника отсутствует из-
лучение, определить коэффициенты поглощения 
𝑎13(λ) для данного диапазона длин волн оказалось 
невозможным. Было получено только значение 
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коэффициента поглощения на длине волны 976 нм 
(измеренного при помощи источника накачки, 
мощность которого регулировалась переменным 
аттенюатором и который подключался в схеме (см. 
рисунок 3) вместо широкополосного источника. 

Коэффициенты фоновых потерь для диапазона 
1300–1400 нм (в котором также отсутствует излу-
чение у полученного широкополосного источни-
ка), измерялись с использованием источников мо-
дулированного лазерного излучения с длинами 
волн 1310, 1330, 1350, 1370, 1390 нм со средней 
мощностью 5 мВт, предназначенных для систем 
спектрального уплотнения (CWDM, от англ. Coarse 
Wavelength Division Multiplexing) со скоростью пе-
редачи 1,25 Гбит/с. Эти источники (совместно с 
переменным аттенюатором) использовались в схе-
ме (см. рисунок 3) вместо широкополосного источ-
ника. Коэффициенты фоновых потерь, определен-

ные на указанных длинах волн, оказались прене-
брежительно малой величиной по сравнению со 
значениями полученных коэффициентов погло-
щения и усиления. 

С использованием разработанного комплекса 
методик были получены коэффициенты поглоще-
ния, усиления, параметр насыщения при темпера-
турах 𝑇 = 23 ℃ и 𝑇 = 50 ℃ для исследуемого об-
разца. Полученные зависимости коэффициентов 
поглощения и усиления от длины волны для тем-
пературы 23 °С сравнивались с нормированными 
зависимостями, представленными в документа-
ции к АОВ, умноженными на пиковое значение 
3,755 дБ/м (результат измерения коэффициента 
поглощения на длине волны 1530 нм). Результаты 
измерения параметров данного АОВ представлены 
на рисунке 7. 

  
а) б) 

Рис. 7. Параметры АОВ марки Lucent HE-980 при T = 23 °: коэффициенты поглощения (а) и усиления (б).  
Параметр насыщения 𝛆 = 𝟏, 𝟗𝟗𝟗 ∙ 𝟏𝟎𝟏𝟓 𝟏/(м∙с), коэффициент поглощения на длине волны 976 нм равен 2,478 дБ/м 

Измеренные спектральные зависимости коэф-
фициентов поглощения и усиления по форме до-
статочно точно повторяют спектры, представлен-
ные в документации к АОВ, пиковое значение 
3,755 дБ/м около 1530 нм согласно документации 
находится в пределах нормы для данного АОВ: 
2,5–4,5 дБ/м (см. рисунок 7). Данные факты под-
тверждают правильность работы предлагаемой 
методики. 

 
Заключение 

Итак, сформулируем основные выводы по ре-
зультатам исследования и возможностям их прак-
тического использования. 

Во-первых, была представлена модель АОВ, по-
лученная при помощи обобщения моделей, пред-
ставленных в литературе, и позволяющая произ-
водить моделирование процессов распростране-
ния сигналов, накачек и шумов ASE в АОВ для 
ВОСП DWDM. Исходными данными для модели 
являются коэффициенты поглощения, усиления и 
фоновых потерь, а также параметр насыщения 
АОВ, которые определяются экспериментально. 

Во-вторых, было исследовано влияние точности 
определения коэффициентов поглощения и уси-
ления на результаты моделирования с помощью 
полученной в работе формулы зависимости отно-
сительной ошибки определения мощности сигна-
ла при разных схемах оптической накачки и раз-
личных длинах АОВ от погрешностей определения 
коэффициентов. Установлено, что абсолютная по-
грешность определения коэффициентов ±0,1 дБ/м 
для АОВ длиной 10 м может приводить к ошибке 
определения мощности сигнала до 25 %. Показано, 
что при ненулевых погрешностях определения 
коэффициентов с увеличением длины АОВ отно-
сительная ошибка определения мощности сигнала 
также увеличивается. Это означает, что коэффи-
циенты поглощения и усиления необходимо опре-
делять с высокой точностью.  

В-третьих, был разработан комплекс методик 
для экспериментального определения параметров 
АОВ, позволяющий исключить погрешности, обу-
словленные неизвестными потерями в пассивных 
компонентах схем измерения, который был при-
менен для получения зависимостей коэффициен-
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тов поглощения и усиления от длины волны об-
разцов АОВ, параметры которых заложены в про-
грамму FiberCore GainMaster, и реального образца 
АОВ. Показано, что полученные зависимости хо-
рошо совпадают с графиками, в первом случае 
представленными в программе GainMaster, во вто-
ром – приведенными производителем исследо-
ванного АОВ, что говорит в пользу разработанного 
комплекса методик.  

По мнению авторов, результаты исследования 
представляют интерес для компаний телекомму-
никационной отрасли, занимающихся проектиро-
ванием и разработкой новых оптических усилите-
лей EDFA и ВОСП в целом, а также для научно-
исследовательских и образовательных организа-
ций. 
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Аннотация: В настоящее время распределенные волоконно-оптические датчики акустических воздейст-
вий востребованы в различных отраслях экономики. Одним из вариантов реализации подобных 
устройств является применение методов поляризационной оптической рефлектометрии. Известно, что 
внешние воздействия на оптическое волокно приводят к локальным изменениям величины 
двулучепреломления и ориентации оптических осей участков волокна. Таким образом, анализ 
поляризационных характеристик обратного рассеяния может быть использован для выявления и 
определения параметров акустических воздействий. В работе рассмотрена математическая модель 
поляризационных характеристик оптического волокна с учетом влияния внешних воздействий и приведены 
результаты численного моделирования. 
 
Ключевые слова: оптическое волокно, поляризация, двулучепреломление, акустические воздействия, по-
ляризационная рефлектометрия. 

 
Введение 

В настоящее время контроль акустических (виб-
рационных) воздействий на основе волоконно-оп-
тических датчиков находит широкое применение 
в различных приложениях: спектральная шумо-
метрия нефтяных скважин, системы контроля со-
стояния и выявления несанкционированного до-
ступа на промысловых трубопроводах, системы 
мониторинга состояния инженерных сооружений, 
системы охраны периметра [1]. 

Принцип работы акустических волоконно-опти-
ческих датчиков основан на анализе изменений од-
ного или нескольких параметров оптического сиг-
нала (интенсивность, фаза, частота или состояние 
поляризации) в сенсорном элементе, вызванных 
внешними воздействиями. В зависимости от реали-
зации датчики разделяются на дискретные, квази-
распределенные и распределенные. Особый интерес 
для практического применения представляют рас-
пределенные датчики, сенсорным элементом в ко-
торых является оптическое волокно (ОВ). При этом 

возможна реализация протяженных сенсорных си-
стем с высоким пространственным разрешением. 

Распределенные волоконно-оптические датчики 
можно разделить на два класса: основанные на ин-
терферометрических схемах и базирующиеся на яв-
лениях обратного рассеяния в ОВ.  

Интерферометрические датчики могут быть ре-
ализованы с использованием интерферометров 
Саньяка, Маха-Цандера или Майкельсона.  

Наиболее эффективными являются распределен-
ные датчики, базирующиеся на основе методов оп-
тической рефлектометрии. Так, для практического 
применения получили распространение различные 
реализации на основе метода фазочувствительной 
(когерентной) оптической рефлектометрии [2‒4]. 
Принцип метода основан на зондировании ОВ им-
пульсами высококогерентного излучения и анали-
зе вариаций параметров потока обратного рэлеев-
ского рассеяния, вызванных локальными измене-
ниями показателя преломления в результате внеш-
них воздействий. Также известны применения ме-



Дашков М.В. и соавт.  Моделирование влияния акустических воздействий ... 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-20-25 21                                                 tuzs.sut.ru 

 

тода бриллюэновской рефлектометрии, основанно-
го на распределенном анализе частотного сдвига 
потока рассеяния Мандельштама-Бриллюэна [5].  

Однако высокая стоимость подобных систем ог-
раничивает их массовое применение. Как альтерна-
тивное решение может быть предложен метод по-
ляризационной рефлектометрии. Принцип работы 
оптического поляризационного рефлектометра ос-
нован на анализе распределения состояния поляри-
зации потока обратного рэлеевского рассеяния в 
ОВ [6]. Так как внешние механические воздействия 
приводят к изменению поляризационных характе-
ристик ОВ [7], данный метод может быть использо-
ван для выявления, локализации и определения па-
раметров акустических воздействий [8‒12]. Для 
реализации данного метода требуется разработка 
и апробация математической модели поляризаци-
онных характеристик ОВ с учетом влияния дина-
мических внешних механических воздействий.  

 
Математическая модель поляризационных  
характеристик обратного рассеяния ОВ 

Известно, что внешние механические воздейст-
вия вызывают изменение поляризационных ха-
рактеристик ОВ [7]. В результате внешних воздей-
ствий возникает асимметричная поперечная наг-
рузка, а также наблюдаются изменения локальных 
радиусов изгиба ОВ. Данные факторы приводят к 
локальным изменениям двулучепреломления и 
вариации ориентации осей двулучепреломления 
участков ОВ.  

Распространение излучения в ОВ с учетом по-
ляризации может быть описано с использованием 
формализма матриц Джонса и Мюллера.  

Модель ОВ с учетом поляризационных характе-
ристик может быть представлена в виде последо-
вательности элементарных участков, описывае-
мых собственной величиной локального линейно-
го и кругового двулучепреломления, а также ори-
ентацией осей двулучепреломления.    

В общем виде матрица передачи каждого сег-
мента ОВ описывается матрицей Джонса [12]: 

𝐽 = (
α + 𝑖βcos(2𝑞) −γ + 𝑖βsin(2𝑞)
γ + 𝑖βsin(2𝑞) α − 𝑖βcos(2𝑞)

), (1) 

если  

 α = cos(Δ𝑑𝐿),  β =
δ

2

sin(Δ𝑑𝐿)

Δ
,   

γ = ρ
sin(Δ𝑑𝐿)

Δ
,  Δ = √

δ2

4
+ ρ2, 

где δ ‒ коэффициент линейного двулучепреломле-
ния; ρ ‒ круговое двулучепреломление; q ‒ ориен-
тация осей двулучепреломления; dL ‒ длина эле-
ментарного сегмента ОВ. При этом выполняется 
условие α2 + β2 + γ2 = 1. 

Учитывая, что в телекоммуникационных ОВ кру-
говым двулучепреломлением можно пренебречь, 
матрица Джонса принимает вид [12]: 

𝐽 = (
𝐴 + 𝑖𝐵 𝑖𝐶
𝑖𝐶 𝐴 − 𝑖𝐵

), (2) 

если  

𝐴 = cos (
δ𝑑𝐿

2
) ,   𝐵 = sin (

δ𝑑𝐿

2
) cos(2𝑞), 

𝐶 = sin (
δ𝑑𝐿

2
) sin(2𝑞). 

В данной работе реализация поляризационного 
рефлектометра предполагается в виде дополни-
тельного блока к стандартному оптическому ре-
флектометру (ОР), содержащего последовательное 
соединение линейного оптического поляризатора 
и трехкаскадного волоконно-оптического кон-
троллера поляризации (КП). Устройство согласо-
вания (УС) обеспечивает взаимную ориентацию 
состояния поляризации оптического излучения и 
линейного поляризатора. Блок управления (БУ) 
осуществляет координацию работы рефлектомет-
ра и драйвера. Структурная схема поляризацион-
ного рефлектометра подобной конфигурации 
приведена на рисунке 1. 

ОР КП

ДрайверБУ

ОВ

УС

 

Рис. 1. Структурная схема поляризационного  
рефлектометра 

Схематично процесс формирования поляриза-
ционных характеристик обратного рассеяния ОВ 
представлен на рисунке 2.  
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Рис. 2. Формирование поляризационных характеристик 
обратного рассеяния 

Сигнал обратного рассеяния, поступающего с k-
го сегмента ОВ, будет описываться выражением: 

𝑉𝑜𝑢𝑡 = 𝑃𝑇𝐽
𝑃𝑆𝐶

𝑇 𝑄𝑘𝐽
𝑃𝑆𝐶

𝑃𝑉𝑖𝑛 , (3) 

где 𝑉𝑖𝑛 , 𝑉𝑜𝑢𝑡  ‒ состояние поляризации зондирующе-
го сигнала и сигнала обратного рассеяния, описы-
ваемые вектором Джонса, соответственно; 𝑃 ‒ мат-
рица Джонса линейного поляризатора; 𝐽𝑃𝑆𝐶  ‒ мат-
рица Джонса КП; 𝑄𝑘‒ передаточная функция для 
сигнала обратного рассеяния для k-го элемента ОВ.  

Передаточная функция для сигнала обратного 
рассеяния для k-го сегмента ОВ с учетом двойного 
прохода в прямом и обратном направлении опи-
сывается выражением: 
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𝑄𝑛 = (𝐽𝑘𝐽𝑘−1. . . 𝐽2𝐽1)𝑇(𝐽𝑘𝐽𝑘−1. . . 𝐽2𝐽1) = 

(4) 
= (∏ 𝐽𝑘−𝑗+1

𝑘

𝑗 = 1

)

𝑇

(∏ 𝐽𝑘−𝑗+1

𝑘

𝑗 = 1

). 

Любые внешние механические воздействия, при-
кладываемые к ОВ, будут приводить как к измене-
нию величины локального двулучепреломления 

δ̃𝑘(𝑡), так и к изменению ориентации оптических 
осей �̃�𝑘(𝑡). Изменение величины двулучепреломле-
ния вызвано явлением фотоупругости, связанным с 
изменением показателя преломления под действи-
ем механических напряжений. Изменение ориента-
ции главных оптических осей будет определяться 
асимметрией прикладываемых внешних механиче-
ских воздействий, и будет возникать как в случае 
радиальной нагрузки, так и при микро- и макроиз-
гибах ОВ. В результате состояние поляризации оп-
тического излучения в ОВ будет изменяться в со-
ответствии с величиной и направлением внешних 
воздействий [7]. 

Двулучепреломление, наведенное в результате 
асимметричной поперечной нагрузки, определя-
ется выражением: 

β𝑓 = 4𝐶𝑠

𝑓

π𝑟𝐸
, (5) 

где 𝑓 ‒ механическая нагрузка на единицу длины 
ОВ; 𝐶𝑠 ‒ коэффициент фотоупругости; 𝑟 ‒ внешний 
радиус оптического волокна; 𝐸 ‒ модуль Юнга.  

Коэффициент фотоупругости рассчитывается по 
формуле: 

𝐶𝑠 =
1

2
𝑘0𝑛0

3(𝑝11 − 𝑝12)(1 + 𝑣𝑝), (6) 

где 𝑘0 = 2π λ⁄  ‒ постоянная распространения в ва-
кууме; 𝑛0 ‒ среднее значение показателя прелом-
ления; 𝑝11, 𝑝12 ‒ коэффициенты Поккельса; 𝑣𝑝 ‒ 

отношение Пуассона.  

Двулучепреломление, наведенное в результате 
изгиба ОВ, определяется выражением: 

β𝑓 =
1

2
𝐶𝑠 (

𝑟

𝑅
)

2

, (7) 

где R – радиус изгиба ОВ.  

Для расчетов могут быть использованы значе-
ния для кварцевого ОВ: n = 1,46; 𝑝11 = 0,12;  𝑝12 =
 0,27; 𝑣𝑝 = 0,17; 𝐸 = 7,6 ⋅ 1010Н/м2. 

Следует отметить, что оценка характера вариа-
ций ориентации осей двулучепреломления ОВ при 
внешних воздействиях является более сложной 
задачей и потребует учета особенностей укладки 
ОВ в сенсорном элементе.    

 
Результаты моделирования 

Для исследования влияния внешних акустиче-
ских воздействий на поляризационные характери-
стики обратного рассеяния было проведено чис-

ленное моделирование. В стандартных ОВ без со-
хранения поляризации значения собственного ло-
кального линейного дву-лучепреломления распре-
делены случайным образом по длине ОВ, и для 
описания статистических характеристик может 
быть использовано распределение Рэлея [13]. Для 
описания поляризационных свойств ОВ также по-
лучил применение параметр длины биений, опре-
деляемый выражением: 

𝐿𝑏 = 2π δ⁄ . (8) 

При моделировании среднее значение двулуче-
преломления было выбрано 0,157 рад/м, что соот-
ветствует длине биений 40 м. 

Распределение ориентации осей линейного дву-
лучепреломления также моделируется случайным 
процессом, и скорость изменения азимута вдоль 
ОВ может быть описана случайным гауссовым про-
цессом со средним нулевым и стандартным откло-
нением σ [13, 14]. Взаимосвязь параметра σ с дли-
ной корреляции определяется выражением: 

𝐿𝑐 = 0,879 σ2⁄ . (9) 

Как правило, в паспортных характеристиках ОВ 
указывается коэффициент поляризационной мо-
довой дисперсии (ПМД). Можно оценить значения 
длины корреляции, используя известное выраже-
ние для расчета ПМД для типовых значений коэф-
фициента (для инсталлированных кабельных ли-
ний результаты измерений показывают значения 
0,03‒0,08 пс/км0,5): 

ПМД2 =
1

3
(

8λ𝐿𝑐

π𝑐𝐿𝑏

)
2

(exp (−
𝐿

𝐿𝑐

) +
𝐿

𝐿𝑐

− 1). (10) 

При моделировании были выбраны следующие 
исходные данные: шаг дискретизации 0,5 м;  дли-
тельность зондирующего импульса 10 нс; протя-
женность участка ОВ, подверженного воздействи-
ям, принималась равной 25 м при частоте акустиче-
ских воздействий 20 Гц; влияние шума фотодетек-
тора учитывалось путем добавления белого гауссо-
вого шума таким образом, чтобы отношение сиг-
нал/шум в конце тестируемого ОВ составляло 6 дБ. 

Моделирование производилось для вариаций 
поляризационных характеристик ОВ различного 
вида: периодического изменения локального ли-
нейного двулучепреломления при постоянных зна-
чениях азимута оптических осей; периодического 
изменения азимута оптических осей при неизмен-
ном двулучепреломлении; периодических измене-
ний линейного двулучепреломления и азимута оп-
тических осей.  

Вызванные внешними акустическими воздей-
ствиями изменения двулучепреломления модели-
ровались путем добавления к начальным значени-
ям периодических вариаций в пределах 5‒15 % в 
соответствии с заданным периодом. Аналогичным 
образом моделировались вариации азимута опти-
ческих осей локальных участков ОВ, при этом мак-
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симальные изменения составляли π/6. Всего гене-
рировалось 1024 реализации поляризационных 
характеристик для каждого случая.  

На рисунке 3 приведены примеры реализаций 
смоделированных нормированных поляризацион-
ных характеристик при различных видах внешних 
воздействий.  

Анализируя полученные характеристики, можно 
сделать следующие выводы. Во-первых, локальные 
вариации двулучепреломления и ориентации оп-
тических осей приводят к изменению поляриза-
ционных характеристик обратного рассеяния. Во-
вторых, изменения наблюдаются по всей протя-
женности ОВ, начиная с первой точки воздей-
ствия. И в-третьих, поляризационные характери-
стики ОВ, находящиеся за участком, подвержен-
ном воздействиям, по меньшей мере, сохраняют 
исходный пространственный период биений.    

При определении частоты вибрации для каждой 
пространственной точки набора полученных поля-
ризационных характеристик обратного рассеяния 
вычислялись спектральные характеристики вари-
ации сигнала. 

На рисунке 4 приведены примеры временных 
диаграмм вариации поляризационных характери-
стик обратного рассеяния и вычисленных спек-
тральных зависимостей для отдельных точек ОВ, 
подверженного воздействиям. 

 
а) 

 

б) 

Рис. 3. Примеры реализаций поляризационных  
характеристик обратного рассеяния вариаций величины  
двулучепреломления (а) и азимута оптических осей (б) 

 

   
а) б) в) 

   
г) д) е) 

Рис. 4. Временные диаграммы (а, б, в) и соответствующие спектральные зависимости (г, д, е) вариаций поляризационных 
характеристик обратного рассеяния для отдельных точек ОВ 

На рисунке 5 приведены распределения детекти-
руемых частот воздействий по длине участка ОВ. В 
результате анализа полученных результатов было 
определено, что в отдельных точках ОВ детектиру-
емая частота соответствовала действительной ча-

стоте воздействия (см. рисунок 5а), в некоторых 
точках наблюдалось проявление второй гармоники 
(см. рисунок 5б), в некоторых точках в спектре про-
являлись две компоненты, соответствующие ос-
новной частоте и второй гармоники.  
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а) б) 

Рис. 5. Амплитуды спектральных составляющих, соответствующих частотам воздействия 20 Гц (а) и 40 Гц (б

Заключение  

Первый этап экспериментальных исследований, 
проведенных в лаборатории кафедры ЛС и ИТС 
ПГУТИ, продемонстрировал схожий характер 
наблюдаемых эффектов. В частности, при влиянии 
контролируемых периодических изгибов ОВ, в 
спектре вариаций локальных уровней поляризо-
ванных характеристик обратного рассеяния также 
наблюдались проявления основной частоты воз-
действия и ее второй гармоники.  

Полученные результаты моделирования свиде-
тельствуют о потенциальной возможности приме-

нения поляризационной рефлектометрии для рас-
пределенного анализа акустических воздействий 
на ОВ. Выявленные особенности спектральных за-
висимостей, связанные с наличием дополнитель-
ных гармоник, должны быть учтены при разработ-
ке методики анализа поляризационных характери-
стик обратного рассеяния и определении парамет-
ров акустического воздействия. Дальнейшие рабо-
ты по данному направлению требуют проведения 
детального экспериментального исследования и 
должны обеспечить возможность локализации 
участка, подверженному воздействиям. 
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Аннотация: Предложена и численно проанализирована конструкция микроструктурированного световода 
с сердцевиной диаметром 35 мкм и тригональной вращательной симметрией оболочки, обеспечивающей 
более 50 % дискриминации высших модовых компонент. На основе сравнения значений эффективной площа-
ди поля и пространственного распределения интенсивности излучения фундаментальной и группы наибо-
лее конкурентных мод высшего порядка показано, что оптические элементы с отношением пустот малого 
и большого диаметра d2/d1 = 0,40 в рамках рассматриваемой симметрии способны поддерживать квазиод-
номодовый режим в пассивном и активном исполнении на длине волны 1550 нм. 
 
Ключевые слова: микроструктурированный световод, большая сердцевина, симметрия оболочки, модо-
вая дискриминация, эффективная площадь модового поля, интеграл перекрытия. 

 
Введение 

Отличительной особенностью теории и техно-
логии микроструктурированных световодов, от-
ражающая оболочка которых образована геомет-
рически упорядоченным набором соосных пустот 
круглого сечения в матрице из кварцевого стекла, 
является отсутствие ограничений на размер серд-
цевины в одномодовом режиме распространения 
излучения [1‒3]. Это обстоятельство позволяет 
позиционировать такие волокна в качестве пер-
спективных оптических элементов для создания 
мощных волоконных лазеров и усилителей с 
близкой к дифракционной расходимостью излу-
чения и минимальными нелинейными искажени-
ями, охватывающих спектральный диапазон от 
1000 до 2200 нм [4‒7]. К настоящему времени уже 
продемонстрированы прототипы одномодовых 
лазерных микроструктурированных световодов с 
сердцевиной диаметром от 35 до 100 мкм, средняя 
мощность на выходе которых достигает нескольких 
сотен Вт [8‒15], а пиковая – более 1 МВт [16, 17]. 

Дополнение конструкции волокон рассматрива-
емого класса наружной отражающей оболочкой, с 
одной стороны, обеспечивает механизм накачки 

активной (легированной ионами редкоземельных 
металлов – Yb3+ для генерации излучения на длине 
волны вблизи 1050 нм, Er3+ для генерации излуче-
ния на длине волны вблизи 1550 нм, Tm3+ для гене-
рации излучения на длине волны вблизи 2000 нм) 
области сердцевины, однако с другой – способству-
ет локализации в ней нескольких пространствен-
ных мод [11, 14, 15]. Это существенно ухудшает ка-
чество лазерного луча на выходе световода и вы-
нуждает использовать средства подавления мод 
высшего порядка для поддержания гауссовского 
профиля интенсивности в поперечном сечении све-
тового пятна. Одномодовый режим генерации из-
лучения достигается в подобных структурах в ре-
зультате дифференциального усиления фундамен-
тальной моды, поле которой имеет больший, чем у 
высших мод, интеграл перекрытия с активной об-
ластью сердцевины [18]. Вместе с тем, как показано 
в работах [17, 19‒23], даже незначительное изме-
нение размеров наружной отражающей оболочки 
может отрицательно сказываться на эффективно-
сти механизма дифференциального модового уси-
ления вследствие пространственного преобразова-
ния фундаментальной и группы наиболее конку-
рентных высших мод. Задачей дальнейших разра-
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боток, таким образом, становится поиск новых или 
оптимизация известных световодных структур с 
сердцевиной диаметром в несколько десятков мик-
рометров и двойной оболочкой, обладающих высо-
ким контрастом показателей преломления сердце-
вины и внутренней оболочки и обеспечивающих 
усиление преимущественно мощности фундамен-
тальной моды в условиях сравнительно сильной 
модовой конкуренции. 

Исследования последних лет [24‒28] показыва-
ют, что нарушение классической гексагональной 
вращательной симметрии микроструктурирован-
ного световода является одним из наиболее пред-
почтительных способов увеличения дискримина-
ции мод высшего порядка, минимизирующих вели-
чину интеграла перекрытия поля этих мод с актив-
ной областью сердцевины. Цель настоящей работы 
заключалась в применении концепции двойной 
оболочки к микроструктурированным световодам с 
тригональной вращательной симметрией, ранее 
положительно зарекомендовавших себя в управле-
нии процессами локализации (удержания) и дело-
кализации (вытекания) селективных модовых ком-
понент [29, 30], и изучении влияния геометриче-
ских параметров внутренней оболочки на степень 
дискриминации высших модовых компонент, опре-
деляющей возможность достижения одномодового 
режима генерации излучения. 

Анализ оптических свойств световодных струк-
тур предложенной конструкции осуществлялся 
широко распространенным методом конечных 
элементов в многофункциональной программной 
среде COMSOL Multiphysics в режиме RF Module  
Perpendicular Waves  Hybrid-Mode Waves  Mode 
Analysis [31]. Как видно из рисунка 1, принцип по-
строения внутренней оболочки таких волокон ос-
нован на чередовании пустот или секций пустот 
различного диаметра, в результате которого про-
исходит преобразование типичной для всего клас-
са микроструктурированных световодов гексаго-
нальной вращательной симметрии (см. рисунок 
1а) в тригональную (см. рисунок 1б). Поясним, что 
заполненный стеклом участок в центре структуры 
представляет собой сердцевину световода диа-
метром 35 мкм, а область из большого количества 
идентичных пустот наименьшего из представлен-
ных диаметра, 10 мкм, в периферийной ее части – 
наружную оболочку диаметром 230 мкм. Размеры 
внутренней оболочки ограничиваются третьим по 
удаленности от сердцевины порядком пустот мак-
симального диаметра, 23,3 мкм, и составляют 200 
мкм. На рисунке 1 обозначены: Λ – шаг структуры 
(расстояние между центрами соседних пустот); d – 
диаметр пустот в световоде с гексагональной 
вращательной симметрией; d1 и d2 – диаметры пу-
стот большого и малого диаметра соответственно 
в световоде с тригональной вращательной сим-
метрией. 

  

а) б) 

Рис. 1. Схематическое изображение поперечного сечения 
микроструктурированного световода с гексагональной (а) 

и тригональной (б) вращательной симметрией 

Для выполнения поставленной цели работы 
наибольший интерес представляли значения эф-
фективного показателя преломления отдельных 
модовых компонент, поперечное распределение 
их электрического или магнитного поля, а также 
величина потерь на вытекание излучения из серд-
цевины. Корректность оценки перечисленных ха-
рактеристик обеспечивалась использованием мо-
дели световода с идеальным согласованным слоем 
(PML, от англ. Perfectly Matched Layer) [32] в каче-
стве неотражающего граничного условия для си-
стемы уравнений Максвелла. Критерием выбора 
толщины слоя PML (от 5 до 10 длин волн излуче-
ния) было не более чем 10-процентное отличие 
значений мнимой части эффективного показателя 
преломления фундаментальной моды при различ-
ных размерах единичного элемента сетки разбие-
ния модели поперечного сечения световода. 

Поиск мод выполнялся по апробированной ра-
нее методике [33‒35], а именно, на основании чис-
ленного решения системы линейных уравнений 
Максвелла для случая однородного изотропного 
диэлектрика в отсутствии свободных зарядов и 
токов. Уравнения Максвелла сводились к волно-
вым уравнениям для векторов напряженности 
электрического (E) и магнитного (B) поля. В силу 
идентичности записи волновых уравнений для 
обоих указанных векторов приведем выражение 
только для вектора E [36]: 

∇ × (
1

μ
∇ × 𝐸) − 𝑘0

2ε𝐸 = 0, (1) 

где k0 – волновое число в вакууме (k0 = 2π/λ); ε – 
диэлектрическая проницаемость (ε = n2, n – показа-
тель преломления среды); μ – магнитная проница-
емость. 

С учетом наличия упомянутого выше идеально-
го согласованного слоя уравнение (1) преобразо-
вывалось к виду [37]: 

∇ × (
1

μ′
∇ ×

1

[𝑆]
𝐸) − 𝑘0

2ε′
1

[𝑆]
𝐸 = 0, (2) 

где ε' и μ' – модифицированные диэлектрическая и 
магнитная проницаемости соответственно; [S] – 
матрица коэффициентов слоя PML [37]. 
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Решением уравнения (2) было уравнение элек-
тромагнитной волны, распространяющейся вдоль 
направления z-оси световода [36]: 

𝐸(𝑧, 𝑡) = 𝐸0exp [𝑗 (ω𝑡 −
ω

𝑐
𝑛eff𝑧)], (3) 

где E0 – амплитуда напряженности электрического 
поля; ω – круговая частота; c – скорость света в 
вакууме; t – время. 

Эффективный показатель преломления neff 
определялся автоматически из уравнения (3). 
Сложность заключалась в интерпретации синте-
зированных решений в терминах линейно-
поляризованных мод, что осуществлялось путем 
поиска аналогии с модами традиционных кварце-
вых волокон, сердцевина и оболочка которых вы-
полнены из сплошных оптических сред, однако с 
учетом перехода от круговой симметрии враще-
ния к гексагональной, а затем тригональной. Точ-
ная идентификация модовых компонент произво-
дилась в результате сопоставления вычисленных 
поперечных распределений интенсивности и си-
ловых линий поля с известными однозначно ин-
терпретируемыми распределениями [38]. 

Для получения количественной характеристики 
поперечного распределения электрического поля 
использовался параметр эффективной площади 
модового поля Aeff, адаптированный к анализу мод 
как низкого, так и высокого порядка. Расчет произ-
водился в соответствии с выражением [39]: 

𝐴eff =
(∬ |𝐸𝑧(𝑥, 𝑦)|

2𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞
)
2

∬ |𝐸𝑧(𝑥, 𝑦)|
4𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

, (4) 

где Ez(x,y) – поперечная составляющая электриче-
ского поля. 

Синтезированные значения эффективного по-
казателя преломления отдельных модовых ком-
понент, представленные в комплексной форме 
ввиду интеграции в модель световода слоя PML, 
позволили рассчитать величину потерь соответ-
ствующих мод на вытекание излучения из сердце-
вины и охарактеризовать тем самым степень их 
дискриминации в рамках геометрии (см. рисунок 
1б). Величина потерь на вытекание излучения (в 
дБ/км) вычислялась из соотношения [40]: 

α =
2π

λ

20

ln(10)
109Im(𝑛eff), (5) 

где Im – оператор взятия мнимой части. 

По аналогии с микроструктурированными све-
товодами, обладающими гексагональной враща-
тельной симметрией, волноводные моды светово-
дов с тригональной симметрией вращения форми-
руются за счет традиционного для волоконной оп-
тики явления – эффекта полного внутреннего от-
ражения на границе раздела двух сред с различны-
ми значениями показателя преломления. Един-
ственное обстоятельство, которое принципиально 

отличает световоды со сплошной и структуриро-
ванной оболочками, это наличие и отсутствие вы-
раженной границы между упомянутыми средами – 
для рассматриваемых в настоящей работе объектов 
эта граница является эффективной и варьируется в 
зависимости от геометрических параметров. По 
этой причине в определенном диапазоне значений 
Λ и d вводимое в сердцевину излучение, переноси-
мое единственной или группой модовых компо-
нент, может интенсивно проникать вглубь оболоч-
ки, существенно изменяя характер распределения 
интенсивности излучения в поперечном сечении 
световода. При условии построения структуры си-
стемой пустот в конфигурации, способствующей 
делокализации высших мод, при условии сохране-
ния высокой направляемости излучения фунда-
ментальной моды возможно добиться решения по-
ставленной в работе задачи. 

На рисунке 2 приведены поперечные распреде-
ления интенсивности излучения фундаментальной 
(LP01) и наиболее конкурентной с ней первой выс-
шей (LP11) пространственных мод в рамках концеп-
ции микроструктурированного световода с триго-
нальной вращательной симметрией. Представлен-
ные на рисунке 2 профили мод свидетельствуют, по 
меньшей мере, о двух обстоятельствах, имеющих 
место при уменьшении отношения d2/d1. Во-первых, 
наблюдается преобразование формы поперечного 
распределения интенсивности излучения – она ста-
новится близкой к треугольной, что согласуется не-
посредственно с симметрией структуры. Во-вторых, 
электрическое поле моды LP11 в более значительной 
степени по сравнению с электрическим полем моды 
LP01 проникает вглубь оболочки, заполняя собой 
почти все поперечное сечение в случае d2/d1 = 0,30. 
Как оказалось, эта особенность характерна и для 
мод более высокого порядка (рисунок 3). 

Сравнение профилей мод и значений интеграла 
перекрытия поля мод с областью сердцевины (см. 
рисунок 3) убедительно показывает более высокую 
степень вытеснения электрического поля модовых 
компонент LP21 и LP02 из сердцевины в оболочку, 
что имеет своим следствием их высокую дискри-
минацию без необходимости применения специ-
альных мер для модовой фильтрации, например, 
использования изгиба, как это было со структурами 
гексагонального типа [41]. 

Другими словами, применительно к микрострук-
турированным световодам с тригональной враща-
тельной симметрией можно говорить о наличии 
дополнительной степени свободы в части управле-
ния пространственными характеристиками воз-
буждаемых модовых компонент высокого порядка. 
Это потенциально актуализирует возможность 
дискриминации всех, за исключением LP01, мод при 
относительно высокой доле пустот, обеспечиваю-
щей устойчивость моды LP01 к искажениям свето-
водного тракта (микро- и макроизгибам).  
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Рис. 2. Поперечное распределение интенсивности излучения мод LP01 и LP11 в микроструктурированном световоде 
при уменьшении отношения пустот малого и большого диаметра: d2/d1 = 1,00 (а, д); d2/d1 = 0,80 (б, е); d2/d1 = 0,60 (в, ж);  

d2/d1 = 0,30 (г, и). Длина волны излучения 1550 нм 

    

а) б) в) г) 

Рис. 3. Поперечное распределение интенсивности излучения мод LP01 (а), LP11 (б), LP21 (в) и LP02 (г) в микроструктурированном 
световоде при фиксированном отношении пустот малого и большого диаметра d2/d1 = 0,40. Длина волны излучения 1550 нм.  

На изображениях приведены значения интеграла перекрытия поля мод с областью сердцевины

Отметим, что при максимальном отношении пу-
стот малого и большого диаметра d2/d1 = 1,00 (част-
ный случай гексагональной структуры с шестью 
пустотами равного диаметра в ближнем к сердце-
вине порядке) световоды характеризуются режи-
мом распространения нескольких пространствен-
ных мод как на коротких, так и сравнительно боль-
ших длинах ввиду d/Λ > 0,45 [2, 42]. Однако по мере 
уменьшения отношения d2/d1 световоды приобре-
тают тенденцию к пространственной деформации 
поперечного распределения интенсивности излуче-
ния и, как следствие, делокализации мод высшего 
порядка за пределы сердцевины. Поэтому в каче-
стве следующего шага необходимо было опреде-
лить критическое значение отношения d2/d1, при 
котором уже не наблюдается примеси высшей моды 
в оптическом сигнале на выходе световода сколь 
угодно малой длины (речь идет о реальных длинах, 
которые могут использоваться в лазерной технике, 
например, несколько десятков сантиметров). Для 

решения этой задачи был разработан способ оценки 
примеси модовых компонент высшего порядка, ба-
зирующийся на сопоставлении эффективных пло-
щадей поля высших мод с аналогичным параметров 
фундаментальной моды. Возможности способа про-
иллюстрированы на рисунке 4. Моды LP11 и LP02 от-
секаются при отношении d2/d1 ~0,40, а мода LP21 
при d2/d1 ~0,50, что эквивалентно установлению 
квазиодномодового режима распространения излу-
чения. Критерием «отсечки» служило более чем 
двукратное увеличение площади поля перечислен-
ных модовых компонент по сравнению с фундамен-
тальной модой, следствием которого было вытека-
ние основной доли мощности из сердцевины в обо-
лочку. Несмотря на тот факт, что мода LP01 стабиль-
но удерживается в пределах сердцевины вплоть до 
значения d2/d1 = 0,10 (эффективная площадь поля 
моды растет незначительно), вполне естественна 
рекомендация использования световода с макси-
мально возможным отношением d2/d1. Таким обра-
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зом, на основании анализа пространственного рас-
пределения интенсивности излучения и оценки эф-
фективной площади модового поля в качестве оп-
тического элемента, поддерживающего распростра-
нение единственной фундаментальной моды, был 
выбран световод с отношением d2/d1 = 0,40. 

2500
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Aeff, мкм2

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 d2/d1  
Рис. 4. Эволюция эффективной площади поля первых  

четырех пространственных мод микроструктурированного 
световода в зависимости от отношения d2/d1. Длина волны 

излучения 1550 нм 

Рисунок 5 подтверждает высказанное утвержде-
ние об ухудшении направляемых свойств высшей 
моды в микроструктурированном световоде с три-
гональной вращательной симметрией по сравне-
нию со световодом, имеющим гексагональную 
симметрию вращения, за счет большего проникно-
вения ее электрического поля вглубь оболочки. 
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Рис. 5. Потери на вытекание излучения моды LP11 

в микроструктурированных световодах с различной  
симметрией вращения. Длина волны излучения 1550 нм 

Из сравнения кривых, приведенных на рисунке 5, 
видно, что потери на вытекание моды LP11 в триго-
нальной структуре превышают 103 дБ/км в области 
значений d2/d1 < 0,45 и, по тенденции кривой, долж-
ны составлять более 104 дБ/км при d2/d1 = 0,40, в то 
время как гексагональная структура обеспечивает 
потери на уровне не более 1 дБ/км, чего явно недо-
статочно для существенной делокализации моды за 
пределы сердцевины. Добавим, что с целью коррек-
тного сравнения структур световод с гексагональ-
ной системой характеризовался пустотами равного 
диаметра, суммарная доля которых была эквива-
лентна доле пустот в световоде с тригональной си-
стемой. 

Для формирования расширенного представле-
ния о процессах, ответственных за делокализацию 

мод высшего порядка, была изучена эволюция ве-
щественной части эффективного показателя пре-
ломления отдельных модовых компонент по мере 
уменьшения отношения d2/d1, аналогично опи-
санным ранее исследованиям (рисунок 6). 
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Рис. 6. Эволюция эффективного показателя преломления 

первых четырех пространственных мод 
и фундаментальной моды оболочки (FSM) 

микроструктурированного световода в зависимости 
от отношения d2/d1. Длина волны излучения 1550 нм 

Как оказалось, процессы делокализации направ-
ляемых мод LP11, LP21 и LP02 основаны на фазовом 
согласовании, имеющем место при совпадении эф-
фективных показателей преломления упомянутых 
мод с показателем преломления ненаправляемой 
фундаментальной моды оболочки (FSM, от англ. 
Fundamental Space-Filling Mode). Последняя, в силу 
локализации почти полностью в оболочке, облада-
ет чрезмерными потерями на вытекание излуче-
ния, на уровне 105 дБ/км. Поэтому при достижении 
определенных значений d2/d1, отвечающих равен-
ству эффективных показателей преломления 
направляемых и ненаправляемой мод, происходит 
их связывание с последующим возрастанием по-
терь излучения и делокализацией за пределы серд-
цевины. В частности, мода LP02 фактически отсека-
ется в области значений d2/d1 ~0,80, мода LP21 – 
~0,75, мода LP11 – ~0,30. 

Таким образом, выбор в пользу световода с от-
ношением d2/d1 = 0.40 как объекта для передачи 
излучения в режиме, близком к одномодовому, 
был сделан корректно. 

Далее, возвращаясь к концепции двойной отра-
жающей оболочки, обеспечивающей механизм 
накачки активной области сердцевины, были оце-
нены величины интеграла перекрытия полей 
фундаментальной и первой высшей мод с актив-
ной областью применительно к микроструктури-
рованному световоду рассматриваемой конструк-
ции. Для этого считали, что 85 % площади сердце-
вины легировано ионами Er3+ в концентрации до-
статочной для усиления оптического сигнала на 
длине волны 1550 нм при накачке на длине волны 
980 нм. Результаты численной оценки приведены 
на рисунке 7. 
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Рис. 7. Интеграл перекрытия электрического поля мод LP01 и 
LP11 и дискриминация моды LP11 в микроструктурированном 
световоде с тригональной вращательной симметрией и 85 % 

заполнением площади сердцевины ионами Er3+ 

Для оптического элемента с выбранным отно-
шением d2/d1 = 0,40, отвечающим квазиодномодо-
вому режиму распространения излучения в пассив-
ном световоде, характерно не более 30 % перекры-
тия электрического поля моды LP11 с активной об-
ластью сердцевины и более 50 % ее дискримина-
ции относительно моды LP01 в световоде, активи-
рованном ионами Er3+ (см. рисунок 7). По оценке 

[43], полученных значений может быть достаточно 
для реализации на практике активного световода, 
генерирующего излучение с близкой к дифракци-
онной расходимостью на длине волны 1550 нм, в 
результате усиления преимущественно мощности 
моды LP01. 

Таким образом, в работе предложена и численно 
проанализирована конструкция микроструктури-
рованного световода с сердцевиной диаметром 35 
мкм и нетипичной тригональной вращательной 
симметрией, обеспечивающей высокий уровень 
дискриминации модовых компонент высшего по-
рядка. Показано, что оптические элементы с отно-
шением пустот малого и большого диаметра d2/d1 = 
0,40 в рамках рассматриваемой геометрии способ-
ны поддерживать квазиодномодовый режим в пас-
сивном и активном исполнении. Такие волокна мо-
гут найти применение в качестве средств передачи 
мощного лазерного излучения с минимальными 
нелинейными искажениями или элементов лазер-
ных и усилительных систем с высоким качеством 
светового пятна, функционирующих в спектраль-
ной области около 1550 нм. 
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Abstract: The design of a microstructured fiber with a core of 35 μm in diameter and a trigonal rotational 
symmetry, providing more than 50 % discrimination of the higher-order mode components, is proposed and 
numerically analyzed. In particular, by comparing the values of the effective area and the spatial intensity 
distribution of the fundamental and most competitive higher-order modes, it is shown that optical elements with a 
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странства внутрь помещения, но и повысить точность определения его истинного местоположения. 
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Введение 

На современном этапе развития беспроводных 
сетей, а также степени их использования, как в 
повседневной жизни, так и на промышленных 
предприятиях, особую актуальность приобретают 
вопросы пространственной локализации мобиль-
ных объектов не только на открытом простран-
стве, но и внутри помещений, которые также 
неразрывно связаны с необходимостью контроля 
за местоположением как промышленных ресурсов, 
так и персонала, в том числе лиц, не являющихся 
сотрудниками предприятия. Повышение требова-
ний и запросов потребителей заставляет искать 
способы повышения качества предоставляемых 
услуг, что в приложении к вопросам простран-
ственной локализации сводится к задаче расши-
рения ее зоны и повышения точности выдаваемых 
значений, характеризующих местоположение мо-
бильного объекта (далее  МОб). В отличие от су-
ществующих решений для позиционирования на 
основе отдельных радиотехнологий, призванных 

решать задачу локализации МОб только в одной 
конкретной области пространства, предлагается 
комплексное решение, позволяющее выдавать 
данные о местоположении МОб без перерывов, в 
том числе внутри помещения. Объединение дан-
ных от различных беспроводных технологий ги-
потетически позволит наиболее полно составить 
картину о траектории движения и произвести вы-
бор предпочтительного канала получения досто-
верной информации о местоположении МОб. Од-
нако все это возможно лишь при наличии соответ-
ствующих моделей и методов, позволяющих объ-
единять (комплексировать) данные от нескольких 
беспроводных технологий, а также при описании 
конкретных способов повышения точностных ха-
рактеристик системы позиционирования. Для ре-
шения указанной научной задачи авторами был 
разработан алгоритм комплексирования данных, 
характеризующих местоположение МОб, при осу-
ществлении интеграции нескольких беспровод-
ных систем, предоставляющих возможность лока-
лизации МОб. 
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Алгоритм комплексирования результатов  
локализации от двух систем позиционирования 

Для совместной обработки результатов позици-
онирования по измерениям приемников системы 
глобальной спутниковой навигации (GNSS, от 
англ. Global Navigation Satellite System) и измере-
ниям в сети, основанной на технологии стандарта 
IEEE 802.15.4a, позволяющих осуществлять лока-
лизацию МОб, разработан новый алгоритм ком-
плексирования данных, характеризующих место-
положение Моб, в основе которого лежит запоми-
нание и совместная обработка полной выборки 
разновременных измерений по перечисленным 
системам позиционирования и рекуррентные ме-
тоды обработки информации по нарастающему 
объему измерений. Для этого получены оценки 
элементов вектора состояния по проведенным 
измерениям при принятых моделях динамики из-
менения вектора состояния и шумов измерений. 
Для построения алгоритма комплексирования, 
выполняющего функцию дополнительной обра-
ботки данных об измерениях, было необходимо 
определить векторы состояния и измерений, а 
также обосновать модели шумов измерений и 
возмущений и их переходные матрицы. Несмотря 
на то, что понятие обработки охватывает доста-
точно широкий спектр манипуляций, в контексте 
решаемой задачи понятие обработка сводится к 
комплексированию данных, то есть их объедине-
нию, а алгоритм комплексирования будет имено-
ваться алгоритмом фильтра интеграции ввиду 
близости принципов его функционирования к по-
нятию фильтрации. 

В соответствии с классической процедурой ре-
шения навигационной задачи вектор состояния 
МОб в геоцентрической связанной системе коор-
динат включает в себя подвекторы положения и 
скорости, сдвиги шкал времени и скорость рас-
хождения шкал времени GNSS и потребителя. В 
свою очередь, для учета корреляции ошибок из-
мерений, вызванных погрешностями эфемерид 
навигационного космического аппарата (НКА) и 
неточностями знания модели ионосферы, в вектор 
оцениваемых параметров дополнительно вклю-
чаются векторы состояния НКА. В этом случае 
суммарная размерность вектора оцениваемых па-
раметров равна (9 + 8n), где n – количество НКА, 
принятых в обработку. Так, при работе приемника 
GNSS по всем видимым НКА их число составляет, 
как правило, от 7 до 24, что приводит к практиче-
ской нереализуемости фильтра интеграции. С це-
лью сокращения вычислительных затрат путем  
уменьшения размерности вектора оцениваемых 
параметров авторами, во-первых, осуществлен пе-
ревод навигационных измерений по сети IEEE 
802.15.4a в координаты местоположения в отно-
сительной системе координат, а во-вторых, для 
системы GNSS оценки вектора радионавигацион-

ных параметров GNSS, включающего в себя векто-
ры псевдодальномерных измерений по коду и 
псевдодоплеровских измерений по фазе несущей 
частоты каждого НКА, переведены в оценки век-
тора измерений навигационных параметров (НП), 
включающего в себя подвекторы единичных из-
мерений координат и скоростей. Такой переход к 
совместному оцениванию вектора НП дает воз-
можность дополнительно уменьшить погрешно-
сти позиционирования при использовании прак-
тически любого приемника GNSS и технологии 
позиционирования с использованием сетей связи. 

Обобщенная схема построения алгоритма филь-
тра интеграции НП по измерениям GNSS и измере-
ниям по сети IEEE 802.15.4a приведена на рисунке 
1. Как видно из схемы, на вход фильтра поступает 
только смесь погрешностей (X) позиционирова-
ния по различным каналам измерений, следова-
тельно, погрешность фильтрации не зависит от 
самих измерений (X). 

Канал измерения 
GNSS

Канал 
измерения 

IEEE 802.15.4a

Фильтр 
интеграции

x1 = x + δx1

x2 = x + δx2

δx = δx1  – δx2 δ𝑥 1 

𝑥  

 
Рис. 1. Обобщенная блок схема реализации алгоритма 

фильтра интеграции 

Для реализации процедуры комплексирования 
данных координаты местоположения МОб, полу-
ченные по измерениям в сети IEEE 802.15.4a в си-
стеме прямоугольных координат, переведены в 
геодезические B(t) и L(t). Перевод в геодезическую 
систему координат вызван тем, что в ней работа-
ют практически все приемники GNSS, а также кар-
тографические и геоинформационные системы, 
используемые потребителями услуг. 

Математическим путем были получены выраже-
ния для матрицы переходов вектора состояний Фn ‒ 1 
и переходной матрицы шумов возмущений Gn ‒ 1, а 
также матрица А, устанавливающая взаимосвязь 

состояния 𝑥𝑘 
в момент времени 𝑘

 
с состоянием 𝑥𝑘−1 

во время 𝑘 − 1, и вектор наблюдения В, характери-

зующий взаимосвязь состояния 𝑥𝑘 
с управляющим 

входным сигналом 𝑢 в момент времени 𝑘 − 1. В 
этих выражениях использованы следующие обо-
значения: L – преобразование Лапласа; p – ком-

плексная переменная; I – единичная матрица; 𝑎𝑖 = 

= σ𝑖√2μ𝑖/Δ𝑡[Δ𝑡/μ𝑖 + (𝑒−μ𝑖Δ𝑡 − 1)μ𝑖
−2]; σi – диспер-

сия ошибки измерения координат; µi – параметр, 
характеризующий период (темп) измерения коор-
динат объекта (оценки параметров); i = 1, 2, 3 – но-
мер ортогональной координаты вектора состояния; 

𝑏𝑖 = σ
𝑖√2μ

𝑖
/Δ𝑡[(1 − 𝑒

−μ𝑖Δ𝑡)μ
𝑖

−1]. 
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0 0 0 0 1 0
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0 0 0 μ1

−1 0 0

0 0 0 0 μ2
−1 0

0 0 0 0 0 μ3
−1

|

|
, 𝐵 =

|

|

0
0
0
σ1μ1

σ2μ2

σ3μ3

|

|
 (1) 

Φ(𝑝) = 𝐿−1[𝑝𝐼 − 𝐴] =

|

|

1 0 0 1 − μ1
−1𝑒−μ1Δ𝑡 0 0

0 1 0 0 1 − μ2
−1𝑒−μ2Δ𝑡 0

0 0 1 0 0 1 − μ3
−1𝑒−μ3Δ𝑡

0 0 0 𝑒−μ1Δ𝑡 0 0
0 0 0 0 𝑒−μ2Δ𝑡 0
0 0 0 0 0 𝑒−μ3Δ𝑡

|

|

 (2) 

𝐺(Δ𝑡) = ∫ Φ(𝑡)𝐵𝑑𝑡 =

Δ𝑡

0

|𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3|,
 

(3) 

Полученные выражения (1–3) описывают раз-
ностные измерения в алгоритме фильтра инте-
грации при непрерывных измерениях НП и пред-
ставляют собой модель динамики МОб. Эта модель 
необходима для адекватной корректировки мат-
рицы прогноза погрешностей вектора состояния 
при перерывах в навигационных измерениях по 
любой из систем. 

Разработанная модель динамики основывается 
на предположении, что МОб движется с постоян-
ным путевым углом и скоростью. Ускорения, вы-
званные вынужденными маневрами и различного 
рода возмущающими факторами, рассматриваются 
как отклонения от номинальных параметров тра-
ектории. При этом изменение положения МОб 
принимается равновероятным с вероятностью P0; 
вероятность совершения маневра с максимальной 
интенсивностью оценивается величиной Pmax; ма-

невренные возможности определяются σ𝑀
2

= 

= 𝑀max[1 + 𝑃max − 𝑃0] 3⁄ , где Mmax – изменение 

составляющих вектора скорости с заданными по-
стоянными времени M. Модель используется 
лишь на относительно коротких интервалах вре-
мени отсутствия измерений приемника GNSS или 
IEEE 802.15.4a (от единиц до десятков секунд), а 
параметры модели принимаются максимальными. 

Для минимизации формульных зависимостей в 
разработанном алгоритме из оцениваемого вектора 
состояния МОб исключены составляющие высоты и 
времени. В принятых предположениях вектор из-
мерений в геодезической системе координат может 
быть представлен в виде выражения: 

𝑍 = |𝑍𝑛
𝐺𝑁𝑆𝑆 , 𝑍𝑛

𝐼𝐸𝐸𝐸|𝑇 = |𝐵𝑛 , 𝐿𝑛 , 𝑉𝐵𝑛
, 𝑉𝐿𝑛|

𝑇 

и имеет размерность, равную 4. 

Приемник GNSS и IEEE 802.15.4a осуществляют 
определение координат Bn и Ln, составляющих век-

тора скорости 𝑉𝐵𝑛
 и 𝑉𝐿𝑛

, а также оценку матрицы их 

погрешностей Rn. Эти параметры являются вход-

ными для разработанного алгоритма фильтра ин-
теграции; выходными же параметрами являются 
сглаженные координаты, уточненные составляю-
щие вектора скорости и оценки их погрешностей. 

Начальное значение матрицы погрешностей 
вектора состояния Pn определяются с помощью 
математического выражения:  

𝑃0 = |
𝑃𝐺𝑁𝑆𝑆0

0

0 𝑃𝐼𝐸𝐸𝐸0

| ∗ 𝑑, 

где 𝑃𝐺𝑁𝑆𝑆𝑛
, 𝑃𝐼𝐸𝐸𝐸𝑛

– GNSS- и IEEE 802.15.4a-составля-

ющие погрешностей вектора измерений; n – теку-
щий номер дискретного шага по времени оценива-
ния, n = 1, 2, 3, …. ; n = 0 – момент времени включе-
ния фильтра, d – коэффициент, расширяющий по-
грешность вектора измерений для первых d ре-
зультатов обсервации и учитывающий снижение 
достоверности (для городских подвижных объек-
тов выбран, равный 4). На каждом n-ом шаге филь-
трации вычисляется прогноз положения МОб с уче-
том счисления координат по составляющим векто-
ра скорости на момент tn. Далее производится кор-
рекция вектора состояния по результатам разност-
ных измерений. 

С целью минимизации вычислительных затрат, 

путем разложения в степенной ряд Тейлора 𝑒
−μΔ𝑡

 и 

с учетом того, что μΔ𝑡 << 1, для переходной мат-
рицы вектора расстояний получено выражение: 

Φ𝑛−1(Δ𝑡𝑛)𝑃𝑛−1
+ (Δ𝑡𝑛)Φ𝑛−1

𝑇 (Δ𝑡𝑛) = |
𝐾 𝐵𝐾𝑉

𝐵𝐾𝑉 𝑉
|, (4) 

где 𝑃𝑛
+

 – скорректированная корреляционная мат-

рица погрешностей состояния; Т ‒ транспонирован-
ная матрица; 𝐾, 𝑉, 𝐵𝐾,𝑉 – блоки переходной матри-

цы; 𝐾𝑖,𝑗 = 𝑝𝑖,𝑗 + 𝑘2𝑝𝑖,𝑗+2 + 𝑘2𝑝𝑖+2,𝑗 + 𝑘2
2𝑝𝑖+2,𝑗+2 – ко-

ординатный блок; 𝑉𝑖,𝑗 = 𝑘1
2 |

𝑝
33

𝑝
34

𝑝
43

𝑝
44
| – скорост-

ной блок; 𝐵𝐾𝑉𝑖,𝑗
= 𝑘1(𝑝𝑖,𝑗

+ 𝑘2𝑝𝑖+2,𝑗
) – координат-
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но-скоростной блок;  𝑘1 = 𝑒−α𝑡 = 1 − μΔ𝑡 и  𝑘2 = Δ𝑡 – 
коэффициенты. 

Для матрицы шумов возмущений получено вы-

ражение, где 𝑚𝑉 = 𝑚𝐾 = (σμ)2
 – определяется стати-

стическими характеристиками разностных измере-
ний в каналах GNSS и IEEE 802.15.4a при отсутствии 

измерений в любом из каналов 𝑚𝐾 = (σ𝑀μ
𝑀
)

2

 и оп-

ределяется маневренными характеристиками МОб: 

𝐺𝑛−1𝐼𝐺𝑛−1
𝑇

= |

0,5 ∗ 𝑚𝐾 ∗ Δ𝑡𝑛
3

0 𝑚𝑉 ∗ Δ𝑡𝑛
2

0

0 0,5 ∗ 𝑚𝐾 ∗ Δ𝑡𝑛
3

0 𝑚𝑉 ∗ Δ𝑡𝑛
2

𝑚𝑉 ∗ Δ𝑡𝑛
2

0 2 ∗ Δ𝑡𝑛 ∗ 𝑚𝑉 0

0 𝑚𝑉 ∗ Δ𝑡𝑛
2

0 2 ∗ Δ𝑡𝑛 ∗ 𝑚𝑉

| (5) 

 
Далее формируются составляющие вектора 

разностных измерений каналов GNSS и IEEE 
802.15.4a на момент времени tn по широте и дол-
готе. Для исключения расходимости алгоритма 
фильтра интеграции приняты дополнительные 
меры, позволяющие найти оптимальное соотно-
шение между разностной моделью и измерениями 
приемника GNSS и сети IEEE 802.15.4a. В качестве 
таких мер в разработанном алгоритме предусмот-
рена отбраковка аномальных выбросов измерений 
и промахов, не удовлетворяющих принятым кри-
териям соответствия прогнозируемых и оценен-
ных погрешностей. Для отбраковки выпадающих 

измерений используется статистика 𝑍𝑛−1 ∗ 𝑃𝑛−1
+

∗

𝑍𝑛−1
𝑇

, сравниваемая с порогом U, значение которого 

принимается равным 10 (в присутствии смещения 
оценки координат на 4,2 м относительно их сред-
него значения). 

Если приемник GNSS или IEEE 802.15.4a не фор-
мируют на выходе матрицу погрешностей измере-
ний, то матричные вычисления минимизируются, 
так как алгоритм фильтра интеграции распадает-
ся на два независимых, и по каждой координатной 
составляющей вычисляется матрица погрешно-
стей прогноза. Затем вычисляется вектор раз-
ностных измерений и его матрица погрешностей. 
С учетом плохой обусловленности измерений в 
сложных условиях приема сигналов GNSS и IEEE 
802.15.4a, устойчивость решения задачи достига-
ется путем дополнительного изменения веса мат-
рицы погрешности вектора разностных измере-

ний δ𝑛
𝐾

: 

𝑃δ𝑛 = (𝑃𝑛
−[2: 2] + 𝑏𝑅𝐾), (6) 

где 𝑃𝑛
−

 
– прогнозированная корреляционная мат-

рица погрешностей состояния; RK – корреляцион-
ная матрица шумов измерений координат, 𝑏 – ве-
совой коэффициент матрицы погрешностей век-
тора измерений, характеризующий уровень дове-
рия и определяемый следующим правилом: 

𝑏 = {
1, если δ𝑛

𝐾 ∗ 𝑃δ𝑛
−1 ∗ (δ𝑛

𝐾)𝑇 < 𝑈;

10, если δ𝑛
𝐾 ∗ 𝑃δ𝑛

−1 ∗ (δ𝑛
𝐾)𝑇 ≥ 𝑈.

}. 
(7) 

 

Экспериментальные исследования 

Для проверки работоспособности разработан-
ного алгоритма фильтра интеграции был собран 
прототип гибридной системы позиционирования, 
блок схема которого представлена на рисунке 2.  

Канал 
связи
IEEE 

802.15.4a

TCP/IP

Приемник базовой 
станции GNSS

Сервер 
позиционирования

Базовая 
станция

Приемник 
GNSS

Метка сети 
IEEE 802.15.4a

Фильтр интеграции

IEEE 802.15.4a 
координатор

Точки доступа

IEEE
802.15.4a

Рис. 2. Обобщенная блок схема прототипа гибридной  
системы позиционирования 

Приемная часть состоит из A-GNSS-приемника и 
метки IEEE 802.15.4a. Базовая станция состоит из 
GNSS-приемника и сервера позиционирования, 
передающего вспомогательные данные с помо-
щью стека протоколов TCP/IP сетевому координа-
тору IEEE 802.15.4a. Последний получает вспомо-
гательные данные в режиме реального времени и 
переадресовывает их опорным точкам сети IEEE 
802.15.4a. Кроме того, система A-GNSS использует 
цифровой канал сети IEEE 802.15.4a со скоростью 
передачи информации до 1 Мбит/с, работающий 
при расположении МОб внутри помещения для 
получения дополнительных данных о его место-
положении. 

Экспериментальное исследование возможностей 
предложенного решения объединения данных GNSS 
и IEEE 802.15.4a дало результаты, представленные 
на рисунке 3. Зеленым цветом обозначены данные, 
полученные с помощью системы IEEE 802.15.4a, го-
лубым цветом – GNSS, красным цветом ‒ траектория 
движения от гибридной системы, использующей 
разработанный авторами фильтр интеграции. Экс-
перименты выполнялись для 3-х случаев использо-
вания систем позиционирования: только система 
GNSS, только система IEEE 802.15.4a и интегриро-
ванная система с использованием фильтра интегра-
ции. 
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Рис. 3. Графическое представление результатов экспериментов 

В интересах наглядности представления значе-
ний величины ошибки позиционирования исполь-
зована обобщенная оценка, характеризующая 
ошибку по обеим координатам. Для оценки точно-
сти определения положения МОб введена величина 
MD (от англ. Mean Distance), которая определяется 
как среднее значение (усреднение по n-измерени-
ям) расстояния между действительным и вычис-
ленным координатами, характеризующими место-
положение объекта: 

MD =
1

𝑛
∑√(𝑥0 − 𝑥𝑖)

2 + (𝑦0 − 𝑦𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

, 

где 𝑥0 и 𝑦0 – истинные координаты МОб; 𝑥𝑖  и 𝑦𝑖  – 
измеренные значения координат; n – количество 
измерений. 

Результаты экспериментальных исследований, 
выражающиеся в расчетных значениях ошибки по-
зиционирования, относительно истинного место-
положения МОб, для 3-х случаев: открытое и за-
крытое пространство и переходная область, – све-
дены в таблицу 1. 

Кроме того, результаты экспериментов показа-
ли, что основным преимуществом использования 
сенсорной сети на основе технологии IEEE 
802.15.4a перед схожими технологиями определе-
ния координат (например, Wi-Fi или GSM) являет-
ся возможность размещения такого количества 
узлов, которое необходимо для достижения за-

данной точности позиционирования. Во многих 
случаях сотовая сеть может выступать в роли 
транспортной сети для передачи данных о место-
положении различных МОб, оборудованных аппа-
ратурой взаимодействия с сотовыми сетями. 

ТАБЛИЦА 1. Результаты экспериментов 

Системы  
позиционирования 

Место эксперимента  
(ошибка позиционирования MD, м) 

Открытое  
пространство 

Переходная  
область 

Закрытое  
пространство 

GNSS 4,92 5,23 
нет 

результата 

IEEE 802.15.4a 3,02 5,00 2,39 

Интегрированная 
система 

3,18 3,91 1,92 

Кроме того, была подтверждена особенность 
функционирования построенной гибридной си-
стемы позиционирования, связанная с самоорга-
низующимся характером построения сенсорной 
сети по технологии IEEE 802.15.4a. При выходе из 
строя одной из точек доступа внутри помещения, 
выступающих в качестве опорных точек, процесс 
локализации не прекращается вследствие дина-
мического перестроения сети. При этом точность 
определения местоположения снижается, в осо-
бенности вблизи вышедшего из строя радиомоду-
ля. 
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Заключение 
Резюмируя изложенное, следует заключить, что 

принцип функционирования предлагаемого филь-
тра интеграции, представляющего собой авторскую 
модификацию известного фильтра Калмана, заклю-
чается в замене моделей измерений при наличии 
НП от приемника GNSS и IEEE 802.15.4a и использо-
вании отбраковки выпадающих измерений при их 
отсутствии; при этом работа алгоритма осуществ-
ляется с переменным шагом квантования по вре-
мени.  

Данные натурных экспериментов показывают, 
что разработанный по этому принципу фильтр 
интеграции позволяет обеспечить «непрерывное» 
позиционирование МОб не только на открытой 
местности, но и внутри помещения. Полученные 
экспериментальным путем значения, характери-
зующие местоположение МОб, свидетельствуют о 
повышении точности его локализации при ис-
пользовании алгоритма фильтра интеграции до 
20 % в сравнении с непосредственной обработкой 
данных, что позволяет использовать его в каче-
стве способа повышения точности определения 
местоположения. 

Разработанный авторами алгоритм фильтра 
интеграции сможет обеспечить, в частности, фик-

сацию передвижения сотрудников в офисных зда-
ниях и на территории промышленных объектов, 
осуществлять их идентификацию и сопровожде-
ние, что может существенно повысить эффектив-
ность решения задач обнаружения и локализации 
широкого класса МОб, что позволит снизить за-
траты, связанные с внедрением систем позицио-
нирования. Кроме того, алгоритм фильтра инте-
грации с незначительными модификациями мо-
жет использоваться для объединения данных и от 
других технологических и технических решений, 
позволяющих определять местоположение мо-
бильного объекта, например Wi-Fi, что делает ал-
горитм универсальным решением для внедрения 
услуги позиционирования на промышленном 
предприятии. 

Дальнейшие усилия авторов будут направлены 
на повышение количества взаимодействующих 
сетей беспроводного доступа, моделировании ре-
альных помещений, снижение вычислительной 
сложности (без ущерба для точности) реализуемо-
го алгоритма фильтра интеграции с целью улуч-
шения потребительских свойств и повышения 
технико-экономических показателей интегриро-
ванной системы. 
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Аннотация: Статья посвящена исследованию эффектов межканальной интерференции в сетях стан-
дарта IEEE 802.11n/ac. В частности, предложен метод оценки влияния изменения отношения сиг-
нал/шум на скорость модуляции и кодирования в заданных условиях. На примере нескольких практически 
значимых сценариев работы сети выполнены расчеты, показывающие модельное изменение скорости 
передачи данных. В частности, проведено сравнение нескольких наиболее распространенных частотных 
планов для сетей IEEE 802.11n/ac и количественно оценена их эффективность с позиции межканальной 
интерференции. Дополнительно получена оценка влияния сторонних сетей. Предложенный метод позво-
ляет оценивать эффективность выбранного частотного плана с целью повышения качества функцио-
нирования беспроводной сети. 
 
Ключевые слова: беспроводная сеть доступа, IEEE 802.11, межканальная интерференция, отношение 
сигнал/шум, помехи, затухание сигнала. 

 
Введение 

Влияние межканальной интерференции на це-
левой канал передачи является одним из наиболее 
существенных факторов, учитываемых при пла-
нировании или анализе современных беспровод-
ных сетей вообще и сетей стандарта IEEE 802.11 в 
частности [1]. В работах ряда исследователей дан-
ная тема поднималась неоднократно. В работе [2] 
были рассмотрены эффекты межканальной ин-
терференции для сети IEEE 802.11a, а применение 
моделей межканальной интерференции в сетях 
VANET рассмотрено в исследовании [3]. Важность 
корректной оценки значения этих эффектов обу-
словлена тем, что с ее помощью можно получить 
представления о работоспособности сети в задан-
ных условиях, а также о характеристиках произво-
дительности ее отдельных ячеек. 

Ключевым параметром, определяющим выбор 
режима модуляции и кодирования (MCS, от англ. 
Modulation and Coding Sequence) является отноше-
ние сигнал/шум (ОСШ), включающее в себя ре-
зультаты эффектов интерференции. Так как ос-
новным результатом межканальной интерферен-
ции является его ухудшение (деградация) [4], рас-

смотрим в этом свете сигналы, создающие интер-
ференцию. С этой целью мы будем рассматривать 
типичную корпоративную сеть стандарта IEEE 
802.11n/ac, развернутую в большом здании с це-
лью обеспечения сплошного радиопокрытия на 
целевых площадях. Подобные сети традиционно 
строятся по ячеистой схеме, при которой каждая 
ячейка сети образована одной точкой доступа, 
имеющей два радиомодуля, каждый из которых 
работает в одном из двух частотных диапазонов: 
2,4 и 5 ГГц. В данном случае нас будет интересо-
вать взаимное влияние сигналов от смежных яче-
ек сети. 

 
Модель межканальной интерференции 

Введем следующие предположения: 
1) излучение всех источников сигналов изо-

тропно, все антенны являются всенаправленными, 
а их коэффициенты усиления равны между собой; 

2) отсутствуют помехи посторонней (не Wi-Fi) 
природы; 

3) внутриканальная интерференция отсутству-
ет, т. е. частотно-территориальное планирование 
выполнено идеально; 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2019. Т. 5. № 2 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-43-48 44                                              tuzs.sut.ru 

 

4) помехообразующие сигналы распределены 
по целевой площади покрытия равномерно; 

5) целевой сигнал принимается на площади с 
постоянным уровнем PT (дБм). 

При этом ячейки беспроводной локальной вы-
числительной сети (БЛВС) рассматриваются нами 
как «черные ящики», т. е. мы не разделяем в них 
точку доступа (ТД) и клиентское оборудование. Это 
связано с тем, что использование канала, т. е. веро-
ятность занятости канального ресурса данной ячей-
ки является суперпозицией этих параметров всех ее 
составляющих (ТД и оборудования клиентов). 

В работе [5] было показано, что в свете модели 
затухания, определяемой в [6], величина затуха-
ния 𝐿(𝑑) равна: 

𝐿(𝑑) = {
0 𝑑 < 0
20lg(𝐹𝑖,𝑛) + 𝑁lg(𝑑) + 𝐿𝑓(𝑚) − 28 0 ≤ 𝑑 ≤ 𝑅,

0 𝑑 > 𝑅

 (1) 

где d – расстояние между передатчиком и прием-
ником (м); f – частота (МГц); N – дистанционный 
коэффициент потерь мощности; m – количество 
препятствий; Lf(m) – коэффициент потерь за счет 
прохождения сигнала через препятствие (дБ). 

Тогда среднее затухание сигнала для равномер-
ного распределения источников помехи 𝑀(𝐿) (дБ) 
будет определяться как: 

𝑀(𝐿) = 𝐿max −
𝑁

2ln10
, (2) 

где 𝐿max – наибольшее возможное затухание, опре-
деляемое чувствительностью приемника (дБ). 

Как было показано ранее в [5], спектральная 
маска сигнала 𝑆𝐼𝑛(𝑓) (дБм), создающего интерфе-
ренцию, определяется выражением: 

𝑆𝐼𝑛(𝑓) = 𝑃𝑟𝑎𝑑 + 𝑆(𝑓 − 𝐹𝑖,𝑛) − 𝐿, (3) 

где S(f) – спектральная маска канала HT/VHT20; 
Prad – мощность излучения источника сигнала 
(дБм); Fi,n – центральная частота канала, создаю-
щего интерференцию (МГц); n – номер канала, при 
их общем числе равном k; L – среднее затухание 
сигнала (дБ). 

Спектральная маска целевого сигнала 𝑆𝑇(𝑓) 
(дБм) определяется выражением: 

𝑆𝑇(𝑓) = 𝑃𝑇 + 𝑆(𝑓 − 𝐹𝑇). (4) 

Поскольку ключевым параметром, определяю-
щим выбор режима MCS, является ОСШ [7], а также 
ввиду того, что основным результатом межка-
нальной интерференции является его уменьшение 
(деградация) [4], рассмотрим сигнал, создающий 
интерференцию.  

Введем следующие обозначения: 
mn – число ТД канала n, чей сигнал доступен для 
приема; 
Fi,n – частота канала с номером n; 
Q – вероятность занятости канального ресурса. 

Будем полагать, что Q одинакова для всех ТД, 
создающих помехи и представляет собой фактиче-
ски долю времени, в течение которого временной 
ресурс канала занят. Поскольку мы приняли, что 
внутриканальная интерференция отсутствует, то 
mn = 0 для n, равного номеру целевого канала. В [5] 
было показано, что общая спектральная маска 
всех помех 𝑆𝐼𝑤(𝑓) (мВт) равна: 

𝑆𝐼𝑤(𝑓) = 𝑁𝐹 + 𝑄𝑚𝑛∑10
𝑃𝑟𝑎𝑑+𝑆(𝑓−𝐹𝑖,𝑛)−𝐿

10

𝑘

𝑛=1

,  (5) 

где NF – шумовой порог (мВт). 

Спектральная маска целевого сигнала в абсо-
лютных единицах 𝑆𝑤𝑇(𝑓) (мВт) будет определять-
ся как: 

𝑆𝑤𝑇(𝑓) = 10
𝑃𝑇+𝑆(𝑓−𝐹𝑇)

10 . (6) 

Тогда, согласно [8], деградация ОСШ, вызванная 
межканальной интерференцией, составляет: 

Δ𝑆𝑁𝑅 = 𝑆𝑁𝑅0 − 𝑆𝑁𝑅,  (7) 

где SNR – ОСШ для целевого канала (дБ), определя-
емое как: 

𝑆𝑁𝑅 = 10lg
∫ 𝑆𝑤𝑇(𝑓)𝑑𝑓
𝐹𝑇+𝐴𝑇
𝐹𝑇−𝐴𝑇

∫ 𝑆𝐼𝑤(𝑓)𝑑𝑓
𝐹𝑇+𝐴𝑇
𝐹𝑇−𝐴𝑇

, (8) 

а SNR0 – ОСШ в отсутствие межканальной интер-
ференции, определяемое как: 

𝑆𝑁𝑅0 = 10lg
∫ 𝑆𝑤𝑇(𝑓)𝑑𝑓
𝐹𝑇+𝐴𝑇
𝐹𝑇−𝐴𝑇

𝑁𝐹 ⋅ 2𝐴𝑇
, (9) 

если AT – половина ширины основной части спек-
тральной маски целевого канала. 

Полученная величина Δ𝑆𝑁𝑅 представляет собой 
модельное значение, на которое уменьшится ОСШ 
для целевого сигнала, т. е. позволит оценивать 
уменьшение пиковой пропускной способности ка-
нала в связи с необходимостью для ТД работать в 
режимах, соответствующих меньшим индексам MCS. 

Далее рассмотрим типовые сценарии работы, 
наиболее часто встречающиеся в проектной прак-
тике, и оценим расчетные значения Δ𝑆𝑁𝑅 для каж-
дого из них. 

 
Модель влияния на скорость передачи 

Теперь рассмотрим, как влияет рассмотренное 
уменьшение ОСШ на фактическую скорость пере-
дачи, определяемую индексом MCS.  

Введем скорость передачи согласно MCS 
PHYRate (Мбит/с) [9]: 

𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒 =
𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆
𝑇𝑆𝑌𝑀

,  (10) 

где TSYM – длительность передачи символа с уче-
том межсимвольного защитного интервала (мкс). 

https://tuzs.sut.ru/
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При этом зависимость числа бит полезной наг-
рузки на OFDM-символ, согласно [7], удобно при-
нять как: 

     𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆(𝑆𝑁𝑅) = 

(11) 
=

{
 
 

 
 
0; 𝑆𝑁𝑅 < 2
26; 2 ≤ 𝑆𝑁𝑅 < 5
52; 5 ≤ 𝑆𝑁𝑅 < 9

𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆max (1 − 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑆𝑁𝑅2

2𝑎2
)) ; 𝑆𝑁𝑅 > 9

, 

где 𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆max  – наибольшее число бит данных на 

OFDM-символ; a – полуширина гауссоиды, аппрок-
симирующей целевую дискретную функцию [7]. В 
рассматриваемых условиях для 802.11ac 𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆max  

соответствует 312 и для 802.11n – 260. 

Теперь рассмотрим зависимость PHYRate(SNR) 
для области SNR > 9 дБ: 

𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒 =

𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆max (1 − exp (−
𝑆𝑁𝑅2

2𝑎2
))

𝑇𝑆𝑌𝑀
. 

(12) 

Поскольку функция (12) является монотонно 
возрастающей [7], то значение Δ𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒, соответ-
ствующее величине Δ𝑆𝑁𝑅, будет определяться как: 

Δ𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒 = 𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒0 − 𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒, (13) 

и после преобразований: 

Δ𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒 =
𝑁𝐷𝐵𝑃𝑆max  

𝑇𝑆𝑌𝑀
× 

(14) 
× (exp (−

(𝑆𝑁𝑅0 − Δ𝑆𝑁𝑅)
2

2𝑎2
) − exp (−

𝑆𝑁𝑅0
2

2𝑎2
)), 

где PHYRate0 – это скорость передачи при ОСШ, 
равном SNR0. 

Таким образом, если работа идет при значениях 
величины ОСШ больших, чем 9 дБ, то удобно вос-
пользоваться формулой (14) для оценки фактиче-
ского значения деградации скорости модуляции и 
кодирования как функции от снижения (деграда-
ции) значения ОСШ (дБ). 

 
Количественные оценки для различных  
сценариев работы 

Теперь, имея в нашем распоряжении модель, 
характеризующую уменьшение ОСШ как модель-
ную меру межканальной интерференции, оценим 
работу сетей IEEE 802.11 для различных сценариев 
их работы. Рассматриваемые сценарии и их пара-
метры приведены в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1. Параметры рассматриваемых сценариев работы

№ 

Стандартные параметры 
Частотный 

план 
Сторонние 

сети 
Тип канала-

помехи Версия  
стандарта 

Диапазон, 
ГГц 

Номер и тип  
целевого канала 

1. IEEE 802.11n 2,4  6, HT20 1,6,11 Нет HT20 

2. IEEE 802.11n 2,4  6, HT20 1,6,11 Да HT20 

3. IEEE 802.11n 2,4  6, HT20 1,6,11 Да HT40 

4. IEEE 802.11n 2,4  5, HT20 1,5,9,13 Нет HT20 

5. IEEE 802.11n 2,4  4, HT20 1,4,8,11 Нет HT20 

6. IEEE 802.11ac 5  44, VHT20 UNII 1-2 Да VHT20 

7. IEEE 802.11ac 5  44, VHT20 UNII 1-2 Да VHT80 

 

Поясним выбор параметров из таблицы 1. Бу-
дем учитывать следующие факторы.  

1) Стандарты. Так, в каждом из диапазонов мы 
будем рассматривать только наиболее современ-
ный работоспособный режим работы: 802.11n для 
2,4 ГГц и 802.11ac для 5 ГГц. 

2) Частотный план. Является важнейшей отправ-
ной точкой, поэтому для диапазона 2,4 ГГц мы рас-
смотрим три наиболее популярных частотных пла-
на, обозначив их как «1, 6, 11», «1, 5, 9, 13» и «1, 4, 8, 
11». При этом числа через запятую обозначают но-
мера частотных каналов согласно [10]. Первый из 
них является типовым частотным планом, рекомен-
дуемым для частотно-территориального планиро-
вания сетей Wi-Fi во всем мире, поскольку обеспе-
чивает работоспособность ячеистой БЛВС в любом 
регуляторном домене [11]. Два других часто рас-
сматривают с целью организовать покрытия че-

тырьмя каналами в различных регуляторных усло-
виях. При этом план «1, 5, 9, 13» является предпо-
чтительным при доступности канала 13, а план «1, 
4, 8, 11» – при его недоступности [4, 12]. 

3) Помехи. Т. е. имеются или нет в радиусе дей-
ствия ячейки сторонних сетей, создающие для це-
левой ячейки эффекты межканальной интерферен-
ции. Будем при этом считать, что в случае суще-
ственного их влияния помехи имеются в каждом 
канале, т. е. соответствующий диапазон зашумлен 
сторонними сетями равномерно. 

4) Тип канала, создающего интерференцию 
(помехи). Так, для диапазона 2,4 ГГц, будем рас-
сматривать каналы HT20 и HT40. Такой выбор 
объясняется необходимостью продемонстриро-
вать количественно влияние канала шириной 40 
МГц для сети 802.11n в диапазоне 2,4 ГГц, по-
скольку более широкие каналы в данном случае 
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недоступны. В диапазоне 5 ГГц для сети 802.11ac, 
доступны более широкие режимы агрегирования, 
поэтому будем учитывать влияние каналов VHT20 
и VHT80. 

В данном случае в первых 5 сценариях (см. таб-
лицу 1) рассматривается работа в диапазоне 2,4 
ГГц в различных условиях, а в сценариях 6 и 7 рас-
сматриваем частотный план, в котором использу-
ются только поддиапазоны UNII-1 и UNII-2 (8 ка-
налов с номерами от 36 до 64). При этом для сце-
нария 7, будем считать, что агрегированных 
(VHT80) каналов, создающих помеху, используется 
три: (36+40+44+48), (44+48+52+56) и 
(52+56+60+64). 

 
Метод, результаты расчетов и их анализ 

В работе [5] было ранее показано, что среднее 
затухание L из формулы (3) помехообразующего 
сигнала для диапазона 5 ГГц в соответствии с мо-
делью составляет 89,26 дБ. Что касается диапазона 
2,4 ГГц, то это значение отличается незначительно 
и составляет 89,48 дБ в рамках принятой в работе 
модели. Будем считать, что уровень приема целе-
вого сигнала стабилен и составляет –60 дБм, а шу-
мовой порог в условиях работы равен –90 дБм, 
(SNR0 = 30 дБ) – типовое значение для ОСШ в кор-
поративных сетях [10, 7].  

Для описания влияния сторонних сетей на наи-
более распространенные частотные планы приве-
ден рисунок 1. Для удобства восприятия, выбран 
логарифмический масштаб по шкале мощности 
сигнала S. 

В таблице 2 приведены основные результаты 
расчетов: значения деградации ОСШ, согласно (7), 
и модельного снижения скорости модуляции и 
кодирования, согласно (14). Особо отметим прак-
тическое отсутствие деградации ОСШ для реко-
мендуемых частотных планов в типовых внедре-
ниях БЛВС (сценарии 1 и 4). 

1 x 10-5

1 x 10-6

1 x 10-7

1 x 10-8

1 x 10-9

1 x 10-10

2,4 x 103 2,45 x 103 2,5 x 103

F, МГц

S
, м

В
т

1 x 10-11
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в) 

Рис. 1. Энергетический спектр целевого сигнала (красная 
линия) на фоне суммарной помехи (синяя линия)  

для сценария 1 (а), 2 (б) и 3 (в) 

ТАБЛИЦА 2. Результаты расчетов 

№ 
Версия 

стандарта 
Сторонние 

сети 
Тип канала-

помехи 
mn Q 

Δ𝑆𝑁𝑅, 
дБ 

Δ𝑃𝐻𝑌𝑅𝑎𝑡𝑒, 
Мбит/с 

1. IEEE 802.11n Нет HT20 2 0,3 0,11 0,08 

2. IEEE 802.11n Да HT20 2 0,3 13,98 26,94 

3. IEEE 802.11n Да HT40 1 0,3 17,93 40,75 

4. IEEE 802.11n Нет HT20 2 0,3 0,35 0,25 

5. IEEE 802.11n Нет HT20 2 0,3 6,33 7,45 

6. IEEE 802.11ac Да VHT20 1 0,3 0,21 0,18 

7. IEEE 802.11ac Да VHT80 1 0,3 12,75 27,63 

 
Из таблицы 2 видно, что частотный план в диа-

пазоне 2,4 ГГц с выбором каналов «1, 4, 8, 11» явля-
ется нежелательным, поскольку по сравнению со 
сценариями 1 и 4 дает заметное (на 7,4 Мбит/с) 
снижение средней скорости модуляции и кодиро-

вания. В то же время частотный план с номерами 
каналов «1, 5, 9, 13» для диапазона 2,4 ГГц, являет-
ся приемлемым при условии корректной поддерж-
ки абонентскими устройствами работы в канале 13 
[13]. Однако стоит отметить, что увеличение числа 
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доступных каналов с трех до четырех принципи-
ально не решит существующие проблемы недо-
статка доступной полосы спектра для большин-
ства инсталляций в данном частотном диапазоне; 
в то же время это расширит проектные возможно-
сти для решения конкретной задачи по построе-
нию радиопокрытия. 

Для работы в диапазоне 5 ГГц видно практиче-
ское отсутствие негативного влияния сторонних 
сетей, поскольку при работе в этом диапазоне 
центральные частоты каналов имеют шаг, равный 
20 МГц, что частично исключает характерную для 
диапазона 2,4 ГГц ситуацию, когда используют 
произвольный выбор каналов. В то же время, при-
менение агрегирования каналов в режиме VHT80 
(сценарий 7) дает негативный эффект с точки 
зрения влияния межканальной интерференции в 
диапазоне 5 ГГц, сравнимый по порядку величины 
с применением каналов HT40 на частотах 2,4 ГГц 
(сценарий 3). 

 
Выводы  

В результате проведенного исследования раз-
работана модель для количественной оценки вли-
яния межканальной интерференции на скорость 
модуляции и кодирования, предложен метод рас-

чета и получены количественные оценки работы 
сети IEEE 802.11n/ac в различных режимах, встре-
чающихся в инженерной практике, а также полу-
чена количественная оценка практической воз-
можности использования основных четырехка-
нальных частотных планов для работы в диапа-
зоне 2,4 ГГц, с учетом межканальной интерферен-
ции. 

С точки зрения дальнейшей работы, развитием 
данного подхода видится рассмотрение результа-
тов натурных наблюдений в сетях беспроводного 
доступа с их оценкой согласно предложенной мо-
дели межканальной интерференции. 

Интересным представляется рассмотрение сце-
нария 1 для помехообразующих сигналов, которые 
создаются источниками, находящимися в прямой 
видимости от целевой ТД. Значимость рассмотре-
ния такого случая состоит в том, что это наиболее 
часто встречающаяся ситуация покрытия этажной 
планировки, в случае если планировка является 
протяженным вдоль одной оси крылом здания с 
одним длинным коридором. Полученные в работе 
результаты могут быть использованы в задачах 
анализа функционирования, а также в инженер-
ных задачах планирования БЛВС. 
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Аннотация: Представлен алгоритм обработки и определения, с использованием двойственного базиса, 
начальных состояний регистров сдвига, формирующих широкополосные последовательности Гордона–
Миллса–Велча (ГМВ), которые характеризуются большим их количеством и более высокой структурной 
скрытностью, чем широко используемые М-последовательности. Показано, что предложенный алгоритм, 
в отличие от известных, позволяет определять произвольные начальные состояния регистров сдвига, 
что расширяет возможности применения составных широкополосных последовательностей ГМВ для 
решения различных задач при передаче информации по каналам связи с шумами. 
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Введение 

Среди семейства псевдослучайных (шумоподоб-
ных) последовательностей, применяемых в систе-
мах связи, особое место занимают последователь-
ности Гордона–Миллса–Велча (ГМВ), формируемые 
на основе регистров сдвига с обратной связью. 
ГМВ-последовательности обладают хорошими ав-
токорреляционными свойствами, аналогичными 
корреляционным свойствам М-последовательнос-
тей, что позволяет успешно их применять для рас-
ширения спектра в широкополосных системах, для 
циклового фазирования, скремблирования, кодово-
го разделения каналов и т. п. Отличительной осо-
бенностью ГМВ-последовательностей является их 
более высокая структурная скрытность. 

Исследованиям свойств ГМВ-последовательнос-
тей, их синтезу и обработке посвящено значитель-
ное число работ отечественных и зарубежных авто-
ров. К числу ранних работ отечественных авторов, 
посвященных исследованию ГМВ-последовательнос-
тей, относятся работы Е.И. Кренгеля [1, 2] и В.Г. Ста-
родубцева [3, 4]. В частности, в трудах Е.И. Кренгеля 
подробно рассматриваются вопросы генерации ГМВ-
последовательностей и их корреляционные свой-

ства, а также применимость их в системах с кодовым 
разделением каналов. Научные труды В.Г. Стародуб-
цева посвящены, главным образом, методам форми-
рования ГМВ-последовательностей на основе реги-
стров сдвига с линейной обратной связью, а также 
на основе матричного представления М-последова-
тельностей составного периода над конечными по-
лями с двойным расширением. 

Очевидно, что ГМВ-последовательности, как 
псевдослучайные, могут найти применение в ши-
рокополосных системах связи не только для рас-
ширения спектра, но и как переносчики информа-
ции. При этом передаваемая информация может 
представляться определенными, например, началь-
ными, состояниями ячеек регистра сдвига с обрат-
ной связью. Использование ГМВ-последовательнос-
тей обеспечивает большую структурную скрыт-
ность передачи информации, поэтому они в боль-
шей степени применимы для шифрования ин-
формации, закодированной, например, фазой М-
последовательности. В [4] рассмотрена задача пе-
редачи информации в виде начальных фаз реги-
стров сдвига с линейной обратной связью равной 
длины, формирующих ГМВ-последовательности. 
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Недостатком разработанного и представленного в 
работе [4] алгоритма является то, что начальные 
состояния обоих регистров выбираются одинако-
выми. Из работы не ясно, насколько изменится и 
усложнится разработанный алгоритм, если началь-
ные состояния ячеек регистров будут различными. 

Кроме того, в указанной выше работе не рас-
сматривается вопрос обработки и распознавания 
ГМВ-последовательностей на приеме. Наиболее 
часто применяемой является корреляционная об-
работка и распознавание ГМВ-последовательнос-
тей на приеме, особенно в системах с кодовым раз-
делением CDMA. Однако, во многих случаях, 
например, для повышения безопасности передачи 
информации, надежности циклового фазирования 
и др., увеличивают структурную скрытность и, с 
этой целью, увеличивают длительность ГМВ-по-
следовательностей, что, в случае корреляционной 
обработки, естественно приведет к усложнению 
реализации из-за установки на приеме большого 
количества корреляторов или согласованных 
фильтров. Поэтому актуальной является задача 
разработки, отличных от корреляционных, мето-
дов обработки и распознавания таких последова-
тельностей на приеме. 

В данной работе рассматривается применение 
для обработки и распознавания ГМВ-последова-
тельностей двойственного базиса [5], расширяю-
щего возможности применения ГМВ-последова-
тельностей для решения различных задач. В част-
ности, в отличие от рассмотренных в цитируемых 
источниках алгоритмов, при использовании двой-
ственного базиса допускаются произвольные на-
чальные состояния обоих регистров сдвига с ли-
нейными обратными связями. 

 
Формирование ГМВ-последовательностей  
на основе регистров сдвига 

Рассмотрим алгоритм формирования ГМВ-после-
довательностей на основе двух регистров сдвига. 
Во-первых, отметим, что псевдослучайные ГМВ-по-
следовательности являются составными, наподобие 
последовательностей Голда или ЛРД-последо-
вательностей [5]. При этом, в отличие от выше при-
веденных, основой ГМВ-последовательности явля-
ется заданная исходная М-последовательность с пе-
риодом N = 2n – 1, из которой путем децимаций фор-
мируются две другие последовательности – одна с 
периодом N, а вторая с меньшим периодом N1, яв-
ляющимся делителем N. Линейная сумма этих двух 
последовательностей и будет представлять собой 
формируемую ГМВ-последовательность с периодом 
N. Как показано в [4], эти две последовательности 
(рисунок 1) формируются с помощью двух n-эле-
ментных рекуррентных регистров сдвига с линей-
ными обратными связями (РОС). Обе выходные по-
следовательности поэлементно складываются по 
mod 2, образуя тем самым ГМВ-последовательности. 

Для построения регистров сдвига с линейными об-
ратными связями выбирают два неприводимых 
многочлена степени n – h1(x) и h2(x), корни которых 
являются p-сопряженными (p = 2) элементами рас-
ширенного поля GF(2n) c первообразным элемен-
том поля  – корнем примитивного многочлена g(x), 
по которому построены расширенное поле GF(2n) и 
исходная М-последовательность. При этом степени 
корней многочлена g(x) представляют собой цик-
локласс {1, 2, 4, 8, …, 2n − 1}, а степени корней много-
членов h1(x) и h2(x) – циклоклассы {q1, 2q1, 4q1, …, 
2n − 1q1} и {q2, 2q2, 4q2, …, 2n − 1q2}, соответственно, где 
q1 и q2 – индексы децимаций, выбранных для по-
строения ГМВ-последовательности. Формируемая 
ГМВ-последовательность будет являться рекуррен-
тной последовательностью с периодом N = 2n – 1, 
удовлетворяющей характеристическому многочлену 
h(x) = h1(x) ∙ h2(x) степени 2n. 

Начальный 
элемент 1

Начальный 
элемент 2

ГМВ-последовательностьРОС h1(x)

РОС h2(x)
 

Рис. 1. Схема генератора ГМВ-последовательностей  

Итак, как было заявлено ранее, задачей декоде-
ра на приеме будем считать определение перенос-
чиков информации ГМВ-последовательностей, а 
именно – определение начальных фаз обеих со-
ставляющих последовательностей, которые обо-
значим как М1 для многочлена h1(x) и М2 для мно-
гочлена h2(x). 

 
Обработка ГМВ-последовательностей  
с использованием двойственного базиса 

Решение поставленной выше задачи зависит от 
того, с какой системой связи мы имеем дело, – син-
хронной или асинхронной. Наибольшее распростра-
нение среди широкополосных систем связи полу-
чили синхронные системы, в которых в качестве 
расширяющих могут использоваться также и ГМВ-
последовательности, обладающие, к тому же по-
вышенной структурной скрытностью по сравне-
нию с широко применяемыми обычными М-
последовательностями. При этом, как было отме-
чено, начальные фазы составных последовательно-
стей могут представлять собой передаваемую ин-
формацию, в том числе это может быть адресная 
или другая специальная информация, известная 
только отправителю и получателю. 

Кроме того, применение двойственного базиса 
за счет мажоритарного принятия решения обеспе-
чивает, при более простой реализации, достовер-
ность, сравнимую с корреляционной обработкой. 
Наконец, применение двойственного базиса поз-
воляет избежать еще одного недостатка алгорит-
ма, описанного в [4], который заключается в том, 
что формирование составляющих последователь-
ностей М1 и М2 привязано к канонической исход-
ной М-последовательности, образованной прими-
тивным многочленом g(x) степени n.  

https://tuzs.sut.ru/
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Рассмотрим на примере алгоритм обработки 
ГМВ-последовательностей, основанный на приме-
нении двойственного базиса, при условии, что фор-
мирование ГМВ-последовательностей происходит с 
помощью двух регистров сдвига по модулю много-
членов h1(x) и h2(x) соответственно [6], включенных 
по схеме Галуа. 

Проведем анализ алгоритмов формирования и 
обработки с использованием двойственного базиса 
ГМВ-последовательностей с периодом N = 26 – 1 над 
полем GF(26) на основе двух регистров сдвига с об-
ратными связями. При этом исходные данные вы-
берем те же, что и в работе [4], а именно, исходной 
М-последовательности {s} соответствует характе-
ристический примитивный многочлен φ(x) = 1 + x + 
+ x6, корнями которого будут сопряженные перво-
образные элементы поля ε, ε2, ε4, ε8, ε16, ε32. Состав-
ная двоичная ГМВ-последовательность {t} пред-
ставляет собой поэлементную сумму по mod 2 двух 
других последовательностей {u} и {v}, которым со-
ответствуют неприводимые характеристические 
многочлены h1(x) и h2(x). Условимся, что последова-
тельность {u} формируется из исходной М-после-
довательности {s} путем децимаций с индексом 
q1 = 5, а последовательность {v} – с индексом деци-
мации q2 = 3. Тогда корнями многочлена h1(x) будут 
пятые степени корней многочлена (x) [7], т. е. – 
{(ε)5, (ε2)5, (ε4)5, (ε8)5, (ε16)5, (ε32)5} = {ε5, ε10, ε20, ε40, ε17, 
ε34}. Соответственно, корнями многочлена h2(x) бу-
дут третьи степени корней исходного многочлена 
(x), т. е. – {ε3, ε6, ε12, ε24, ε48, ε33}. При этом из теории 
полей Галуа следует, что порядок корней много-

членов h1(x) и h2(x) будет для h1(x): 
63

НОД(63,5)
= 63 и 

для h2(x): 
63

НОД(63,3)
= 21. Отсюда последовательность 

{u} будет иметь максимальный период М1, равный 
N1 = 63, а последовательность {v} будет состоять 
их трех периодов последовательности М2 длиной 
N2 = 21, формируемой многочленом h2(x).  

Зная корни многочленов h1(x) и h2(x) по форму-
лам Виета найдем и сами многочлены: 

ℎ1(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥5 + 𝑥6, 
(1) 

ℎ2(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥6. 

Так как последовательности {u} и {v} формиру-
ются из исходной М-последовательности {s} = (s0, 
s1, s2, s3, s4,… si,…….. s61, s62) путем децимаций с ин-
дексами q1 = 5 и q2 = 3, то элементы последова-
тельностей {u} и {v} будут определяться как 𝑢𝑖 =
= 𝑠𝑞1𝑖 = 𝑠5𝑖 (mod 63) и как 𝑣𝑖 = 𝑠𝑞2𝑖 = 𝑠3𝑖  (mod 21), со-

ответственно, где 0  i  62. 

Из многочленов (1) следует, что элементы по-
следовательностей {u} и {v} удовлетворяют рекур-
рентным уравнениям, соответственно: 

𝑢𝑖≥6 = 𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖−4 + 𝑢𝑖−5 + 𝑢𝑖−6, (mod 2), 
(2) 

𝑣𝑖≥6 = 𝑣𝑖−1 + 𝑣𝑖−4 + 𝑣𝑖−5 + 𝑣𝑖−6, (mod 2). 

Если произвольный элемент поля i записать че-
рез левый степенной базис как  = с0 + с1 + с22 + 
+ с33 + с44 + с55, то, при заданном образующем мно-
гочлене (x), функция след от этого элемента будет 
равна T(i) = с5 = si. Каноническая М-последователь-
ность {s} представляется как {s} = {T(1), T(), T(2), 
T(3), ..., T(61), T(62)}. Двоичная {s} и сформирован-
ные из нее последовательности {u}, {v} и составная 
ГМВ-последовательность {t} показаны в таблице 1. 

Составной ГМВ-последовательности {t} будет со-
ответствовать характеристический многочлен: 

ℎ(𝑥) = ℎ1(𝑥) ⋅ ℎ2(𝑥) = 𝑝0𝑥
12 + 𝑝1𝑥

11 + +𝑝2𝑥
10 + 

(3) 
+𝑝3𝑥

9 + 𝑝4𝑥
8 + 𝑝5𝑥

7 + 𝑝6𝑥
6 + 𝑝7𝑥

5 + 𝑝8𝑥
4 + 

+ 𝑝9𝑥
3 + 𝑝10𝑥

2 + 𝑝11𝑥 + 𝑝12 = 𝑥12 + 𝑥11 + 𝑥10 + 

+𝑥9 + 𝑥7 + 𝑥2 + 1. 

Следовательно, ГМВ-последовательность {t} бу-
дет удовлетворять рекуррентному уравнению: 

𝑡𝑖≥12 = 𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖−2 + 𝑡𝑖−3 + 𝑡𝑖−5 + 𝑡𝑖−10 + 
(4) 

+ 𝑡𝑖−12, (mod 2). 

Именно это свойство ГМВ-последовательности и 
позволяет применить для ее обработки двойствен-
ный базис. В соответствии с методикой, изложен-
ной в [5], найдены коэффициенты двойственного 
базиса i относительно многочлена h1(x) и i отно-
сительно многочлена h2(x) (таблица 2), выражен-
ные через элементы i поля GF(26), построенного по 
исходному примитивному многочлену (x).  

Рассмотрим теперь нахождение начальных со-
стояний ячеек регистров сдвига, формирующих 
последовательности {u} и {v}, в процессе обработки 
на приемной стороне ГМВ-последовательности {t}.  

Начальным элементам составных последователь-
ностей {u} и {v} будут соответствовать элементы по-
ля, представленные в степенной либо в векторной 
форме. Так, для последовательности {u} начальный 
элемент регистра сдвига, соответствующего много-
члену h1(x), будет иметь следующий общий вид: 

𝐶(μ) = 𝑎0 + 𝑎1μ + 𝑎2μ
2 + 𝑎3μ

3 + 𝑎4μ
4 + 𝑎5μ

5 ≡ 

(5) 

≡ (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5),    [mod 2, ℎ1(μ)]; 

или выраженный через ε: 

𝐶(ε) = с0 + с1ε + с2ε
2 + с3ε

3 + с4ε
4 + с5ε

5 ≡ 

≡ (с0, с1, с2, с3, с4, с5),    [mod 2, φ(ε)]. 

Аналогично для последовательности {v}: 

𝐷(γ) = 𝑏0 + 𝑏1γ + 𝑏2γ
2 + 𝑏3γ

3 + 𝑏4γ
4 + 𝑏5γ

5 ≡ 

(6) 

≡ (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5),    [mod 2, ℎ2(γ)]; 

или выраженный через ε: 

𝐷(ε) = 𝑑0 + 𝑑1ε + 𝑑2ε
2 + 𝑑3ε

3 + 𝑑4ε
4 + 𝑑5ε

5 ≡ 

≡ (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5),    [mod 2, φ(ε)]. 
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ТАБЛИЦА 1. Формирование составной ГМВ-последовательности 

{s} 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s18 s19 s20 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

{u} 
q1=5 

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 u19 u20 

0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 

{v} 
q2=3 

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13 v14 v15 v16 v17 v18 v19 v20 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 t15 t16 t17 t18 t19 t20 

0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 

{s} 
s21 s22 s23 s24 s25 s26 s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 s36 s37 s38 s39 s40 s41 

1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

{u} 
u21 u22 u23 u24 u25 u26 u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 u36 u37 u38 u39 u40 u41 

1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 

{v} 
v21 v22 v23 v24 v25 v26 v27 v28 v29 v30 v31 v32 v33 v34 v35 v36 v37 v38 v39 v40 v41 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t21 t22 t23 t24 t25 t26 t27 t28 t29 t30 t31 t32 t33 t34 t35 t36 t37 t38 t39 t40 t41 

1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 

{s} 
s42 s43 s44 s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 

1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 

{u} 
u42 u43 u44 u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 

1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 

{v} 
v42 v43 v44 v45 v46 v47 v48 v49 v50 v51 v52 v53 v54 v55 v56 v57 v58 v59 v60 v61 v62 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t42 t43 t44 t45 t46 t47 t48 t49 t50 t51 t52 t53 t54 t55 t56 t57 t58 t59 t60 t61 t62 

1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

ТАБЛИЦА 2. Коэффициенты двойственного базиса 

i() 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

43 38 31 26 21 16 11 50 45 9 47 48 

i() 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

16 13 11 8 5 2 62 55 52 32 51 19 

 
Более простая реализация будет в случае выра-

жения начальных элементов через один элемент 
поля  – корень исходного многочлена (x), а не 
через различные элементы  и γ – корни много-
членов h1(x) и h2(x), где μ = ε5 и γ = ε3. 

Как показано в [5], начальные элементы после-
довательностей {u} и {v} могут быть определены 
по любому безошибочному 12-элементному участ-
ку принятой ГМВ-последовательности {t}. Предпо-
ложим, что выделен 12-элементный участок кано-
нической ГМВ-последовательности (см. таблицу 1) 
с начальным порядковым номером i = 51, т. е.:  

t51 t52 t53 t54 t55 t56 t57 t58 t59 t60 t61 t62 
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

Тогда, в соответствии с [5], найдем: 

𝐶(ε) = (ε5)−𝑖 ∑ α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (ε5)−51(α2 + α6)

12

𝑗=1

= 

(7) 
= ε−3(ε38 + ε16) = 1,    mod φ(ε);     

𝐷(ε) = (ε3)−𝑖 ∑ β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (ε3)−51(β2 + β6)

8

𝑗=1

= 

= ε−27(ε13 + ε2) = 1,    mod φ(ε). 

Можно показать, что также выполняются равен-
ства: C(μ) = 1 (mod h1(μ)); D(γ) = 1 (mod h2(γ)). 

Таким образом, мы убеждаемся, что начальным 
элементам последовательностей {u} и {v} канониче-
ской ГМВ-последовательности {t} действительно со-
ответствуют единичные элементы регистров сдви-
га, а передаваемая информация в векторном пред-
ставлении будет: (С, D) = [(100000)(100000)]. 

Покажем, что алгоритм распознавания началь-
ных состояний регистров остается таким же и при 
произвольных начальных элементах C()(mod h1(x)) 
и D(γ) (mod h2(x)) этих регистров. 

Пусть начальные элементы регистров, формиру-
ющих последовательности {u} и {v}, будут равны, 
соответственно: C() = 55  1 + 3 → [a] = (a0, a1, a2, 
a3, a4, a5) = (100100) (mod h1())  и D(γ) = 1 + γ + γ 2 → 
→ [b] = (b0, b1, b2, b3, b4, b5) = (111000) (mod h2(γ)). 
Как видим, вектору [a] в десятичной системе счис-
ления соответствует цифра 9 (младший разряд сле-
ва), а вектору [b] − цифра 7. Тогда первый элемент 
u0 последовательности {u}, выраженный функцией 
след, будет равен u0 = T(55) = 1, (mod h1(),   а пер-
вый элемент v0 последовательности {v} будет равен 
v0 = T(1+ γ + γ 2) = 0, (mod h2(γ). Сумма этих элемен-
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тов по mod 2 порождает первый элемент последо-
вательности {t} t0 = u0 + v0 = 1. В таблице 3 представ-
лены первые 15-элементные участки последова-

тельностей {u}, {v} и {t}, порождаемые указанными 
выше начальными элементами C() и D(γ). 

ТАБЛИЦА 3. Первые 15 элементов последовательностей {u}, {v} и {t} 

{u} 
u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 

1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13 v14 

0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

{t} 
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 

 

Выделим первый 12-элементный участок (i = 0): 

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 

и обработаем его двойственным базисом: 

𝐶(ε) = ∑ α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (α1 + α4 + α9)

12

𝑗=1

= (ε43 + ε26 + 

+ε45)  = 1 + ε3 + ε5 = ε23,   mod φ(ε); 

𝐷(ε) = ∑β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (β1 + β4 + β9) = (ε16 + ε8 +

8

𝑗=1

   

+ ε52) = ε + ε3 = ε19,    mod φ(ε). 

Выделим теперь другой безошибочный 12-эле-
ментный участок (на расстоянии i = 3 от начала): 

t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 

и также обработаем его двойственным базисом: 

𝐶(ε) = (ε5)−3 ∑α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = ε−15(α1 + α6 +

12

𝑗=1

α10 + α11) = 

= ε48(ε43 + ε16 + ε9 + ε47) = 1 + ε3 + ε5 = ε23, modφ(ε); 

𝐷(ε) = (ε3)−3 ∑β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = ε−9(β1 + β6 + β10 + β11) =

8

𝑗=1

 

= ε−9(ε16 + ε2 + ε32 + ε51) = ε + ε3 = ε19, modφ(ε). 

Таким образом, после обработки и одного, и дру-
гого безошибочных участков получены одинаковые 
начальные элементы в векторном представлении: 

𝐶(ε) = (с0, с1, с2, с3, с4, с5) = (100101), [mod2,φ(ε)]; 
(8) 

𝐷(ε) = (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5) = (010100), [mod2,φ(ε)]. 

Это подтверждает возможность применения 
мажоритарного (по большинству) принятия реше-
ния с целью повышения достоверности декодиро-
вания информации, содержащейся в начальных 
элементах (векторах) регистров сдвига, соответст-
вующих составным последовательностям {u} и {v}. 

Возможны два варианта кодирования информа-
ции ГМВ-последовательностей. Первый из вари-
антов состоит в том, что передаваемая информа-
ция представляется начальными элементами C() 
и D(), которые на передающей стороне были, пу-

тем умножения на матрицы H и P вида (9), переве-
дены в C() и D(γ) и в векторной форме были запи-
саны в ячейки соответствующих регистров: 

𝐻 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

 ;    𝑃 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 . (9) 

Блочная схема этого варианта представлена на ри-
сунке 2. В этом первом варианте декодированная 
информация (при правильном декодировании) в ви-
де элементов C() и D() будет после обработки ГМВ-
последовательности непосредственно находиться в 
ячейках соответствующих регистров. Для обратно-
го перевода (в случае необходимости) требуется 
умножить выделенные вектора (8) на матрицы (9), 
в результате чего получим: 

[𝐶(ε)] ⋅ 𝐻 = (с0, с1, с2, с3, с4, с5) ⋅ 𝐻 = (100101) ⋅ 

𝐻 = (100100) ⇒ 1 + μ3 = С(μ), mod ℎ1(μ); 

[𝐷(ε)] ⋅ 𝑃 = (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5) ⋅ 𝑃 = (010100) ⋅ 

𝑃 = (111000) ⇒ 1 + γ + γ2 = 𝐷(γ), mod ℎ2(γ). 

Таким образом, после умножения на указанные 
матрицы мы получили те начальные элементы 
C() и D(γ), которые и были установлены на пере-
дающей стороне в ячейки регистров в качестве на-
чальных. 

Во втором варианте передаваемая информация 
представляется начальными элементами C() и 
D(γ), которые на передающей стороне в векторном 
виде будут непосредственно записаны в ячейки 
соответствующих регистров. В этом варианте по-
лученные в результате декодирования (при пра-
вильном декодировании) элементы C() и D() мо-
гут быть в векторной форме переведены (в случае 
необходимости) в начальные элементы C() и D(γ) 
по тому же алгоритму, что и в первом варианте, 
т. е. путем умножения векторов [c] и [d] на соот-
ветствующие матрицы перевода H и Р (9). 

Выбор того или другого варианта дает возмож-
ность еще в большей степени повысить структур-
ную скрытность передачи информации.  
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    H

Канал
связи

РОС-1
h1(x)

РОС-2
h2(x)

ГМВ

𝐶(ε) = ε𝑘  
𝐶(μ) = μ𝑖mod ℎ1(μ) 

[𝑐0 , 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1] [𝑎0 , 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1] 

[𝑑0 , 𝑑1, … , 𝑑𝑛−1] [𝑏0 , 𝑏1, … , 𝑏𝑛−1] 

mod 𝑔(ε) 

{u}

{v}

{t}

𝐷(ε) = ε𝑗  
𝐷(γ) = γ𝑗 mod ℎ2(γ) 

× 

 
    P× 

 
 

а) 

[𝑐0 , 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1] 

[𝑑0 , 𝑑1, … , 𝑑𝑛−1] 

mod 𝑔(ε) 

{u}

{v}

{t}

Генератор элементов поля

...
𝑡𝑖  

...

...

× [α(ε)] 
ℎ1(𝑥) 

× [β(ε)] 
ℎ2(𝑥) 

× ε−𝑖  

× ε−𝑖  

GF(2𝑛) 

𝐶(ε) = ε𝑘  

𝐷(ε) = ε𝑗  

Начальный элемент (вектор)

  для последовательности𝐶(ε) 

Начальный элемент (вектор)

  для последовательности𝐷(ε) 

𝑡𝑖+11  

𝑡𝑖+10  

 
б) 

Рис. 2. Передающая (а) и приемная (б) части системы формирования и обработки ГМВ-последовательностей 

Во втором варианте передаваемая информация 
представляется начальными элементами C() и 
D(γ), которые на передающей стороне в векторном 
виде будут непосредственно записаны в ячейки 
соответствующих регистров. В этом варианте по-
лученные в результате декодирования (при пра-
вильном декодировании) элементы C() и D() мо-
гут быть в векторной форме переведены (в случае 
необходимости) в начальные элементы C() и D(γ) 
по тому же алгоритму, что и в первом варианте, 
т. е. путем умножения векторов [c] и [d] на соот-
ветствующие матрицы перевода H и Р (9). 

Выбор того или другого варианта дает возмож-
ность еще в большей степени повысить структур-
ную скрытность передачи информации. 

Для определения весового спектра рассмотрен-
ной ранее ГМВ-последовательности с периодом 
N = 63 над полем GF(26) был произведен полный 
перебор всех возможных начальных фаз, имеющих 
значения от 0 до 63 (в десятичном виде), и опре-
делены веса полученных ГМВ-последовательнос-
тей. Весовой спектр рассмотренной ГМВ-последо-
вательности приведен в таблице 4.  

ТАБЛИЦА 4. Весовой спектр ГМВ-последовательностей с 
периодом N = 63 над полем GF(26) 

Количество  
ГМВ-последовательностей 

0 24 28 32 36 

Вес 1 588 504 1827 1176 

 
Корреляционные свойства  
ГМВ-последовательности 

На примере рассмотренной последовательности 
ГМВ-последовательность с периодом N = 63 над по-
лем GF(26) оценим корреляционные свойства по-
следовательностей разных весов. При расчете авто-
корреляционной функции (АКФ) и взаимокорреля-
ционной (ВКФ) функции последовательности ГМВ-
последовательности преобразуются от униполяр-
ного вида [1, 0] к биполярному [−1, 1]. 

Для оценки корреляционных свойств были вы-
браны по две ГМВ-последовательности каждого ве-
са. На графиках (рисунки 3, 4, 5 и 6) начальные эле-
менты каждой из ГМВ-последовательности обозна-
чены в десятичном виде, соответствующем двоич-
ному (векторному) представлению их элементов μi 
для C() и γi для D(γ), соответственно. Так, ГМВ-по-
следовательности G{35; 9} соответствует G{1 + μ + 
+ μ5; 1 + γ3}, а ГМВ-последовательности G{20; 23} 
соответствует G{μ2 + μ4; 1 + γ + γ2 + γ4}. 

Вначале определим автокорреляционные свой-
ства выбранных ГМВ-последовательности. Апери-
одическая автокорреляционная функция (АпАКФ) 
последовательности {t} вычисляется по формуле: 

АпАКФ𝑘({𝑡}) = ∑ 𝑡𝑖𝑡𝑖+𝑘

𝑁−1−𝑘

𝑖=0

, 

где k – сдвиг относительно исходной последова-
тельности {t}. 

Периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) вычисляется для замкнутой в кольцо по-
следовательности {t} по формуле: 

ПАКФ𝑘({𝑡}) = ∑ 𝑡𝑖𝑡(𝑖+𝑘)mod 𝑁

𝑁−1

𝑖=0

.    

Значения апериодической и периодической ВКФ 
рассчитываются по аналогичным формулам, в кото-
рых рассматривается смещение одной последова-
тельности относительно другой. Графики этих фун-
кций для ГМВ-последовательностей различных весов 
приведены на рисунках 5 и 6. На графике ВКФ для 
ГМВ-последовательностей веса 24 (см. рисунок 6), 
можно видеть, что выбранные последовательности 
циклически смещены друг относительно друга на 9 
разрядов. Таким образом, при использовании ГМВ-
последовательностей для задач синхронизации 
необходимо правильно подбирать начальные эле-
менты последовательностей, так как они, образуя 
циклическую группу, при асинхронном детектиро-
вании могут определяться некорректно.  
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Рис. 3. Значения АпАКФ ГМВ-последовательностей различных весов 

 
Рис. 4. Значения ПАКФ ГМВ-последовательностей различных весов 
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Рис. 5. Значения АпВКФ ГМВ-последовательностей различных весов 

 
Рис. 6. Значения ПВКФ ГМВ-последовательностей различных весов 
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Вероятностные характеристики декодера  
ГМВ-последовательностей  

Для оценки вероятностных характеристик син-
хронного декодера ГМВ-последовательностей с ис-
пользованием двойственного базиса была написана 
модель системы передачи данных (СПД) для пакета 
математических вычислений GNU/Octave, схема 
которой представлена на рисунке 7. Моделирова-
ние производилось по методу Монте-Карло для 
двух моделей каналов: цифрового двоично-симмет-
ричного канала (ДСК) без памяти и канала с абсо-
лютно-белым гауссовским шумом (АБГШ) совмест-
но с двоичной фазовой манипуляцией (ФМн-2). 
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Рис. 7. Схема модели СПД для оценки вероятностных харак-
теристик синхронного декодера ГМВ-последовательностей  

При моделировании генератор начальных фаз 
случайным образом формирует начальные элемен-
ты C() и D(γ) и передает их в генератор ГМВ-по-
следовательностей. Сформированная последова-
тельность отправляется в канал передачи данных, 
откуда подается на вход декодера, реализующего 

мажоритарный алгоритм декодирования с исполь-
зованием двойственного базиса. Затем вычислен-
ные элементы сравниваются с начальными и про-
изводится накопление статистики. 

Всего в результате декодирования возможны 
три исхода: правильное декодирование, когда его 
результат совпадает с начальными элементами, 
неправильное декодирование в случае несовпаде-
ния хотя бы одного из начальных элементов, и от-
каз от декодирования (обнаруженная неисправля-
емая ошибка), возникающий при невозможности 
определить только одну пару начальных элемен-
тов. Соответствующие этим исходам оценочные 
значения вероятностей обозначаются PПД, PНД и PОД. 

Графики вероятностных характеристик декоде-
ра ГМВ-последовательностей в линейном и лога-
рифмическом масштабах для случая канала ДСК 
представлены на рисунках 8а, 8б, а для случая ка-
нала АБГШ – на рисунках 8в, 8г. Согласно получен-
ным графикам вероятностных характеристик веро-
ятность правильного приема кодовой комбинации 
на уровне 0,9999 достигается уже при нормирован-
ном соотношении сигнал/шум около 4 Дб. При от-
ношении сигнал/шум, равном 0 Дб, вероятность 
правильного приема комбинации составляет уже 
0,9. В канале ДСК эти точки соответствуют вероят-
ностям битовой ошибки 0,015 и 0,08. 

  

а) б) 

  
в) г) 

Рис. 8. Вероятностные характеристики декодера ГМВ-последовательностей для канала ДСК (а, б) и АБГШ с ФМн-2 (в, г)

Заключение 

В работе был рассмотрен метод мажоритарного 
декодирования последовательностей Гордона–Мил-
лса–Велча и определены его вероятностные харак-
теристики для каналов ДСК и АБГШ с манипуляцией 

ФМн-2. Определено, что часть ГМВ-последователь-
ностей образует циклические группы, что приводит 
к необходимости тщательно выбирать их началь-
ные элементы, в чтобы избежать ложных срабаты-
ваний системах с асинхронным детектированием. 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2019. Т. 5. № 2 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-49-58 58                                              tuzs.sut.ru 

 

Список используемых источников 

1. Кренгель Е.И., Мешковский К.А. М-подобные последовательности над GF(2m) и их применение в широкополос-
ных системах связи // Цифровая обработка сигналов. 2000. № 2. С. 14–19. 

2. Кренгель Е.И., Мешковский К.А. Классификация двоичных последовательностей Гордона, Милза, Велча // Ра-
диотехника. 2001. № 12. С. 13–15. 

3. Cтародубцев В.Г. Алгоритм формирования последовательностей Гордона–Миллса–Велча // Известия высших 
учебных заведений. Приборостроение. 2012. Т. 55. № 7. С. 5–9. 

4. Стародубцев В.Г. Формирование последовательностей Гордона–Миллса–Велча на основе регистров сдвига // 
Известия высших учебных заведений. Приборостроение. 2015. Т. 53. № 6. С. 451–457. 

5. Когновицкий О.С. Двойственный базис и его применение в телекоммуникациях. СПб.: Линк, 2009. 424 с.  
6. Диксон Р.К. Широкополосные системы: Пер. с англ. / Под ред. В.И. Журавлева. М.: Связь, 1979. 304 с. 
7. Сарвате Д.В., Персли М.Б. Взаимнокорреляционные свойства псевдослучайных и родственных последователь-

ностей // Труды института инженеров по электротехнике и радиоэлектронике. 1980. Т. 68. № 5. С. 59–90. 

*   *   * 

DUAL BASIS BASED PROCESSING OF WIDEBAND 
GORDON–MILLS–WELCH SEQUENCES  
BASED ON TWO LINEAR REGISTERS 

 

S. Vladimirov1, O. Kognovitsky1 

 
1The Bonch-Bruevich Saint-Petersburg State University of Telecommunications,   
St. Petersburg, 193232, Russian Federation 

 

Article info 
Article in Russian 
 

For citation: Vladimirov S., Kognovitsky O. Dual Basis Based Processing of Wideband Gordon–Mills–Welch Sequenc-
es Based on Two Linear Registers. Proceedings of Telecommunication Universities. 2019;5(2):49‒58. (in Russ.) 
Available from: https://doi.org/10.31854/1813-324X-2019-5-2-49-58 
 

Abstract: The paper presents a dual basis based algorithm for processing and determining the initial states of the 
shift registers that form the Gordon–Mills–Welch (GMW) wideband sequences, which are characterized by their 
greater number and higher structural secrecy than the widely used M sequences. It is shown that the proposed 
algorithm, in contrast to the known ones, allows one to determine arbitrary initial states of shift registers, which 
expands the possibilities of using composite wideband GMW sequences for solving various problems when trans-
mitting information via communication channels with noise. 
 

Keywords: wideband sequences, finite field, irreducible and primitive polynomial, linear feedback shift register, 
dual basis, trace function, decimation. 
 

References 

1. Krengel E.I., Meshkovskii K.A. M-podobnye posledovatelnosti nad GF 2m i ikh primenenie v shirokopo-losnykh siste-
makh sviazi [M-Like Sequences Over GF (2m) and Their Application in Wideband Communication Systems]. Digital Signal 
Processing. 2000;2:14–19. (in Russ.) 

2. Krengel E.I., Meshkovskii K.A. Klassifikatsiia dvoichnykh posledovatelnostei Gordona, Milza, Velcha [Classification of Bi-
nary Sequences of Gordon, Mills, Welch]. Radioengineering. 2001;12:13–15. (in Russ.) 

3. Starodubtsev V.G. An Algorithm of Gordon‒Mills‒Welch Sequence Formation. Journal of Instrument Engineering. 2012; 
55(7):5–9. (in Russ.) 

4. Starodubtsev V.G. Generation of Gordon‒Mills‒Welch Sequences on the Base of Shift Registers. Journal of Instrument 
Engineering. 2015;53(6):451–457. (in Russ.) 

5. Kognovitsky O.S. Dvoistvennyi bazis i ego primenenie v telekommunikatsiiakh [Dual Basis and Its Application in Tele-
communications]. St. Petersburg: Link Publ.; 2009. 424 p. (in Russ.)  

6. Dikson R.K. Shirokopolosnye sistemy [Broadband Systems]. Trans. with English. Ed. V.I. Zhuravlev. Moscow: Sviaz Publ., 
1979. 304 р. (in Russ.) 

7. Sarvate D.V., Persli M.B. Vzaimnokorreliatsionnye svoistva psevdosluchainykh i rodstvennykh posledova-telnostei [Mu-
tually Correlated Properties of Pseudorandom and Related Sequences]. Trudy instituta inzhenerov po elektrotekhnike i 
radioelektronike. 1980;68(5):59–90. (in Russ.) 

https://tuzs.sut.ru/


Воробьев О.В. и соавт.  Оценка минимальной разрядности на выходе фильтров-... 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-59-65 59                                                   tuzs.sut.ru 

 

ОЦЕНКА МИНИМАЛЬНОЙ РАЗРЯДНОСТИ  
НА ВЫХОДЕ ФИЛЬТРОВ-ДЕЦИМАТОРОВ  

В ЦРПУ 
 
О.В. Воробьев1, А.А. Прасолов1* 

 
1Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. проф. М.А. Бонч-Бруевича, 
Санкт-Петербург, 193232, Российская Федерация  

*Адрес для переписки: prasolov.alex@gmail.com 

 
Информация о статье 
УДК 621.396; 621.59 
Язык статьи – русский 
 
Ссылка для цитирования: Воробьев О.В., Прасолов А.А. Оценка минимальной разрядности на выходе филь-
тров-дециматоров в ЦРПУ // Труды учебных заведений связи. 2019. Т. 5. № 2. С. 59‒65. DOI:10.31854/1813-
324X-2019-5-2-59-65 
 
Аннотация: Одним из основных параметров радиоприемного устройства является чувствительность, 
которая с нижней стороны ограничена его собственными шумами. Для корректного расчета данного па-
раметра в цифровых радиоприемных устройствах необходимо определить коэффициент шума блока 
цифровой обработки сигналов, основной частью которого будут цифровые фильтры. В статье предло-
жен метод оценки минимальной разрядности сигнала на выходе фильтра-дециматора, при которой 
вклад шумов, вызванных усечением разрядов на выходе, не оказывает большого влияния на отношение 
сигнал/шум. 
 
Ключевые слова: КИХ-фильтры, коэффициенты цифрового фильтра, АЦП, отношение сигнал/шум. 

 
Введение 

С развитием цифровых технологий все большее 
внимание уделяется построению радиоприемных 
трактов с применением цифровой обработки сиг-
налов, называемых в литературе SDR (от англ. 
Software Defined Radio). Эта технология осно-
вывается на возможности оцифровки радиосигна-
ла в реальном времени с последующей обработкой 
программными или аппаратными цифровыми 
средствами – цифровыми сигнальными процессо-
рами, ПЛИС и т. д. Технология SDR позволяет осу-
ществлять прием и демодуляцию сигналов, в кото-
рых используются цифровые виды модуляции, та-
кие как DPSK, QAM, GMSK и т. д. [1]. 

Наиболее сложной и ресурсоемкой оказывается 
первая часть задачи, называемая предварительной 
цифровой обработкой радиосигналов (ПЦОРС), в 
состав которой входит перенос спектра цифрового 
сигнала в область основной полосы, выделение 
квадратур сигнала, децимация сигнала с соответ-
ствующей предварительной цифровой фильтраци-
ей, канальная фильтрация. Демодуляция и декоди-
рование требуют существенно меньшего объема 
ресурсов. 

В качестве одного из вариантов на рисунке 1 по-
казана структурная схема модуля ПЦОРС [2]. Мо-
дуль состоит из одного квадратурного понижаю-

щего преобразователя (DDC, от англ. Digital Down 
Converter), за которыми следует демодулятор. 
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Рис. 1. Структурная схема модуля ПЦОРС одного канала 
приема 

Как видно из рисунка 1, широкополосный 
фильтр с конечной импульсной характеристикой 
КИХ (или FIR, от англ. Finite Impulse Response) мо-
жет являться частью алгоритма изменения часто-
ты дискретизации, и также может выполнять за-
дачи цифровой обработки сигналов в качестве от-
дельного элемента, как и другие блоки цифрового 
обработчика, что требует снижения потребляемой 
мощности при реализации на ПЛИС. Методика 
расчета коэффициентов КИХ-фильтра с использо-
ванием алгоритма Паркса-Макклеллана [3] обес-
печивает оптимальное решение без ограничения 
разрядности с числами в формате представления с 
двойной точностью (плавающая точка) [4, 5].  
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Для реализации КИХ-фильтров в модуле ПЦОРС 
могут быть использованы два класса устройств 
цифровой обработки – цифровые сигнальные про-
цессоры (DSP, от англ. Digital Signal Processor) и 
ПЛИС, в которых коэффициенты фильтра подвер-
гаются операции ограничения разрядности [6]. С 
целью снижения как аппаратных ресурсов КИХ-
фильтра, так и потребляемой мощности ПЛИС, не-
обходимо задействовать специальные алгоритмы, 
повышающие эффективность его реализации [7].  

Главным образом сложность цифрового фильтра, 
содержащего умножители, сумматоры, регистры и 
другие вспомогательные устройства, определяется 
умножителями [8]. Одна из основных проблем при 
выборе структуры модуля ПЦОРС заключается в 
необходимости осуществить децимацию сигнала с 
высоким ее коэффициентом. Перед собственно де-
циматором необходим фильтр защиты от наложе-
ния спектров. При этом, чем выше коэффициент 
децимации D, тем сложнее фильтр и больше ресур-
сов требуется на его реализацию. 

В настоящее время в мире для КИХ-фильтров 
ведется активный поиск новых приемов и подхо-
дов с целью снижения количества используемых 
ресурсов и повышения быстродействия при аппа-
ратной реализации на ПЛИС [8–13].  

В [14] отмечено, что ограничение разрядности 
приводит также к смещению нулей и полюсов пе-
редаточной функции H(z), что, в свою очередь, мо-
жет привести к неустойчивости (или потенциаль-
ной неустойчивости) фильтров больших порядков. 
Решение данной задачи весьма затруднительно и 
требует для анализа влияния конечной разрядно-
сти использования специализированных программ. 

В работе [15] рассмотрен вариант использова-
ния математического пакета MATLAB для анализа 
эффектов конечной разрядности в цифровых КИХ-
фильтрах, учитывая влияние квантования коэф-
фициентов и отсчетов входного сигнала, а также 
округление выходного сигнала фильтра. Однако в 
этой работе не было приведено количественных 
оценок. 

Целью данной статьи является обоснование зна-
чений минимальной разрядности сигнала на выхо-
де цифрового фильтра-дециматора, при которой 
вклад шумов, вызванных усечением разрядов, не 
оказывает существенного влияния на отношение 
сигнал/шум на выходе. 

 
Определение понятия действующей  
разрядности фильтра 

Проведем анализ влияния эффектов, вызванных 
квантованием в цифровых нерекурсивных филь-
трах, часто используемых в качестве канальных и 
в составе фильтров-дециматоров цифрового пото-
ка [5]. 

На рисунке 2 представлена структура КИХ-фильт-
ра и указаны точки, в которых происходит кванто-
вание: (Q1) – операция квантования входного сигна-
ла; (Q1_0 – Q1_N-1) – операция квантования коэффици-
ентов. Квантование результата умножения в каж-
дом ответвлении фильтра (Q2_0 – Q2_N-1) и кванто-
вание сигнала на выходе фильтра (Q4) означает воз-
можное изменение разрядности, согласно [5]. 
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Рис. 2. Структура КИХ-фильтра с округлением результатов 
умножения и суммирования 

В общем случае параметры операции квантова-
ния Q1 на входе цифрового фильтра определяются 
либо аналого-цифровым преобразователем при 
подключении непосредственно к выходу АЦП, ли-
бо операцией квантования предыдущего узла бло-
ка цифровой обработки сигнала (например, филь-
тра).  

Для реализации цифровых фильтров на цифро-
вых процессорах обработки сигналов, каждая фир-
ма-производитель предлагает набор специальных 
подпрограмм реализации основных задач цифро-
вой обработки (фильтрации, быстрого преобразо-
вания Фурье и т. д.). В таблице 1 приведены значе-
ния разрядности на различных этапах квантова-
ния Q, используемые в подпрограммах нерекур-
сивных фильтров различных типов процессоров. 

ТАБЛИЦА 1. Разрядности квантователей КИХ-фильтров  
при реализации на цифровых процессорах обработки  

сигналов 

Q 

Texas Instruments 
TMS320C64хх, бит 

Analog Devices 
Blackfin, бит 

Freescale 
56321, бит 

DSP_fir_gen DSP_fir_sym fir fir_decima сопроцессор 

Q1 16 16 16 16 24 

Q2 16 16 16 16 24 

Q3 32 40 32 32 56 

Q4 16 16 16 16 24 

При реализации фильтров на ПЛИС так же, как и 
на сигнальном процессоре, имеется возможность 
воспользоваться готовыми подпрограммами филь-
трации, имеющимися в программной среде Quartus II 
(Altera) и ISE Design Suite и Vivado (Xilinx), которые 
будут учитывать особенности аппаратной структу-
ры микросхемы программируемой логики, что поз-
воляет произвольно устанавливать разрядности кван-
тователей независимо друг от друга. 
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Для эффективного использования всей разряд-
ной сетки, отведенной под коэффициенты филь-
тра, необходимо осуществить их нормировку к 
максимальному значению: 

ℎнорм(𝑖) =
ℎ(𝑖)

maxℎ
, (1) 

где hнорм – нормированная импульсная характери-
стика; h – рассчитанная импульсная характеристи-
ка любым из методов, описанных в [16, 17]. 

Сумма нормированных коэффициентов филь-
тра, представленных числами конечной разрядно-
сти bкоэф без учета знакового разряда, будет равна: 

𝐻sym = ∑ ℎнорм(𝑖) ⋅ 2(𝑏коэф−1)𝑁
𝑖 = 0 , 

где N – порядок фильтра; hнорм – нормированная 
импульсная характеристика; (bкоэф – 1) – разряд-
ность коэффициентов без учета знакового разряда. 

Допустим, на вход фильтра поступает постоян-
ный цифровой поток разрядности bвх, равный мак-

симальному значению 2
(𝑏коэф−1)

. Тогда, умножая 

его на коэффициенты фильтра и вычисляя лога-
рифм по основанию два, получим, что действую-
щая разрядность на выходе фильтра будет равна: 

𝑏𝑝 = ⌈log2 ∑(𝐻sym ⋅ 2(𝑏вх−1))

𝑁

𝑖 = 0

⌉ + 1, (2) 

где (bвх – 1) – разрядность входного сигнала без 
учета знакового разряда.  

Последнее слагаемое в (2) добавляет знаковый 
разряд. Иными словами, действующая разряд-
ность – это такая разрядность на выходе фильтра, 
когда не вносятся дополнительные шумы, вы-
званные усечением или округлением выходных 
данных. 

 
Влияние нормировки и разрядности  
коэффициентов на характеристики фильтра 

Для оценки влияния нормирования коэффици-
ентов фильтра к максимальному значению сначала 
требуется вычислить величину погрешности для 
каждого коэффициента Δh по следующей формуле:  

Δℎ𝑖 =
⌊ℎ𝑖 ⋅ 2(𝑏ℎ−1)⌋

2(𝑏ℎ−1) − 1
− ℎ𝑖 . 

Дисперсию шумов квантования коэффициентов 
рассчитываем по формуле: 

σкоэф
2 =

1

𝑁 − 1
∑ (Δℎ𝑗 −

∑ Δℎ𝑖
𝑁
𝑖 = 1

𝑁 − 1
)

2𝑁

𝑗 =РС1

, (3) 

где N – количество коэффициентов фильтра. 

В таблице 2 приведен пример ненормирован-
ных и нормированных к максимальному значению 
коэффициентов фильтра 17-го порядка с разряд-

ностью (bh) 16 бит, и указана величина погрешно-
сти для каждого коэффициента Δh. 

ТАБЛИЦА 2. Ошибка квантования нормированных  
и ненормированных коэффициентов КИХ-фильтра 

Рассчитанные  
коэффициенты h 

Нормированные  
коэффициенты hнорм 

некванто-
ванные 

кванто-
ванные 

ошибка 
Δh, ×10-4 

некванто-
ванные 

кванто-
ванные 

ошибка 
Δh, ×10-4 

-0,0007507463 -25 0,122 -0,0034 -109 0,227 

-0,0039299472 -129 0,069 -0,0173 -567 0,094 

-0,0101476880 -333 0,150 -0,0447 -1464 0,219 

-0,0145927182 -479 0,256 -0,0643 -2105 0,229 

-0,0049584790 -163 0,160 -0,0219 -716 0,303 

0,0324206687 1062 -0,100 0,1426 4675 -0.005 

0,0991821707 3250 0,030 0,4365 14302 0,020 

0,1755553764 5752 -0,129 0,7725 25313 0,047 

0,2272351679 7446 0,057 1,0000 32767 0 

0,2272351679 7446 0,057 1,0000 32767 0 

0,1755553764 5752 -0,129 0,7725 25315 0,047 

0,0991821707 3250 0,030 0,4365 14302 0,020 

0,0324206687 1062 -0,100 0,1426 4675 -0,005 

-0,0049584790 -163 0,160 -0,0219 -716 0,303 

-0,0145927182 -479 0,256 -0,0643 -2105 0,229 

-0,0101476880 -333 0,150 -0,0447 -1464 0,219 

-0,0039299472 -129 0,069 -0,0173 -567 0,094 

-0,0007507463 -25 0,122 -0,0034 -109 0,227 

Дисперсия σ2, ×10-10 1,359 Дисперсия σ2, ×10-10 1,247 

Как видно из таблицы 2, при нормировании ко-
эффициентов к максимальному значению умень-
шаются как дисперсия ошибки квантования коэф-
фициентов, так и отклонение АЧХ фильтра от рас-
считанной (рисунок 3). При увеличении порядка 
фильтра нормирование коэффициентов будет ока-
зывать большее влияние на дисперсию и вид АЧХ 
фильтра.  

 
Рис. 3. Влияние нормирования коэффициентов  

на АЧХ фильтра 

С одной стороны, увеличение порядка фильтра 
приведет к возрастанию дисперсии ошибки кван-
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тования как нормированных, так и ненормирован-
ных коэффициентов, и увеличит отклонение от 
АЧХ с неквантованными коэффициентами. С дру-
гой стороны, отношение дисперсии ошибки кван-
тования ненормированных коэффициентов (σнн

2 ) и 
нормированных (σн

2) также будет расти, увеличи-
вая выигрыш от нормировки, который может быть 
выражен численно как отношение дисперсий, дБ:  

Δвыиг = 10 ⋅ log10 (
σнн

2

σн
2
),  (4) 

Подставляя в (4) значения дисперсии из табли-
цы 1, получим, что выигрыш от использования 
нормировки коэффициентов в фильтре 17-го по-
рядка составит: 

Δвыиг = 10 ⋅ log10 (
1,359 ⋅ 10−10

1,247 ⋅ 10−10
) = 0,37 дБ. 

На рисунке 4 показана АЧХ фильтра при трех 
параметрах коэффициентов: с квантованием до 16, 
до 10 и до 8 разрядов. Как видно из рисунка, 
уменьшение разрядности коэффициентов приво-
дит к заметному уменьшению ослабления филь-
тра в полосе задержки. Это обусловлено возраста-
нием шумов квантования (Δ1 и Δ2 в таблице 3), что 
необходимо учитывать на этапе проектирования 
фильтра. 

 

Рис. 4. Изменение АЧХ фильтра при различной разрядности 
коэффициентов квантования 

ТАБЛИЦА 3. Влияние разрядности коэффициентов  
на шумы цифрового фильтра 

Параметр, дБ 
Количество разрядов 

16 10 8 

Дисперсия 
шума кванто-
вания 

-98,1 -58,7 -47,1 

Увеличение 
ослабления в 
полосе задер-
живания (Δ) 

Δ1 = σ210/ σ216= 39,4 Δ2 = σ28/ σ210= 11,6 – 

Как следует из (1), квантование коэффициентов 
приводит к тому, что коэффициент передачи по 
мощности превосходит единичное значение. 

 
Зависимость отношения сигнал/шум  
от разрядности сигнала на выходе фильтра 

В [18] показано, что дисперсия шума квантова-
ния на выходе цифрового фильтра будет равна:  

σф
2 = σшАЦП

2 ⋅ ∑ ℎ2(𝑖) 

𝑁

𝑖 = 1

, (5) 

где σшАЦП

2
 – дисперсия шума на выходе АЦП; h(i) – 

импульсная характеристика фильтра; N – порядок 
фильтра. 

Если выразить ∑ ℎ2(𝑖)𝑁
𝑖 = 1  из (5) и обозначить 

как Kф(f), получим коэффициент передачи цифро-
вого фильтра по мощности: 

𝐾ф(𝑓) =
σф

2

σшАЦП
2

=
σфвых

2

σфвх

2  . (6) 

Как было отмечено выше, в реализуемых цифро-
вых системах используются коэффициенты с огра-
ниченной разрядностью, поэтому при расчетах по 
формуле (5) необходимо использовать нормирован-
ную импульсную характеристику с учетом (3) и (6), 
тогда:  

σф
2 = σшАЦП

2 ⋅ 𝐾ф(𝑓) + σкоэф
2  . (7) 

Принимая во внимание формулы (2) и (7), а так-
же то, что эффективное значение максимальной ам-
плитуды синусоидального сигнала на входе АЦП рав-

но 𝑈𝑐 =
𝑈𝑝𝑝

2√2
, где Upp – максимальный размах напря-

жения на входе АЦП, отсюда следует отношение 
сигнал/шум на выходе фильтра:  

𝑐

ш
=

𝑈𝑐

𝑈ш

=
𝑈𝑝𝑝√𝐾ф(𝑓)

2 ⋅ √2 ⋅ σф
2

 . 
(8) 

При использовании фильтров-дециматоров на 
их выходах происходит увеличение спектральной 
плотности и дисперсии шума на величину коэф-
фициента децимации, т. е.: 

𝑐

ш
=

𝑈𝑐

𝑈ш

=
𝑈𝑝𝑝√𝐾ф(𝑓)

2 ⋅ √2 ⋅ σф
2 ⋅ 𝐷

 . 

Использование действительной разрядности на 
выходе фильтра не приводит к увеличению шу-
мов, обусловленных квантованием, однако при 
проектировании многокаскадных фильтров-деци-
маторов требуемая разрядность будет увеличива-
ться относительно разрядности АЦП, что значи-
тельно повысит требования к производительно-
сти или логической емкости вычислителя. Поэто-
му на выходе фильтра (фильтра-дециматора) ог-
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раничим разрядность сигнала согласно (8), и шаг 
квантования на выходе фильтра (фильтра-деци-
матора) будет:  

Δф =
𝑈𝑝𝑝 ⋅ √𝐾ф(𝑓)

2𝑏ф_𝑝
 , 

где bф_р – действующая разрядность на выходе 
фильтра. 

Тогда количество разрядов, «занимаемых» шу-
мом можно определить следующим образом: 

𝑏ш =

⌈
⌈
⌈
 

log2

√σф
2

Δф

⌉
⌉
⌉
 

 . (9) 

Согласно [19] и с учетом (9) дисперсия допол-
нительных шумов квантования (шумов усечения) 
определяется выражением: 

σф_у
2 =

Δф
2

12
⋅ (22⋅(𝑏ш−1)). 

Тогда дисперсия шума на выходе фильтра после 
усечения будет определяться дисперсией шумов 
до усечения и дисперсией дополнительных шумов: 

σф_сумм
2 = σф

2 + σф_у  
2 . (10) 

На рисунке 5 показана зависимость отношения 
сигнал/шум от разрядности сигнала на выходе 
фильтра, коэффициенты которого приведены в таб-
лице 2. В качестве входных данных были взяты: Upp = 
= 3,4 В; bвх = 14 бит (разрядность АЦП); отношение 
сигнал/шум на выходе АЦП – 76 дБ; bкоэф = 16 бит 
(разрядность коэффициентов фильтра). 

 
Рис. 5. Зависимость отношения сигнал/шум от разрядности 

сигнала на выходе фильтра 

Исходя из приведенных начальных условий, по-
лучим величину действующей разрядности на вы-
ходе фильтра bф_р = 32 бит. Соответственно, такое 
большое значение разрядности на выходе филь-
тра относительно входа имеет смысл усечь. 

Как видно из рисунка 5, при достаточно большой 
разрядности на выходе фильтра (больше 16 бит) 
дополнительные шумы, вызванные усечением раз-

рядов, не оказывают существенного влияния на 
суммарное отношение сигнал/шум. Если отбросить 
больше разрядов, чем занимают шумы до усечения, 
то отношение сигнал/шум будет определяться толь-
ко шумами квантования, обусловленными усечени-
ем разрядной сетки. При этом отношение сиг-
нал/шум на выходе фильтра составит 73 дБ, что ху-
же отношения сигнал/шум на входе на 3 дБ. 

Точку, соответствующую разрядности сигнала 
на выходе фильтра 14 бит (см. рисунок 5), назовем 
разрядностью после усечения, которую можно оп-
ределить как разницу между действующей разряд-
ностью и числом разрядов, занимаемых шумом:  

𝑏у = 𝑏𝑝 − ceil

(

 log2

√σф
2

Δф

)

 + 1, 

где bр – действующая разрядность; Δф – шаг кван-
тования; σф

2  – дисперсия шума на выходе фильтра. 

Тогда, заменяя в (8) σф
2  на σф_сумм

2  из (10), полу-

чим отношение сигнал/шум на выходе фильтра:  

𝑐

ш
=

𝑈𝑐

𝑈ш

=
𝑈𝑝𝑝

2 ⋅ √
2 ⋅ σф_сумм

2

𝐾ф(𝑓)

 , 

где 
σф_сумм
2

𝐾ф(𝑓)
 – дисперсия шума на выходе фильтра по-

сле усечения разрядов. 

Приведенные формулы справедливы только то-
гда, когда на вход всех элементов блока цифровой 
обработки подается сигнал, соответствующий 
«размаху» на полную разрядную сетку АЦП. 

При проектировании цифровых радиоприемных 
устройств другим важным фактором является ана-
лиз нелинейных процессов, обусловленных кван-
тованием чисел и переполнением разрядной сетки. 
В [20] показано, что при малых значениях числа 
разрядов b в представлении чисел входные сигна-
лы и АЧХ цифровых фильтров претерпевают зна-
чительные искажения. В частности, при b < 4 ко-
эффициент нелинейных искажений достигает не-
скольких десятков процентов, а при b = 8 – практи-
чески не отличается от неквантованных значений. 

 
Выводы 

Выше было показано, что реальная разрядность 
на выходе цифрового фильтра значительно пре-
вышает разрядность на его входе. Так, при реали-
зации фильтра 17-го порядка с разрядностью ко-
эффициентов 16 бит, и входной разрядностью 
сигнала 14 бит, разрядность на выходе составит 32 
бита. При проектировании цифровых трактов ра-
диоприемных устройств, в которых используются 
многокаскадные конструкции фильтров-децима-
торов, возникает задача корректного усечения 
разрядов на выходе каждого каскада.   
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Представленный в статье подход позволяет оце-
нить минимальную разрядность на выходе цифро-
вого фильтра, не вызывая при этом существенного 
уменьшения отношения сигнал/шум на его выходе. 
Данный результат очень важен при проектирова-
нии цифровой части радиоприемных устройств, 
позволяя снизить требования к емкости и произво-
дительности ПЛИС. 

В дальнейшем планируется исследовать влия-
ние шумов, вызванных усечением разрядов в мно-
гокаскадных фильтрах-дециматорах, что гипотети-
чески позволит оценить коэффициент шума тракта 
цифровой обработки сигналов радиоприемных 
устройств. 
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Аннотация: Предложена компьютерная статическая модель мощных полевых транзисторов, предназ-
наченных для работы в режиме большого сигнала возбуждения (в ключевом режиме). На основе стати-
ческой модели построена динамическая модель, описывающая процессы в ключевых транзисторных схе-
мах. Проведено моделирование режимов радиочастотных генераторов на GaN-транзисторах с частотой 
переключения 1 ГГц. 
 
Ключевые слова: нитрид-галлиевые транзисторы, резонансный инвертор тока, режимы возбуждения, 
кусочно-линейная модель, ключевой режим. 

 
1. Актуальность задачи и цель исследования 

Мощные полевые транзисторы с изолирован-
ным затвором (MOSFET, от англ. Metal-Oxide-Semi-
conductor Field Effect Transistor) и их новые типы на 
основе соединений арсенида-галлия (GaAs) и нит-
рида-галлия (GaN) широко используются для по-
строения высокочастотных (ВЧ) и сверхвысокоча-
стотных (СВЧ) генераторов, применяемых в про-
мышленности, медицине и научных исследовани-
ях. В радиосвязи по-прежнему актуальной остается 
проблема создания высокоэффективных усилите-
лей мощности в диапазонах ВЧ и СВЧ с использова-
нием новых типов транзисторов. Общей задачей 
разработки радиочастотных транзисторных гене-
раторов и усилителей различных целевых назначе-
ний является повышение их выходной мощности, 
КПД и рабочей частоты. За последнее десятилетие 
удалось практически реализовать ключевые ре-
жимы усиления и генерирования колебаний, обла-
дающие предельно высоким КПД на частотах де-
сятков и сотен мегагерц [1, 2]. Уже проводятся ис-
следования и публикуются экспериментальные ре-
зультаты о реализации ключевых режимов в уси-
лителях мощности на GaN-транзисторах, работаю-
щих в диапазоне единиц гигагерц [1]. 

На столь высоких рабочих частотах мощный 
транзистор возбуждается гармоническим сигналом 
большой амплитуды, либо прямоугольными им-
пульсами, имеющими конечную длительность 
фронта нарастания [1, 3]. При этом транзистор, по-
мимо двух основных рабочих режимов отсечки и 
насыщения, заметную долю периода ВЧ-колебаний 
находится в активном режиме. Следовательно, при 
таких условиях работы транзистор нельзя считать 
идеальным ключом, имеющим только два состоя-
ния. Подобное допущение, часто встречающееся в 
публикациях [1], приводит к неточному моделиро-
ванию процессов и к ошибкам в оценке энергетиче-
ских характеристик реального устройства.    

Широко известны нелинейные модели GaAs- и 
GaN-транзисторов (эмпирическая, физическая и 
табличная модели И. Ангелова) [4–6], разработан-
ные для режима большого сигнала и учитывающие 
реальные характеристики этих транзисторов. Та-
кие модели реализованы, например, в известной 
компьютерной программе моделирования ADS [4]. 
Однако использование любой из моделей И. Анге-
лова предполагает знание большого количества 
экспериментальных или расчетных параметров, 
зависящих от режимов работы транзистора, и, как 
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правило, отсутствующих в его типовых справочных 
данных, но предоставляемых фирмой-разработчи-
ком по отдельному запросу. По этим причинам до-
статочно точная «настройка» такой модели затруд-
нена и расчет процессов во временной области для 
сложных схем транзисторных ключевых ВЧ-
устройств требует значительных затрат времени. 
При этом не всегда гарантируется корректное за-
вершение расчета.  

Цель данной работы – обосновать разработку 
упрощенной, но эффективной в вычислительном 
отношении и достаточно точной для инженерной 
практики компьютерной модели мощных ВЧ и СВЧ 
полевых транзисторов в режиме большого сигнала 
возбуждения, пригодной для быстрого анализа пе-
реходных и установившихся процессов в ключевых 
радиочастотных генераторах и усилителях.  

Предлагаемая модель основана на кусочно-ли-
нейной аппроксимации реальных вольт-амперных 
характеристик (ВАХ) мощных полевых транзисто-
ров при их работе в режимах отсечки, насыщения и 
активного режима. Такая линеаризация позволяет 
в каждом из указанных режимов выполнять расчет 
динамических процессов в ВЧ и СВЧ ключевых 
устройствах с высокой скоростью и точностью на 
основе новых алгоритмов численного решения 
матричного дифференциального уравнения состо-
яния для электрической цепи переменной струк-
туры [7, 8].  

 
2. Статическая кусочно-линейная модель  
мощного полевого транзистора в режиме боль-
шого сигнала возбуждения 

Как известно, параметры полевого транзистора 
(рисунок 1) определяется усредненными паспорт-
ными данными: 
𝑆 – крутизна семейства проходных ВАХ ic = f(uзи); 
𝑆кр – крутизна линии критического режима семей-

ства выходных ВАХic = f(uси); 
𝐷 = ∆𝑢зи/∆𝑢си – проницаемость транзистора; 
𝑈0 – пороговое напряжение отпирания транзистора. 

 
Рис. 1. Исследуемый MOSFEТ 

Для построения предлагаемой кусочно-линей-
ной модели полевой транзистор используются ука-
занные выше усредненными параметры. 

Уравнения транзистора и его схема замещения 
для каждого момента времени будут определяться 
из предложенных ниже условий. 

1) Если 𝑢зи < 𝑈0 , то транзистор заперт по входу, 
его выходной ток отсутствует, т. е.   𝑖𝑐 = 0. В этом 

случае транзистор находится в режиме отсечки, эк-
вивалентная схема замещения для этого режима 
тривиальна и изображена на рисунке 2. 

 

Рис. 2. Эквивалентная схема MOSFEТ запертого по входу 

2) Если 𝑢зи ≥ 𝑈0 , то транзистор отпирается и мо-
жет перейти либо в активный режим работы, либо 
в режим насыщения. Для однозначного определе-
ния режима необходимо одновременно численно 
находить ток стока в активном режиме: 

    𝑖𝑐 = 𝑖′ = 𝑆(𝑢зи − 𝑈0 + 𝐷𝑢𝑐и) (1) 

и ток стока в режиме насыщения: 

𝑖𝑐 = 𝑖′′ = 𝑆кр𝑢си. (2) 

Пока выполняется условие 𝑖′ < 𝑖′′, истинным (ре-
альным) будет активный режим с током 𝑖𝑐 , опреде-
ляемым формулой (1). Схема замещения транзис-
тора для этого режима принимает вид, изображен-
ный на рисунке 3а, где Ri  = 1/SD – внутреннее сопро-
тивление выходной цепи транзистора в активном 
режиме; 𝑖0 = 𝑆(𝑢зи − 𝑈0) – задающий ток выходной 
цепи транзистора в активном режиме. 

При выполнении условия 𝑖′ > 𝑖′′ истинным (ре-
альным) будет ключевой режим (режим насыще-
ния), выходной ток которого 𝑖𝑐  определяется фор-
мулой (2), и схема замещения транзистора приоб-
ретает вид, изображенный на рисунке 3б, где 𝑅нас =
= 1/𝑆кр. 

  
Рис. 3. Эквивалентная схема MOSFEТ в активном режиме (а) 

и в режиме насыщения (б) 

Таким образом, предлагаемая статическая мо-
дель мощного полевого транзистора основана на 
непрерывном вычислении и контроле значений 
двух переменных: входного напряжения 𝑢зи и тока 
стока  𝑖𝑐 . В зависимости от значений этих перемен-
ных в общем случае, определяемых процессами во 
внешних цепях транзистора, выбирается та или 
иная схема замещения. Эти схемы можно объеди-
нить и представить в виде обобщенной электриче-
ской цепи с переменными параметрами, определя-
емыми текущим режимом транзистора. Данная 
цепь подобна изображенной на рисунке 3, но ее па-
раметры зависят от условия, определяющего ре-
жим работы транзистора. В этой электрической 
цепи: 𝑖0 = 𝑆(𝑢зи − 𝑈0),  𝑅 = 1/𝑆𝐷 – для активного 
режима; 𝑖0 = 0, 𝑅 = 𝑅нас = 1/𝑆кр  − для режима 

насыщения; 𝑖0 = 0 , 𝑅 = ∞ − для режима отсечки. 
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Описанная модель мощного полевого транзис-
тора при кусочно-линейной аппроксимации его 
ВАХ реализована в компьютерной программе моде-
лирования электронных схем FASNMEAN 6.0 [9]. На 
рисунке 4 приведена схема и результат расчета ста-
тической передаточной характеристики типового 
MOSFET с усредненными параметрами: 𝑈0 = 4В,
𝑆 = 4 А/В, 𝑅нас = 0,2 Ом, 𝑅𝑖 = 20 кОм. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Схема (а) и результат расчета (б) статической  
передаточной характеристики типового MOSFET 

 
3. Динамическая ВЧ-модель мощного полевого 
транзистора в режиме большого сигнала  
возбуждения 

Предложенная выше статическая кусочно-линей-
ная модель мощного полевого транзистора служит 
основой построения его динамической модели для 
ВЧ- и СВЧ-процессов с учетом внутренних паразит-
ных реактивных параметров. На частотах сотен ме-
гагерц‒единиц гигагерц, кроме внутренних нели-
нейных емкостей полевого транзистора с изолиро-
ванным затвором на его временные характеристики 
оказывают влияние малые паразитные индуктив-
ности стока и истока. В спецификациях транзисто-
ров, как правило, указываются величины этих ин-
дуктивностей, а также приводятся нелинейные за-
висимости паразитных межэлектродных емкостей 
от соответствующих напряжений.  

На рисунке 5а приведена нелинейная электриче-
ская цепь для расчета временных характеристик ди-
намической модели полевого транзистора, реализо-
ванная в программе FASTMEAN 6.0. Элемент MOS1 
описывается обобщенной резистивной электриче-

ской цепью c переменными параметрами, с помо-
щью которой моделируется статическая передаточ-
ная характеристика транзистора (см. рисунок 4б). 

Нелинейные емкости NLC1, NLC2, NLC3 модели-
руются в программе набором кусочно-линейных ку-
лон-вольтных характеристик и соответствуют 
входной, проходной и выходной емкостям транзи-
стора. Диод D1 с кусочно-линейной ВАХ соответ-
ствует встроенному обратному диоду транзистора. 
Индуктивности Lи и Lс моделируют малые паразит-
ные индуктивности выводов истока и стока. Таким 
образом, предложенная нелинейная динамическая 
модель мощного полевого транзистора с изолиро-
ванным затвором представлена на рисунке 5а (об-
ведена прямоугольником). При компьютерном мо-
делировании данная модель транзистора может 
быть сформирована и использована в виде отдель-
ного элемента (рисунок 5б) относительно внешних 
полюсов затвора (з), стока (с) и истока (и). 
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Рис. 5. Нелинейная электрическая цепь для расчета  
временных характеристик мощного полевого 

транзистора (а) и его динамическая модель (б) 

Расчет переходных и установившихся процессов 
в нелинейных дискретных системах, в частности в 
ключевых транзисторных устройствах, в прог-
рамме FASTMEAN 6.0 осуществляется на основе ре-
шения матричного дифференциального уравнения 
состояния с переменными коэффициентами. При-
менение при решении этого уравнения комбина-
ции численных методов последовательного удвое-
ния шага Ю.В. Ракитского и разложения перемен-
ных состояния в матричный ряд Тейлора на каж-
дом шаге обеспечивает высокую точность и ско-
рость расчета, устраняя проблему числовой не-
устойчивости процесса [7, 8]. 

Поскольку для ключевых схем, имеющих малые 
сопротивления транзисторных ключей в режиме 
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насыщения, характерна «жесткость» системы диф-
ференциальных уравнений, то основным методом 
расчета процессов представленной в статье новой 
оригинальной модели  типового MOSFET транзи-
стора, а также построенной на его основе динамиче-
ской ВЧ модели на временном интервале от пере-
ключения до переключения выбран метод последо-
вательного удвоения шага Ю.В. Ракитского, предна-
значенного для расчета именно «жестких» систем. 
Для точного расчета момента времени переключе-
ния, т. е. точки смены режима транзистора – пере-
хода с одного участка передаточной характери-
стики (см. рисунок 4б) на другой – более эффектив-
ным в вычислительном отношении является метод 
матричного ряда Тейлора и предоставляемое им 
аналитическое решение процесса внутри шага. В ра-
боте [7] рассматривались известные методы инте-
грирования дифференциальных уравнений состоя-
ния: Рунге-Кутта и матричных экспонент и сопо-
ставлялись с развиваемым в диссертации методом 
матричного ряда Тейлора. Особенностью данного 
метода является то что, электрические величины 
элементов цепи могут быть достаточной степенью 
точности аппроксимированы одним или несколь-

кими членами разложения функций времени в сте-
пенные ряды типа рядов Тейлора и Маклорена, 
легко поддающиеся дифференцированию и инте-
грированию и позволяющие решить дифференци-
альные уравнения с применением только алгебраи-
ческих или арифметических действий над числами. 

На рисунке 6 представлены временные диаграм-
мы напряжения воздействия uвх и соответствую-
щей реакции, т. е. напряжения на стоке uc мощного 
полевого GaN-транзистора фирмы Cree, рассчитан-
ные с помощью программы FASTMEAN 6.0 с исполь-
зованием описанной выше нелинейной динамиче-
ской модели (см. рисунок 5). Усредненные статиче-
ские параметры транзистора данного типа: 

𝑈0 =  2В, 𝑆 =
5𝐴

𝐵
; 𝑅нас = 0,1 Ом; 𝑅𝑖 = 30 кОм. Для ди-

намической модели характерны усредненные зна-
чения нелинейных входной, проходной и выходной 
паразитных емкостей: С1 = С2 = С3 = 1 ∙ 10−13Ф, 
значения паразитных индуктивностей истока и 
стока: 𝐿и = 𝐿c = 0,3 нГн. Исследование динамиче-
ских характеристик осуществлялось при напряже-
нии питания транзистора Uпит = 10 В, частоте воз-
действия f = 1 ГГц, сопротивлениях в цепи затвора 
R1 = 10 Ом, в цепи стока Rc = 20 Ом.
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Рис. 6. Временные диаграммы напряжения на стоке при прямоугольном (а) и синусоидальном (б) воздействиях 

Как следует из сопоставления полученных диа-
грамм (см. рисунок 6), напряжение на стоке транзи-
стора uc в определенной степени зависит от формы 
напряжения возбуждения uвх. 

В низкочастотной части СВЧ-диапазона (сотни 
мегагерц‒единицы гигагерц) и на более высоких ча-
стотах транзисторные ключевые радиочастотные 
усилители, как правило, возбуждаются синусои-
дальным сигналом большой амплитуды (рисунок 
6б). Такой тип возбуждения оптимальный, если тре-
буется минимизировать влияние входной паразит-
ной емкости транзистора [1, 4], однако при этом сни-
жается стоковый КПД. Как показывают результаты 
моделирования, при гармоническом возбуждении 
частотой f = 1 ГГц транзистор находится в активном 
режиме 15–20 % времени периода колебаний, что 
приводит к существенному росту потерь мощности, 
которые необходимо учитывать при анализе рабо-
ты ключевых радиочастотных усилителей. 

4. Моделирование процессов в ключевом  
генераторе класса E 

На основе предложенной динамической модели с 
помощью программы FASTMEAN 6.0 проведено мо-
делирование процессов в ключевом генераторе 
класса E, работающего на частоте 1 ГГц. В качестве 
активного элемента использован нитрид-галлие-
вый транзистор на основе технологии HEMT фирмы 
Cree CGH40006P. По известной методике [1, 10–13] 
рассчитаны параметры элементов генератора, обес-
печивающие в 50-омной нагрузке мощность полез-
ного сигнала 1 Вт. Схема исследуемого генератора 
приведена на рисунке 7. На этом рисунке прямо-
угольником отмечена схема динамической модели 
транзистора, усредненные параметры которой вы-
браны в соответствии с паспортными данными. На 
основе описанной модели с помощью программы 
FASTMEAN 6.0 исследованы режимы при возбужде-
нии генератора периодическим сигналом в форме 
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трапеции, а также при гармоническом возбужде-
нии. На рисунке 8 представлены временные зави-
симости напряжения (см. рисунок 8б) и тока (см. 
рисунок 8в) на транзисторе при изменении дли-
тельности фронта сигнала возбуждения от 0,4 до 
0,01 нс (см. рисунок 8а). Анализ показывает, что 
при увеличении длительности фронта импульсов 

возбуждения снижается интенсивность собствен-
ных колебаний, обусловленных влиянием паразит-
ных реактивных параметров транзистора. Cтоко-
вый КПД при максимальной длительности фронта 
импульса возбуждения 0,4 нс достигает величины 
87 %. 

 
Рис. 7. Компьютерная модель исследуемого ключевого генератора класса Е 
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Рис. 8. Временные зависимости напряжения (б) и тока (в) на транзисторе при изменении длительности фронта импульсов 
возбуждения (а) 

 
Другим видом возбуждения ключевого генерато-

ра класса E, применяемого на рабочих частотах бо-
лее 10 МГц, является гармонический сигнал боль-

шой амплитуды. Использование сигнала гармониче-
ской формы существенно упрощает построение 
схемы возбуждения мощного каскада, т. е. откры-
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вает возможность построения резонансного драй-
вера, учитывающего входную паразитную емкость 
транзистора [1]. Проведено компьютерное модели-
рование ключевого генератора класса E (см. рисунок 
7) при возбуждении гармоническим сигналом пере-
менной амплитуды. На рисунке 9 приведены вре-
менные зависимости напряжения (б) и тока (в) че-
рез транзистор при изменении амплитуды сигнала 
возбуждения от 3 до 6 В (а). 

Анализ полученных зависимостей показывает, 
что изменение амплитуды гармонического возбуж-
дения в указанных пределах практически не влияет 
на формы напряжения и тока через транзистор. Од-
нако при таком способе возбуждения снижается 
стоковый КПД, который для максимальной ампли-
туды напряжения возбуждения (6 В) составляет ве-
личину 84 %. 
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Рис. 9. Временные зависимости напряжения (б) и тока (в) на транзисторе при изменении 
амплитуды гармонического возбуждения (а) 

5. Моделирование процессов в резонансном 
инверторе тока 

В последние годы в исследованиях и разработ-
ках мощных ВЧ и СВЧ транзисторных ключевых 
устройств большое внимание уделяется схеме ре-
зонансного инвертора тока, также называемого в 
иностранной технической литературе ВЧ-усилите-
лем класса D токового режима (Current Mode Class D 
Amplifier) [1, 14, 16].  

Интерес к схеме резонансного инвертора тока 
обусловлен ее хорошими частотными свойствами 
(включение паразитной выходной емкости транзи-
стора в колебательную систему), а также возмож-
ностью значительного увеличения выходной мощ-

ности колебаний по сравнению со схемой усили-
теля класса Е. Известны двухтактная и мостовая то-
пологии резонансного инвертора тока [15, 17, 18]. 
На частотах более 100 МГц предпочтительной ока-
зывается двухтактная схема (рисунок 10), тополо-
гия которой позволяет использовать не одиночные 
транзисторы, а конструктивно законченный, сба-
лансированный транзисторный модуль. Виртуаль-
ная земля в этом случае находится внутри транзи-
сторного модуля, что снижает индуктивность ос-
новной моды, показывает лучшую устойчивость и 
более высокий коэффициент усиления по мощно-
сти. Использование сбалансированной транзистор-
ной пары также позволяет значительно упростить 
согласование внешних и внутренних импедансов. 
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Рис. 10. Схема классического двухтактного резонансного инвертора тока 

Проведено компьютерное моделирование схемы 
рисунке 10, работающей на частоте 1ГГц. Использо-
ваны транзисторы, аналогичные режиму Е, модели 
которых описаны выше (см. рисунок 5). Напряже-
ние питания увеличено в 2 раза и составило Eпит = 
= 10 В, что позволило получить в нагрузке полез-
ную мощность Pн = 3,6 Вт. Добротность нагружен-
ного контура составила Q =10.  

На рисунке 11 представлены временные диа-
граммы тока (рисунок 11в) и напряжения на транзи-
сторах (рисунок 11б) при возбуждении схемы пря-
моугольными импульсами с коэффициентом запол-
нения равном 50 % и значениях длительности 
фронта сигнала возбуждения 0,01, 0,2 и 0,4 нс (рису-
нок 11а). 
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Рис. 11. Временные зависимости напряжения (б) и тока (в) на транзисторе при изменении  
длительности фронта импульсов возбуждения (а) в схеме резонансного инвертора тока

Анализ СВЧ-процессов в схеме двухтактного ре-
зонансного инвертора тока показал, что при изме-
нении длительности фронта импульса возбужде-
ния форма напряжения на транзисторе практиче-
ски не изменяется, т. е. сохраняется ее классиче-
ский вид полволны синусоиды (см. рисунок 11б). 
Данный вывод имеет принципиальное значение, 
поскольку наглядно демонстрирует отсутствие 

влияния паразитных реактивных параметров 
транзистора на форму напряжения и показывает 
практическую возможность получения в нагрузоч-
ном контуре резонансного инвертора тока гармо-
нического напряжения частоты 1 ГГц с ничтожно 
малым уровнем высших гармоник. 
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Однако паразитные реактивные элементы тран-
зистора оказывают сильное влияние на форму пря-
моугольных импульсов тока, вызывая значитель-
ные осцилляции (с частотой в десятки гигагерц) на 
переднем фронте (см. рисунок 11в). При этом изме-
нение длительности импульсов возбуждения фак-
тически не оказывает влияния на форму тока, но 
вызывает задержку момента его возникновения. 
Компьютерное моделирование также показало, что 
стоковый КПД транзистора составил для этого ре-
жима 90 %.  

С целью проверки возможности осуществления 
ключевого режима в данной схеме при гармониче-
ском возмущении и его сравнения с режимом Е, 
также были проведено компьютерное моделирова-
ние при различных амплитудах сигнала возмуще-
ния. На рисунке 12 приведены временные диа-
граммы напряжения на транзисторе (рисунок 12б) и 
тока (рисунок 12в) при возбуждении гармониче-
ским сигналом с амплитудами 2, 3 и 4 В. Анализ 
представленных осциллограмм показал, что исполь-
зование в данной схеме гармонического возбужде-
ния большой амплитуды также позволяет реализо-
вать ключевой режим со стоковым КПД 89,5 %. 
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Рис.12. Временные зависимости напряжения (б) и тока (в) на транзисторе при изменении 
амплитуды гармонического возбуждения (а) 

6. Выводы 

1) Предложена простая статическая модель мощ-
ных полевых транзисторов, основанная на кусочно-
линейной аппроксимации реальных ВАХ. Введение 
в эту модель паразитных реактивных элементов и 
применение нового алгоритма численного решения 
матричного дифференциального уравнения состоя-
ния электрической цепи переменной структуры от-
крывает возможность быстрого компьютерного 
расчета переходных и установившихся процессов в 
ВЧ и СВЧ ключевых устройствах. 

2) Разработана универсальная динамическая мо-
дель мощных полевых транзисторов, основанная 
на типовых паспортных данных транзисторов. Эта 
модель применена для моделирования процессов в 
двух классах радиочастотных ключевых генерато-
ров на нитрид-галлиевых транзисторах фирмы 

CREE: генераторе класса Е и резонансном инвер-
торе тока.  

3) Компьютерное моделирование и анализ уста-
новившихся процессов в этих устройствах показал: 
в СВЧ-диапазоне (до 1 ГГЦ) при использовании со-
временных GaN-транзисторов возможна реализа-
ция высокоэффективных ключевых режимов с КПД 
не ниже 84 %. По критериям выходной мощности, 
КПД и использованию транзисторов по напряже-
нию, резонансный инвертор тока обладает более 
высокими показателями по сравнению с генерато-
ром класса E. 

4) В диапазоне ВЧ- и СВЧ-колебаний для ключе-
вых режимов в исследованных схемах предпочти-
тельным является использование гармонического 
возбуждения большой амплитуды, при котором 
влияние паразитных параметров транзистора на 
форму выходного напряжении уменьшается. 
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Аннотация: В статье представлены результаты экспериментального исследования передачи мульти-
медиа контента для приложений дополненной реальности на базе беспроводной сенсорной сети. В ка-
честве технологии передачи данных в беспроводной сенсорной сети рассматриваются IEEE 802.15.4 и 
протокол ZigBee, а также IEEE 802.11. Выбор данных технологий позволяет обеспечить взаимодействие 
устройств интернета вещей между собой с возможностью самоорганизации и доставки данных для 
приложений дополненной реальности путем ретрансляции через промежуточные узлы. В первой части 
статьи экспериментально выявляются особенности передачи голоса и изображений через фрагмент 
сети. При передаче голоса рассматриваются различные языки и определяется качество восприятия на 
приемной стороне. Во второй части статьи экспериментально выявляются особенности передачи 
данных через промежуточные узлы, для этой цели используется натурное и имитационное мо-
делирование. На основе проведенного исследования и последующего анализа представлены зависимости 
параметров функционирования сети от количества узлов в сети и количества переходов. 
 
Ключевые слова: дополненная реальность, интернет вещей, самоорганизующаяся сеть, mesh-network, 
мультимедиа трафик, ZigBee, WiFi, QoS, QoE. 

 
Введение 

В настоящее время одним из движущих факто-
ров в модернизации современных сетей связи яв-
ляется переход к сценариям взаимодействия в 
рамках сетей связи пятого поколения 5G/IMT-2020 
[1, 2]. Сети пятого поколения предполагают сце-
нарии, на базе которых должна обеспечиваться 
бесшовная связь между устройствами и приложе-
ниями интернета вещей [3]. Одним из таких сце-
нариев является взаимодействие устройств ин-
тернета вещей между собой в структуре самоорга-
низующейся сети. Самоорганизующиеся сети, как 
правило, имеют ячеистую топологию и позволяют 
обеспечить доставку данных от узла к узлу путем 
построения маршрута до места назначения. Ввиду 
того, что согласно эталонной архитектуре постро-
ения Умных городов должен обеспечиваться не-
прерывный мониторинг различных объектов го-
родской инфраструктуры с возможностью полу-

чения данных с датчиков, возникает возможность 
использования ячеистой топологии для организа-
ции сети сбора данных с таких объектов, а также 
доставки их в приложения дополненной реально-
сти для большей информативности [4]. Оконечные 
устройства интернета вещей собирают данные 
датчиков, установленных на тех или иных объек-
тах, отправляют их на сервер для дальнейшей об-
работки. Ввиду того, что каждый фрагмент сети, 
обработка на сервере, отправка в приложение до-
полненной реальности вносит соответствующую 
сетевую задержку, предлагается оптимизировать 
данный процесс путем использования узлов об-
служивания приложений (Application Point), кото-
рые будут располагаться в непосредственной бли-
зости к пользователю и сети сбора данных. 

В настоящее время существуют различные тех-
нологии и протоколы, на базе которых могут стро-
иться самоорганизующиеся сети. Наиболее извеcт-
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ны и распространены такие, как ZigBee, WiFi, Blue-
tooth. Они ориентированы на работу в нелицензи-
руемых участках радиочастотного спектра, а отли-
чаются друг от друга рядом параметров, например, 
такими, как пропускная способность и энергопо-
требление. Поэтому каждая из этих технологий 
может использоваться для решения определенных 
прикладных задач, имеющих различные требова-
ния к параметрам функционирования сети. 

Далее мы рассмотрим более подробно функци-
онирование сетей, построенных с использованием 
двух технологий: ZigBee и WiFi. Такой выбор обу-
словлен тем, что они наиболее существенно отли-
чаются параметрами пропускной способности и 
энергопотребления.  

Устройства на технологии ZigBee достаточно 
широко распространены и имеют полную реали-
зацию стека протоколов и программную поддерж-
ку построения самоорганизующейся беспровод-
ной сенсорной сети. Поэтому рассмотрим данную 
технологию на примере реальной сети, приведем 
результаты натурного моделирования. 

Устройства на базе технологии WiFi также ши-
роко распространены, однако для построения бес-
проводных сенсорных сетей они применяются ре-
же из-за относительно большего энергопотребле-
ния, поэтому у авторов на данный момент не было 
полной реализации стека протоколов самооргани-
зующейся сети. Для этой технологии результаты 
получены методом имитационного моделирова-
ния. 

 
Оценка параметров качества передачи  
изображения и речи поверх протокола ZigBee 
в режиме прозрачного канала 

В настоящее время большой популярностью 
пользуются сети с низким энергопотреблением и 
потерями (LLN, от англ. Low-Power and Lossy Net-
works) [5], которые открывают перед пользовате-
лями широкие функциональные возможности, а 
именно ‒ самоорганизация, низкая стоимость, про-
стое развертывание. Топология сетей предполага-
ет следующие реализации: точка-точка (между 
устройствами внутри LLN-сети), точка-многото-
чие (от головного узла-шлюза до подмножества 
оконечных устройств внутри LLN-сети), и много-
точие-точка (от устройства внутри LLN-сети к го-
ловному узлу-шлюзу). 

Несмотря на все их достоинства, также имеются 
и ограничения: низкая скорость передачи, высо-
кие потери данных, нестабильность. При построе-
нии таких сетей также необходимо учитывать эти 
недостатки. 

Наиболее распространенной реализацией LLN-
сетей является спецификация ZigBee [6], которая 
позволяет создавать самоорганизующиеся сети [7] 
с ячеистыми топологиями, представленными на 
рисунке 1, и низкой стоимостью, передающие не-

большие объемы информации, и, характеризую-
щиеся низким энергопотреблением. 

Когда речь идет о беспроводных сенсорных се-
тях, под самоорганизацией понимается автомати-
ческий выбор топологии сети, автоматическое 
подключение новых устройств к сети, автоматиче-
ский выбор маршрутов передачи пакетов в сети 
без участия человека, это одна из характерных 
сторон спецификации ZigBee. В рамках этой спе-
цификации выпущено большое количество публи-
каций по применению в концепции интернета ве-
щей [8, 9], и выделяется как следующий этап в 
эволюции в области беспроводных сенсорных се-
тей [10] и является составляющей сетей связи в 
рамках концепции Интернета Вещей [11, 12].  

Точка-точка
Звезда

Mesh

Кластерное дерево

Координатор

Маршрутизатор

Оконечный узел

 

Рис. 1. Топологии ZigBee 

Помимо этого, проводится множество исследо-
ваний по применению этой технологии в летаю-
щих сенсорных сетях [13], что позволит в полной 
мере реализовать ее функционал исходя из раз-
личных типов устройств ZigBee. 

Согласно спецификации [14] сети ZigBee строят-
ся из базовых станций трех основных типов: коор-
динаторов, маршрутизаторов и конечных 
устройств. Координатор генерирует сеть, форми-
рует и выполняет функции центра управления 
сетью и доверительного центра – устанавливает 
политику безопасности, задает настройки в про-
цессе присоединения устройств к сети, ведает 
ключами безопасности. Маршрутизатор, в свою 
очередь, транслирует пакеты, осуществляет дина-
мическую маршрутизацию, восстанавливает 
маршруты при перегрузках в сети или отказе ка-
кого-либо устройства; маршрутизатор может об-
служивать до 32 «спящих устройств». Конечное 
устройство может принимать и отправлять паке-
ты, но не занимается их трансляцией и маршрути-
зацией. Конечные устройства могут подключаться 
к координатору или маршрутизатору, но не могут 
иметь дочерних устройств. Также они могут пере-
водиться в спящий режим для экономии заряда 
аккумуляторов.  
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Разработчиками этой спецификации преследова-
лась цель по передаче небольших объемов данных, 
преимущественно текстовых и нечувствительных к 
задержкам. Несмотря на это, была поставлена цель 
проанализировать возможности передачи мульти-
медиа трафика с надлежащим качеством по сети 
ZigBee. Исследование возможностей передачи таких 
данных, как голос, видео, изображение позволит 
расширить спектр услуг для конечных пользовате-
лей на базе сетей WPAN. Для достижения постав-
ленной цели, согласно Рекомендациям МСЭ [15], 
были выделены следующие задачи:  

– изучение существующих алгоритмов и спосо-
бов передачи данных через сети LLN; 

– разработка лабораторного стенда для иссле-
дования; 

– проведение эксперимента по передаче изоб-
ражения; 

– проведение эксперимента по передаче голоса; 
– оценка качества передачи голоса и изображе-

ния субъективным методом оценки качества вос-
приятия. 

Известно, что существуют уже разработанные 
решения для передачи голоса через канал ZigBee, и 
проведены исследования, но, во-первых, коммер-
ческие разработки выполнены под определенное 
аппаратное обеспечение и не являются универ-
сальной технологией, во-вторых, исследования не 
предполагали оценку качества передачи согласно 
имеющимся стандартам. 

Для практической реализации и проведения 
экспериментов был собран испытательный лабо-
раторный стенд на основе отладочных комплек-
тов фирмы Silicon Labs, в основе которых лежат 
ZigBee модули Telegesis. Было выбрано два устрой-
ства ETRX3, удовлетворяющие условиям исследо-
вания, которые позволяют управлять сетью через 
АТ-команды и быстро установить соединение че-
рез асинхронный приемопередатчик (UART, от 
англ. Universal Asynchronous Receiver-Transmitter). 
Так как поставлена задача передать голос и изоб-
ражение, то стенды будут отличаться своими ком-
понентами, кроме основного компонента исследо-
вания – сети ZigBee. Между двумя компьютерами 
была установлена беспроводная сеть, которая 
имитировала собой прозрачный канал. Схема ла-
бораторного стенда для передачи изображения 
представлена на рисунке 2. 

В качестве исходных данных было выбрано 
изображение размером 37 Кбайт, очевидно, что 
разрешение у картинки небольшое, но оно более 
чем достаточное, чтобы распознать объекты и 
проанализировать их действия. После срабатыва-
ния сенсора, информация поступает на модуль 
ZigBee ETRX3. Изображение потом передается на 
координатор посредством беспроводной сети. При 
необходимости возможна дальнейшая передача на 
компьютер через UART-интерфейс, который рабо-

тает на скорости 115200 бит/с, используя аппа-
ратный контроль потока. 

ПК1
ZigBee
роутер

ZigBee
коорди-
натор

ПК2

Прозрачный канал

UART UART

 
Рис. 2. Схема лабораторного стенда для передачи  

изображения 

Модули ETRX3 позволяют передавать данные 
двумя способами. Первый способ имеет название 
AT+DMODE и имитирует работу прозрачного ка-
нала. В рамках этого способа данные передаются 
потоком без подтверждения передачи, благодаря 
чему достигается более высокая скорость переда-
чи данных, а именно 12,7 Кбит/с. Второй способ 
передачи позволяет нумеровать пакеты и под-
тверждает корректное получение данных, что по-
могает восстановить потерянные части и называ-
ется АТ+SCASTB. Поскольку при передаче изобра-
жения необходимо учитывать такие показатели 
качества восприятия, как задержки и потери, был 
выбран второй способ передачи – АТ+SCASTB. В 
случае возникновения потери, произойдет не пол-
ная передача данных, и результирующее изобра-
жение будет повреждено и, как следствие, не бу-
дет отображаться. АТ+SCASTB позволяет трансли-
ровать данные с маршрутизатора на координатор, 
заданный в сети как Sink. Это модуль в сети ZigBee, 
который выполняет функции приема всех транс-
лируемых по сети данных и передает их на асин-
хронный приемопередатчик. При использовании 
способа АТ+SCASTB удалось корректно передавать 
данные и получать изображение без искажений, 
но скорость данного способа гораздо меньше пер-
вого и составляет 7,5 Кбит/с. Исходное изображе-
ние удалось передать за 39 с. 

Следующии  эксперимент был направлен на 
передачу голоса по сети ZigBee, схема стенда для 
передачи голоса представлена на рисунке 3. 

ПК1
ZigBee
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коорди-
натор

ПК2

Прозрачный канал

UART UART

Микро-
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Спикер

Рис. 3. Схема лабораторного стенда для передачи голоса 

Задачей этого эксперимента было передать го-
лос в реальном времени. Параметры проведения 
опыта те же самые, как и в предыдущем случае, но 
в этом стенде задействованы микрофон для вход-
ных данных – речи, и громкоговоритель, для вы-
вода информации. Каждый эксперимент прово-
дился по 15 с, испытуемый говорил в микрофон на 
разных языках, голос передавался на аналого-
цифровой преобразователь, а затем переводился в 
PCM-формат. Способом передачи данных был вы-
бран AT+DMODE, потому что трафик данного вида 
не чувствителен к небольшим потерям, а больше 
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зависим от скорости передачи и задержек. Была 
выбрана частота дискретизации 8000 Гц с кванто-
ванием 8 бит, буфер передачи отправлял данные 
каждые 10 мс. Таким образом, один пакет вмещал 
80 бит. Данные характеристики гарантировали 
низкое качество звука, и, более того, собрать на 
приемной стороне полноценное аудио для вывода 
не удалось. Поэтому было решено задействовать 
кодек: выбран алгоритм сжатия с потерями A-Law, 
соответствующий стандарту G.711 [16]. Благодаря 
компрессии трафика удалось увеличить квантова-
ние до 16 бит, чтобы заполнить каждый пакет по 
80 бит. После перевода в PCM-формат на переда-
ющей стороне трафик сжимался и затем переда-
вался по прозрачному каналу. Приемная сторона 
восстанавливала данные и выводила на громкого-
воритель, где ассистент оценивал качество ре-
зультата. 

Одной из важных проблем, связанной с реали-
зацией сетевых решений, является обеспечение 
качества обслуживания для каждой услуги, при-
чем требования к параметрам передачи по сети 
специфические для разных приложений и типов 
трафика. В рекомендации ITU-Т Y.1540 [17] выде-
лены следующие сетевые характеристики как 
наиболее важные с точки зрения степени их влия-
ния на качество обслуживания:  

– пропускная способность; 
– надежность сети/сетевых элементов; 
– задержка (мс) и джиттер задержки; 
– величина потерь (%); 
– живучесть сети – возможность сохранения ра-

ботоспособности сети при выходе из строя отдель-
ных элементов. 

В рамках данного исследования производится 
анализ влияния сетевых характеристик на качество 
передачи изображения и голоса, согласно имею-
щимся рекомендациям [18], через беспроводную 
сенсорную сеть. Это позволит определить даль-
нейшую целесообразность использования специфи-
кации ZigBee для передачи мультимедийного тра-
фика в подобных технологиях. 

Наибольший интерес представляет передача 
изображения, поскольку на сегодняшний день 
большинство сервисов ориентировано на визуали-
зацию информации. А повсеместное использование 
сенсорных сетей позволяет предположить, что в 
скором времени передача изображения в сетях 
ZigBee станет обыденным делом. Например, если 
сработал датчик движения на удаленном участке, 
охраняемом объекте или даче, то пользователю 
будет удобно получить изображение, показываю-
щее, что или кто вызвал срабатывание. Если это 
пробежала лиса или другое животное ‒ нет необ-
ходимости вызывать специальные службы. 

Очевидно, что в существующих сенсорных сетях 
передать изображение или видео с приемлемыми 
показателями качества обслуживания проблема-

тично. Но для реализации определенных прило-
жений, например, «умная инфраструктура», зна-
чений данных показателей будет достаточно.  

Для оценки качества передачи изображения и 
голоса была выбрана методика, предложенная в 
Рекомендации МСЭ-Т Р.913 [19]. В качестве субъ-
ективного метода оценки ‒ метод ACR (от англ. 
Absolute Category Rating), подробно описанный в 
Рекомендации МСЭ-Т Р.910 [20]. Данный метод 
использует категориальные оценки. Тестовая по-
следовательность представляется один раз и оце-
нивается по установленной шкале оценок. Пре-
имуществом метода ACR является способность 
оценивать только принятую последовательность у 
получателя, не имея эталонной, что позволяет 
приблизиться к реальным условиям работы сети и 
оценкам конечных пользователей [21]. 

В ходе эксперимента оценивались такие пара-
метры, как скорость передачи, количество потерь, 
степень распознавания речи на разных языках. 
Оценку проводили четыре эксперта, продолжи-
тельность разговора составляла 15 с. Всего прово-
дилось по 5 экспериментов на каждый язык. Ре-
шение проводить эксперименты по передачи речи, 
используя отрывки на разных языках, было при-
нято исходя из того факта, что по качеству речи к 
каждому языку предъявляются разные требова-
ния. Субъективная оценка может отличаться от 
одного языка к другому, в силу того, что языки 
отличаются по звучанию: какие-то более мело-
дичные, какие-то более четкие и легки для распо-
знавания и понимания и т. д. Именно поэтому экс-
перименты проводились на: русском, английском, 
французском, арабском и белорусском языках. 
Чтобы снизить вероятность выставления более 
низкой оценки экспертом для иностранной речи, в 
состав экспертной группы входил, как минимум, 
один носитель каждого из языков. Экспертные 
оценки определяются в соответствии со следую-
щей пятибалльной шкалой: 5 – отлично; 4 – хоро-
шо; 3 – приемлемо; 2 – плохо; 1 – неприемлемо.  

Первый этап анализа результатов – это вычис-
ление средней оценки для каждой демонстрации 
по формуле (1): 

u̅jkr=
1

N
∑ uijkr

N

i = 1

  . (1) 

В таблице 1 представлен пример оценки 1 фраг-
мента речи на русском языке группой экспертов 
по пятибалльной шкале, а в таблице 2  на англий-
ском языке.  

Как видно, результаты оценки фрагмента на ан-
глийском языке выше, чем на русском при при-
близительно равных условиях передачи. Это свя-
зано с субъективным восприятием информации 
экспертами. В группе экспертов находились ино-
странные студенты, которым воспринимать ан-
глийский язык привычнее, поэтому и наблюдалась 
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некоторая тенденция завышения оценок, обу-
словленная человеческими особенностями. 

ТАБЛИЦА 1. Результаты оценки фрагмента речи  
на русском языке 

№ 
экспери- 
мента 

Технические 
характеристики 

ACR-оценки 

Эксперты 

Средние 
потери, % 

Средняя 
скорость, 
Бит/с 

1 2 3 4 

1 10,73 389 3,5 4 3,5 3,5 

2 13,45 365 3 3,5 3,5 3 

3 10,22 422 3 3,5 3 4 

4 11,47 370 3 3 3,5 3 

5 11,34 369 2,5 3 2,5 3 

Среднее 11,44 383,00 3,00 3,40 3,20 3,30 

ТАБЛИЦА 2. Результаты оценки фрагмента речи  
на английском языке 

№ 
экспери- 
мента 

Технические 
характеристики 

ACR-оценки 

Эксперты 

Средние 
потери, % 

Средняя 
скорость, 
Бит/с 

1 2 3 4 

1 11,45 353 3 3 3,5 3 

2 12,04 312 2,5 3 3 3 

3 10,12 412 3,5 4 3,5 4 

4 11,34 368 3,5 3,5 3,5 3,5 

5 12,28 302 3 3 2,5 3 

Среднее 11,45 349,00 3,10 3,30 3,20 3,30 

Для дальнейшей обработки первоначальных 
данных рассчитан доверительный интервал  по 
формуле (2), который получен из стандартного от-
клонения S оценок и размера каждой выборки, со-
гласно Рекомендации МСЭ ВТ.500-13 [15]:  

δ𝑗𝑘𝑟 = 1,96
𝑆𝑗𝑘𝑟

√𝑁
, (2) 

где                𝑆𝑗𝑘𝑟 = √∑
(𝑢𝑗𝑘𝑟−𝑢𝑖𝑗𝑘𝑟)

2

𝑁−1

𝑁
𝑖=1  . 

Результаты расчетов для русского, английского, 
французского, арабского и белорусского языков 
объединены в таблицу 3. 

Таблица 3. Сводные результаты расчетов по всем языкам 

Язык Оценка 
Потери, 

% 
Скорость, 
Бит/с 

Довери-
тельный 
интервал 

Русский 3,23 11,44 383,00 (3,04; 3,40) 

Английский 3,23 11,45 349,40 (3,04; 3,40) 

Французский 3,35 11,47 348,10 (3,22; 3,48) 

Арабский 3,0 11,13 331,00 (2,81; 3,19) 

Белорусский 3,2 11,27 352,20 (3,04; 3,36) 

Оценка субъективными методами проводилась 
для исследования взаимосвязи между объектив-
ными показателями, характеризующими работу 
сети и субъективным восприятием информации 
пользователями в зависимости от возникающих 
искажений при передаче. Для наглядного отобра-
жения полученных результатов используем аппро-
ксимацию логистической кривой [22], исходя из 
функции:  

σ = 
5

1 + 𝑒
−𝑡−𝑡0

𝐵

 .     

Результат представлен на рисунке 4. 
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Рис. 4. Аппроксимация логистической кривой 

Следующим шагом в анализе было определение 
взаимосвязи между получившимися результатами. 
Для установления степени взаимосвязи субъек-
тивных оценок качества передачи, как с потерями, 
так и скоростью передачи рассчитаем коэффици-
ент корреляции. Исходя из того, что коэффициент 
корреляции между субъективной оценкой и поте-
рями 0,904, а субъективной оценкой и между ско-
ростью передачи – 0,318, можно сделать вывод, 
что оценки больше зависят от количества поте-
рянных пакетов, нежели от скорости передачи по 
сети ZigBee. 

По результатам проведенного исследования мож-
но сделать следующие выводы. 

1) В связи с небольшой скоростью передачи и 
высокими потерями, качество передачи голоса зна-
чительно уступает качеству традиционных сетей 
связи. Большее влияние на качество передачи го-
лоса по сети ZigBee оказывает уровень потерь па-
кетов. 

2) На данный момент передача потокового ви-
део по сети ZigBee проблематична по причине не-
хватки ширины полосы пропускания канала. Воз-
можна передача изображения невысокого разре-
шения, предъявляющего небольшие требования по 
задержке и джиттеру. 

3) При сжатии голоса, с применением кодеков, 
работающих с потерей полезной информации, уве-
личивается вероятность доставки пакета по сети, 
но при потере пакета при передаче по сети, теряет-
ся большой сегмент полезной информации. Выбор 
кодека с улучшенным алгоритмом сжатия позво-
лит улучшить результаты. 
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Экспериментальное исследование передачи 
мультимедиа контента для приложений  
дополненной реальности  
на базе беспроводной сенсорной сети 

Взаимодействие элементов лабораторного стенда 

Перед разработкой лабораторного стенда была 
описана последовательность взаимодействия эле-
ментов. Существующие на сегодняшний день ре-
шения для приложений дополненной реальности 
предполагают формирование запроса для вывода 
вспомогательного слоя информации на базе ви-
деоаналитики. Это возможно благодаря наличию у 
смартфона или очков внешней камеры, которая 
делает снимок и в реальном времени формирует 
запрос в базу данных. Предложенное решение 
имеет ряд существенных ограничений ввиду того, 
что на удалении более 10 м, а также в ночное вре-
мя видеоаналитика работает, как правило, некор-
ректно и не позволяет достоверно считывать ин-
формацию и производить видеомониторинг. 

Предлагаемый ниже подход принципиально от-
личается от существующих решений тем, что для 
вывода информации об объекте используется не-
посредственное получение информации от этого 
объекта по сети. 

Клиент приложения дополненной реальности: 
традиционно приложения дополненной реально-
сти разрабатываются для мобильных устройств 
(смартфона, смарт-очков и др.). В ситуации, когда 
приложение хочет получить информацию о том 
или ином объекте, оно формирует и отправляет 
запрос к ближайшему узлу обслуживания прило-
жения (Application Point). Через беспроводную точ-
ку доступа на базе технологии WiFi мобильное уст-
ройство подключается к узлу обслуживания при-
ложения. 

Узел обслуживания приложения дополненной 
реальности: данный узел осуществляет взаимо-
действие с элементами системы и поддерживает 
протокольное взаимодействие. Узел обслуживает-
ся по принципу «издатель-подписчик», т. е. клиент 
подписывается на каналы предоставления инфор-
мации объектов; клиент может получить данные 
от объектов, когда приложение дополненной ре-
альности формирует запрос и ожидает данные для 
формирования слоя визуализации. Оконечные 
устройства беспроводной сенсорной сети, функци-
онирующие как издатели, отправляют собираемые 
данные по этим каналам. Таким образом, инфор-
мация об объектах может быть предоставлена 
клиенту (приложению дополненной реальности) 
так быстро, как это возможно. 

Беспроводная сенсорная сеть для сбора данных: 
как говорилось ранее, в качестве самоорганизую-
щейся сети рассматривается сеть с поддержкой 
протокола ZigBee. Оконечные устройства Zigbee 
оснащены различными датчиками, а также содер-
жат информацию о самом объекте. Собираемые 

данные с заданной периодичностью отправляются 
к шлюзу или по запросу клиента. После этого 
шлюз перенаправляет запросы к облачному сер-
вису и узлу обслуживания приложения. 

На рисунке 5 изображена схема лабораторного 
стенда. 

Application Point

Network

ZigBee GatewayAR 

Application WSN – ZigBee Node  

Рис. 5. Структура лабораторного стенда 

Аппаратное обеспечение 

В качестве устройства дополненной реальности 
используется смартфон Xiaomi Redmi 6A/2 с Andro-
id 8.х, который периодически формировал и от-
правлял запросы к узлу обслуживания приложения. 

Роль узла обслуживания приложения выполнял 
персональный компьютер, который был подклю-
чен к облачному сервису и шлюзу сети сбора дан-
ных. 

В качестве маршрутизаторов и оконечных уст-
ройств ZigBee использовались отладочные платы 
EM35xx Development Kit, представленные на ри-
сунке 6.  

 
Рис. 6. Отладочная плата EM35xx 

Оконечное устройство ZigBee могло взаимодей-
ствовать с другим контроллером с использованием 
соединения USB-UART. При проведении экспери-
ментов оконечное устройство подключалось к но-
утбуку, на котором была запущена программа гене-
рации данных датчиков. В качестве шлюза ZigBee 
использовался USB-шлюз ETRX3 Series ZigBee Mo-
dule, подключаемый к ноутбуку, который взаимо-
действует с основным облаком, а также с узлом об-
служивания приложения дополненной реальности. 
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Программное обеспечение 

На смартфоне запускалось приложение допол-
ненной реальности, разработанное для операцион-
ной системы Android 8.х, которое подключалось к 
узлу обслуживания приложений через беспровод-
ную точку доступа WiFi и периодически отправляло 
запрос для получения информации от объектов. 
Для дальнейшего исследования качества обслужи-
вания предоставляемой услуги, приложение запи-
сывало моменты времени отправки запроса и полу-
чения ответа. На узле обслуживания приложения 
запускался сервер, который работал по принципу 
«издатель-подписчик». Для шлюза ZigBee исполь-
зовалась программа, написанная на Python. Про-
грамма осуществляла управление USB-шлюзом на 
базе AT-команд через адаптер USB-UART. Принцип 
работы программы заключался в следующем: шлюз 
получает данные датчиков и перенаправляет их к 
облачному сервису и узлу обслуживания приложе-
ния. Однако шлюз получает запросы из узла обслу-
живания приложения (от клиента) и перенаправ-
ляет их к конечным узлам. После этого шлюз полу-
чает ответы оконечных устройств и перенаправля-
ет их к узлу обслуживания приложения, чтобы 
предоставить их непосредственно клиенту. 

Для оконечного устройства запускается про-
грамма, разработанная на языке программирова-
ния Python. Она управляет модулем ZigBee с помо-
щью AT-команд через адаптер USB-UART. Про-
грамма работает с учетом того, что данные датчи-
ков периодически генерируются и отправляются к 
шлюзу, однако оконечное устройство отвечает на 
запросы, когда оно получает их от шлюза (т. е. из 
клиента). 

Сценарии экспериментального исследования 

Для оценки качества обслуживания рассматри-
вается время ожидания ответа после формирова-
ния и отправки запроса от приложения дополнен-
ной реальности. Процесс обслуживания изображен 
на рисунке 7.  

AR Client App. Point Gateway Sensor Node

REQ
REQ

REQ

Response
Response

Response

Round-Trip Time

Time_request

Time_response  
Рис. 7. Процедура запроса и ответа 

Вначале приложение дополненной реальности 
отправляет запрос к узлу обслуживания, далее узел 
обслуживания передает этот запрос к шлюзу сети 
сбора данных, а шлюз перенаправляет запрос к 
оконечному сенсорному узлу. После получения за-

проса сенсорный узел посылает ответ к шлюзу, 
который направляет его к узлу обслуживания, а он, 
в свою очередь, передает этот ответ к клиенту 
приложения дополненной реальности. 

Согласно структуре лабораторного стенда мож-
но наблюдать, что фрагмент беспроводной сен-
сорной сети имеет большое влияние на время 
предоставления данных к клиенту. Как было опи-
сано выше, ячеистая топология сети ZigBee вносит 
задержку и влияет на процесс передачи данных, 
поэтому при рассмотрении этого сценария необ-
ходимо учитывать характеристики сети, такие как 
плотности узлов и количество пройденных марш-
рутизаторов. В этой связи, для экспериментов бы-
ла развернута сеть ZigBee, соответствующая двум 
сценариям проведения экспериментов. 

Первый сценарий заключается в том, что рас-
сматривается влияние плотности сети на круго-
вую задержку доставки данных для приложений 
дополненной реальности. В этом сценарии коли-
чество узлов в сети увеличивается на каждой ста-
дии эксперимента, при этом времена формирова-
ния и отправки запроса и получения ответа фик-
сируется в соответствующий лог-файл. Распреде-
ление узлов в сети изображено на рисунке 8. 

AR
Application

ZigBee Gateway

ZigBee Routers

ZigBee Devices
 

Рис. 8. Распределение узлов в сети  
(увеличение плотности сети) 

Второй сценарий рассматривает увеличение ко-
личества маршрутизаторов между шлюзом и око-
нечным узлом, т. е. количество переходов для каж-
дого пакета увеличивается. Распределение марш-
рутизаторов в сети изображено на рисунке 9. 

AR
Application

ZigBee Gateway ZigBee Routers ZigBee Devices

 
Рис. 9. Распределение узлов в сети  

(увеличение количества маршрутизаторов) 

Для записи времени отправки запроса и получе-
ния соответствующего ответа, приложение допол-
ненной реальности формирует и отправляет за-
прос с номером, например, «Request 1», и время от-
правки сохраняется в файле для дальнейшей обра-
ботки. Далее если сенсорный узел получает «Re-
quest 1», то он отвечает соответствующим ответом 
«Response 1». Когда приложение дополненной ре-
альности получает ответ «Response 1», оно записы-
вает время получения ответа в файл. После каждо-
го эксперимента формируется два файла записи 
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времени отправки и получения с сообщениями ка-
кого запроса и ответа. Таким образом, возможно 
вычислить круговую задержку между клиентом 
дополненной реальности и сенсорным узлом. 

Анализ результатов экспериментов 

Для первого сценария была получена круговая 
задержка, которая изменяется при увеличении ко-
личества улов в сети. Результаты экспериментов 
по первому сценарию представлены на рисунке 10.  
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Рис. 10. Влияние плотности сети на RTT 

Чем больше количество узлов в сети, тем боль-
ше время задержки. Высокая плотность сети пред-
полагает, что будет занято больше каналов или в 
результате одновременного обращения к среде 
передачи будет происходить коллизия. Следова-
тельно, сообщения могут быть задержаны при пе-
редаче между шлюзом и оконечным узлом. 

Во втором сценарии было рассмотрено количе-
ство пройденных маршрутизаторов. При этом 
каждый запрос и ответ проходил через всю цепоч-
ку маршрутизаторов. Соответственно, круговая за-
держка должна увеличиваться с увеличением ко-
личества маршрутизаторов. Зависимость круговой 
задержки от количества переходов (хопов) для 
второго сценария приведена на рисунке 11. Со-
гласно данным можно увидеть, что круговая за-
держка увеличивается с ростом количества марш-
рутизаторов между шлюзом и конечным узлом. 
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Рис. 11. Влияние количества маршрутизаторов на RTT 

По результатам измерения задержки мы видим, 
что если приложение передает запрос к конечному 
узлу и ожидает ответ от него, то такая круговая 
задержка является существенной и негативно ска-
зывается на качестве восприятия. Для оптимиза-
ции данного подхода целесообразно кэшировать 
собираемые данные. Данные могут быть сохране-
ны на узле или получены по запросу к облачному 

сервису, на котором все данные датчиков сохра-
няются. В таком случае, когда приложение допол-
ненной реальности подключается к узлу обслужи-
вания, то информации о соответствующих объек-
тах сразу отправляются к нему, обеспечивая луч-
шее качество восприятия. 

 
Экспериментальное исследование передачи 
мультимедиа контента для приложений  
дополненной реальности на базе  
беспроводной сети стандарта WiFi (IEEE 802.11) 

Наряду с технологией ZigBee для построения 
беспроводных сенсорных сетей могут быть ис-
пользованы и другие технологии беспроводной 
связи. В частности, наибольшее распространение в 
настоящее время, получили стандарты WiFi и 
Bluetooth. Они также позволяют организовать сеть 
ячеистой структуры mesh или Ad Hoc. Их особен-
ность состоит в потенциально большей полосе 
пропускания канала, по сравнению с технологией 
ZigBee. Это дает возможность существенно сокра-
тить время доставки сообщений. Использование 
этих технологий также привлекательно тем, что 
их поддерживает большинство современных поль-
зовательских устройств. Это дает возможность 
взаимодействовать с терминалом дополненной 
реальности напрямую, минуя шлюз. Также суще-
ствуют решения для построения самоорганизую-
щихся сетей на базе данных технологий. 

Выберем для сравнения технологию WiFi и про-
ведем исследование ее потенциальных возможно-
стей в Ad Hoc. Для исследования будем использо-
вать систему имитационного моделирования 
OMNeT++. 
Модель исследуемой сети 

Будем рассматривать построение модельной се-
ти в двумерной зоне обслуживания, представляю-
щей собой квадрат со стороной 600 м. Выбор раз-
меров области обслуживания произведен исходя из 
усредненных оценок географических параметров 
наиболее посещаемых мест (скверы, зоны отдыха, 
вокзалы, кампусы и т. д.). Количество узлов сети 
будем изменять в зависимости от цели экспери-
мента. Каждый из узлов сети оснащен трансивером 
WiFi и может выполнять функции, как оконечного, 
так и транзитного узла. Конкретная функциональ-
ность узла определяется целью эксперимента.  

Будем рассматривать случай, когда узлы сети 
неподвижны в зоне обслуживания. В качестве 
транспортного уровня будем рассматривать ис-
пользование протоколов TCP и UDP. 

Результаты имитационных экспериментов 

Будем исследовать зависимость основных па-
раметров качества обслуживания трафика, таких 
как пропускная способность, время доставки со-
общений и вероятность потерь пакетов от конфи-
гурации сети и интенсивности трафика. 
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1) Зависимость пропускной способности от ко-
личества транзитов. 

В общем случае длина маршрута зависит от осо-
бенностей конкретной сети и в практических при-
ложениях может составлять до десятка транзит-
ных участков. Рассмотрим модель сети, в которой 
имеются два оконечных узла, один из которых ис-
полняет роль сервера, а второй  клиента. Клиент 
производит передачу данных в виде файла серве-
ру под управлением протокола TCP. Поскольку 
данный протокол обеспечивает гарантированную 
доставку и производит передачу данных на скоро-
сти близкой к максимально достижимой  про-
пускной способности, то будем оценивать величи-
ну последней на основе анализа достижимой ско-
рости передачи данных между клиентом и серве-
ром. Маршрут между клиентом и сервером будет 
содержать несколько транзитных участков. 

В таблице 4 приведены результаты имитацион-
ных экспериментов. В ходе экспериментов произ-
водилась регистрация исходящего трафика клиен-
та и входящего трафика сервера.  

ТАБЛИЦА 4. Зависимость параметров трафика  
от количества транзитов 

Количе-
ство  

транзитов 

Интенсивность  
трафика (клиент), 

Мбит/с 

Интенсивность  
трафика (сервер), 

Мбит/с 

RTT, 
мс 

0 8,8 8,8 7,3 

1 9,4 4,7 13,6 

2 7,3 3,3 19,5 

3 7,0 2,9 22,3 

4 6,6 2,8 23,2 

5 6,2 2,7 24,3 

6 6,1 2,6 25,0 

7 5,9 2,5 25,5 

8 5,7 2,5 25,8 

9 5,7 2,5 26,1 

10 5,5 2,4 26,5 

11 5,2 2,4 27,0 

На рисунке 12 приведена зависимость пропуск-
ной способности от количества транзитных узлов 
в маршруте, построенная по данным таблицы 4. 
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Рис. 12. Зависимость пропускной способности  
от количества транзитов 

На том же рисунке приведена зависимость про-
пускной способности (бит/с) согласно выражению: 

𝑏 =
𝑊𝑛𝑑

𝑅𝑇𝑇
, (4) 

где Wnd – размер окна передачи (бит); RTT – время 
отклика (мс). 

Размер окна в данных экспериментах составлял 
Wnd = 7504 байт. Из рисунка видно, что получен-
ные данные достаточно близки к оценкам, соглас-
но выражению (4). 

На рисунке 13 приведена зависимость круговой 
задержки RTT от количества транзитных узлов. 
Зависимость RTT рассчитывается по формуле: 

𝑅𝑇𝑇 =
𝑊𝑛𝑑

𝑏0

+ 2𝑏0(1 − 𝑒−𝑘), (5) 

где 𝑏0 = 11000 бит/с; k – количество транзитных 
участков. 
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Рис. 13. Зависимость круговой задержки RTT  

от количества транзитов 

2) Зависимость вероятности потерь от интен-
сивности трафика. 

Структура модели аналогична той, которая ис-
пользована в предыдущем эксперименте. Сеть со-
стоит из 13 узлов, представляющих собой один «ли-
нейный» маршрут. Между узлом-источником и уз-
лом-назначения передаются дейтаграммы UDP че-
рез 11 транзитных узлов. В ходе эксперимента реги-
стрируются переданные и принятые дейтаграммы. 
Результаты эксперимента приведены в таблице 5. 

На рисунке 14 представлена эмпирическая зави-
симость доли потерянных дейтаграмм от интен-
сивности трафика. 

Данные аппроксимированы выражением: 

𝑝 = 𝑝0 +
1 − ρ

1 − ρ
2

𝐶𝑎
2+𝐶𝑠

2𝑛𝑏+1
ρ

2

𝐶𝑎
2+𝐶𝑠

2𝑛𝑏
, (6) 

где 𝐶𝑎
2 и 𝐶𝑠

2 – квадратичные коэффициенты вариа-
ции, соответственно, распределений входящего 
потока и времени обслуживания; nb – размер бу-
фера; ρ – загрузка системы; 𝑝0 – вероятность по-
терь, зависящая от количества транзитных участ-
ков маршрута (по результатам эксперимента при 
11 транзитных узлах 𝑝0 = 0,1). 
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ТАБЛИЦА 5. Результаты эксперимента 

Интенсив-
ность  

трафика, 
Мбит/с 

Средний  
интервал меж-
ду дейтаграм-

мами, мс 

Продолжи-
тельность  

эксперимента,  
с 

Дейтаграмм 

Передано, 
шт. 

Принято, 
шт. 

1 8,000 15,919 2037 1866 

2 4,000 15,335 3863 3506 

3 2,667 15,324 5823 5287 

4 2,000 15,817 7970 7255 

5 1,600 15,151 9374 8437 

6 1,333 15,201 11404 10306 

7 1,143 15,135 13294 12002 

8 1,000 15,119 15124 13432 

9 0,889 10,251 11826 8859 

10 0,800 10,232 12923 8866 

11 0,727 10,118 13795 8712 

12 0,667 10,170 15375 8778 

13 0,615 10,137 16577 8781 

14 0,571 10,553 18473 9233 

15 0,533 10,121 19031 8718 

0,0
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Рис. 14. Зависимость доли потерянных дейтаграмм  
от интенсивности трафика  

На рисунке 15 приведено распределение поте-
рянных дейтаграмм по участкам маршрута. 
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Рис. 15. Распределение количества потерянных  
дейтаграмм по участкам маршрута 

Из приведенных выше результатов видно, что 
качество функционирования самоорганизующей-
ся сети, построенной с использованием техноло-
гии WiFi, существенно зависит от ее параметров, в 
частности, от длины маршрута и интенсивности 
трафика. Однако, численные значения пропускной 
способности и величины задержки, которые име-
ют место при изменении длины маршрута и ин-
тенсивности трафика в достаточно широких пре-
делах, существенно отличаются от значений, по-
лученных для сети, построенной с применением 
технологии ZigBee. Например, при проведении 
имитационных экспериментов величина круговой 
задержки RTT не превысила значения 30 мс, в 
наихудшем случае, а пропускная способность не 
снижалась ниже, чем 2 Мбит/с. 

Из этого можно сделать вывод, что использова-
ние стандартов WiFi для построения беспровод-
ных сенсорных сетей, в ряде случаев, приемлемо 
для многих приложений дополненной реальности. 

Полученные зависимости параметров функцио-
нирования от длины маршрута, позволяют вы-
брать наиболее подходящую конфигурацию сети, 
в которой как длина маршрута, так и параметры 
функционирования удовлетворяют требованиям 
решаемых прикладных задач. 

 
Заключение 

В статье были рассмотрены новые подходы по 
доставке данных в приложениях дополненной ре-
альности на базе самоорганизующейся сети. Пред-
лагаемый подход является одним из сценариев, 
который используется в сетях связи пятого поко-
ления 5G/IMT-2020 и может быть рассмотрен для 
внедрения в существующих решениях в Умных го-
родах. Область применения сетей IEEE 802.15.4 для 
передачи мультимедийной информации является 
специфической. Данные сети применимы там, где 
предъявляются невысокие требования к качеству 
передачи мультимедиа данных. Главным преиму-
ществом использования таких сетей является низ-
кая стоимость, высокая автономность, простота и 
надежность эксплуатации этих сетей, что позволя-
ет рассматривать эти сети для передачи мультиме-
дийных данных в будущем для приложений допол-
ненной реальности. 

Предложены методы предоставления услуг до-
полненной реальности на основе mesh-сети и оце-
нены показатели качества обслуживания для 
услуг дополненной реальности. 

В дальнейшем, на базе разработанного фраг-
мента модельной сети предлагается разработать 
дополнительные сценарии с передачей информа-
ции на базе технологий LPWAN. 
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Abstract: The article presents the results of an experimental investigation of the transfer of multimedia content for 
augmented reality applications based on a wireless sensor network. I EEE 802.15.4 and ZigBee protocol, as well as 
IEEE 802.11 (WiFi) are considered as a data transmission technology in a wireless sensor network. The choice of 
these technologies allows the interaction of Internet of Things devices with each other with the possibility of self-
organization and delivery of data for augmented reality applications by relaying through intermediate nodes. In the 
first part of the article, the features of the transmission of voice and images through a network fragment are 
experimentally identified. During voice transmission, different languages are considered and the quality of 
perception at the receiving side is determined. In the second part of the article, the features of data transmission 
through intermediate nodes are experimentally identified for this purpose, full-scale and simulation modeling are 
used. On the basis of the conducted research and subsequent analysis, the dependences of the network operation 
parameters on the number of nodes in the network and the number of transitions are presented. 
 

Keywords: augmented reality, Internet of Things, self-organizing network, multimedia traffic, mesh-network, 
ZigBee, WiFi, QoS, QoE. 
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Аннотация: В данной работе рассмотрены оценки пределов точности позиционирования источников ра-
диоизлучения с использованием разностно-дальномерного и/или угломерного метода позиционирования. 
Продемонстрированы различные способы получения оценок пределов точности позиционирования, такие 
как нижняя граница Крамера-Рао и круговое вероятное отклонение. Проанализированы зависимости преде-
лов точности позиционирования от положения приемных устройств в пространстве и их количества, ре-
зультаты анализа представлены в виде графиков в среде MATLAB. 
 
Ключевые слова: нижняя граница Крамера-Рао, круговое вероятное отклонение, разностно-дальномер-
ный метод, угломерный метод, позиционирование. 

 
1. Введение 

Актуальность настоящего исследования обуслов-
лена стремительным развитием систем мобильной 
радиосвязи и возрастающими требованиями по по-
вышению точности определения местоположения 
(ОМП) источников радиоизлучения (ИРИ) в прило-
жениях геолокации.  

В радиолокации, радионавигации и приложениях 
геолокации современных систем радиосвязи приме-
няют различные методы ОМП ИРИ, основными из 
которых являются разностно-дальномерный (РДМ) 
[1‒4] и угломерный метод (УМ) [5‒9]. Данные ме-
тоды применяют как при позиционировании непо-
движных ИРИ, например, базовых станций сетей мо-
бильной связи [7‒9], так и подвижных ИРИ, напри-
мер, абонентских станций [1‒4], в том числе при 
адаптивном диаграммообразовании в самооргани-
зующихся радиосетях [5‒6]. 

Точность позиционирования ИРИ определяется 
рядом факторов, среди которых, во-первых, свой-
ства используемых для ОМП сигналов [10] и, во-вто-
рых, взаимное расположение ИРИ и приемных 
устройств (ПУ) многопозиционной системы геоло-
кации, характеризуемое геометрическим фактором 

территориального распределения ПУ [11, 12]. При 
позиционировании неизбежно появляются различ-
ного рода погрешности в измеряемых параметрах, 
ведущих к ошибкам ОМП ИРИ, что приводит к необ-
ходимости поиска наилучшего в данных условиях 
метода позиционирования или их комбинации, 
оценка точности которых выполняется с использо-
ванием специальных метрик. Практический интерес 
к оценке пределов точности позиционирования 
ИРИ позволяет обосновать выбор топологии стаци-
онарных ПУ таким образом, чтобы повысить точ-
ность ОМП [11, 12]. Если же речь идет о подвижных 
ПУ, например, на борту беспилотных летательных 
аппаратов (БПЛА), тогда данный подход позволяет 
обосновать траектории движения подвижных ПУ 
[13, 14].  

Обычно пределы точности позиционирования 
определяются метрикой нижней границы Краме-
ра-Рао (НГКР), которая при некоторых условиях на 
статистическую модель дает нижнюю границу для 
дисперсии оценки координат ИРИ [15]. НГКР может 
быть визуализирована эллипсом ошибок на плос-
кости и позволяет оценить величину и направле-
ние ошибки [16]. Помимо метрики НГКР, суще-
ствует метрика кругового вероятного отклонения 
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(КВО), которая вычисляется из НГКР и может быть 
визуализирована окружностью ошибок на плоско-
сти. КВО позволяет оценить только величину 
ошибки [17]. Для оценки пределов точности пози-
ционирования интерес представляют обе метрики, 
а также способ их получения [18]. 

Материал далее организован следующим образом. 
В разделе 2 описаны метрики НГКР и КВО для оценки 
точности позиционирования. В разделе 3 формали-
зован математический аппарат оценки НГКР и КВО. 
В разделе 4 приведено описание разработанной ими-
тационной модели (ИМ) для вычисления и визуали-
зации НГКР и КВО. В разделе 5 сформулированы вы-
воды о применимости выбранных метрик оценки к 
задаче синтеза топологии для стационарных ПУ и 
траектории движения подвижных ПУ. 

 
2. Метрики оценки точности  
позиционирования ИРИ 

Для повышения точности позиционирования 
ИРИ важное значение имеет выбор начальной об-
ласти итеративного поиска x0. Обычно, зная распо-
ложение ПУ в зоне геолокации ИРИ, значение x0 вы-
бирается как среднее арифметическое координат 
ПУ (модели с выборочным средним) [1‒4]. При не-
равномерном расположении ПУ относительно ИРИ 
выбранное таким образом значение x0 может ока-
заться достаточно грубым [11‒14]. Для повышения 
точности выбора начальной оценки целесообразно 
использовать предварительные оценки точности 
позиционирования, определяемые геометрически-
ми факторами и характеризуемые метриками НГКР 
и характеристикой вероятного отклонения. 

Пусть θ = (θ1, θ2, …, θN) является случайной вы-
боркой распределения ݂(θ|ݔ), где x – скалярная ве-
личина. Тогда НГКР определяется как [18]: 

(ොݔ)ݎܸܽ ≥
1

 (1) ,(ݔ)ܫ

где ݔො ‒ оценка величины x; (ݔ)ܫ ‒ информационная 
матрица Фишера, задаваемая выражением [18]: 

(ݔ)ܫ = ܧ ቆ
∂݈(θ, (ݔ

ݔ∂
ቇ

ଶ

൩ = ܧ ቈ
∂ଶ݈(θ, (ݔ

ଶݔ∂ , (2) 

где ݈ (θ, -натуральный логарифм функции правдо ‒ (ݔ
подобия набора измерений θ от параметра x; ப

ப௫
 ‒ опе-

ратор взятия частной производной по параметру x. 
В [18] с помощью НГКР доказано, что модели с 

выборочной средней оценкой, т. е. заданные далее 
выражением (5), имеют наилучшие показатели 
среди других методов оценки, а дисперсия оценки 
величины x не может быть меньше σଶ/ܰ. Более по-
дробно оценка НГКР рассмотрена в разделе 3.2. 

Характеристика вероятного отклонения опреде-
ляет вероятность того, что оценка координат ИРИ 
окажется в пределах определенного геометриче-
ского места точек. Различают три характеристики 
вероятного отклонения [18]:  

‒ линейное (ЛВО) для одномерного позициони-
рования (например, при измерении дальности од-
ним ПУ) описывается линией; 

‒ круговое (КВО) для двумерного позициониро-
вания (на плоскости) описывается окружностью;  

‒ сферическое вероятное отклонение (СВО) для 
трехмерного позиционирования (в пространстве) 
описывается сферой.  

Пусть x – n-мерный вектор истинных координат 
ИРИ; ࢞ෝ – n-мерный вектор оценки координат ИРИ; ρ 
– радиус отклонения от истинного местоположения 
ИРИ, задающий геометрическое место точек откло-
нения; α – вероятность того, что модуль ошибки 
оценки координат ИРИ ‖࢞ෝ −  .окажется меньше ρ ‖࢞
Тогда характеристику вероятного отклонения мож-
но определить как вероятность: 

ෝ࢞‖)ܲ − ‖࢞ < ρ) = α, (3) 

т. е. характеристика вероятного отклонения есть ве-
роятность α того, что модуль ошибки оценки коор-
динат ‖࢞ෝ − -окажется меньше некоторого значе ‖࢞
ния ρ. Эта характеристика может быть интерпрети-
рована геометрическим местом точек вокруг истин-
ного местоположения ИРИ и вероятностью того, что 
оценки местоположения ИРИ окажутся внутри это-
го геометрического места точек. Геометрическое 
место точек может быть отрезком для переменной 
x (n = 1, одномерный вектор ࢞, рисунок 1а), окруж-
ностью для двумерного вектора ࢞ (n = 2, рисунок 
1б) и сферой для трехмерного вектора ࢞ (n = 3, ри-
сунок 1в). 
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Рис. 1. Геометрическая интерпретация характеристики вероятного отклонения
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Предполагая, что модель подчиняется нормаль-
ному закону распределения, ее функция плотности 
вероятности ошибки описывается как [18]: 

(߃)݂ =
1

ඥ(2π)|Σ|
exp −

1
2

 ൨, (4)߃Σିଵ்߃

где E – ошибка измерений; Σ – ковариационная мат-
рица ошибки. 

Возьмем m-мерную систему определения место-
положения с использованием выборочной средней 
оценки. Пусть в этой системе количество измере-
ний N задается, как [18]: 

࢟ = ࢞ + ݊    ,ࢋ = 1,   2,  . . . ,  ܰ, (5) 

где yn – это n-ый вектор измерений длины m; x – век-
тор реальных местоположений объекта; en – вектор 
независимых и одинаково распределенных по нор-
мальному закону случайных величин с нулевым ма-
тематическим ожиданием и дисперсией σ

ଶ  для всех 
m элементов вектора измерений. 

Используя выражения (3) и (4), характеристику 
вероятного отклонения в моделях с нормальным 
распределением можно представить для ЛВО с од-
ним измерением в виде выражения: 

ර
1

√2πσ
exp ቆ

ݔ)− − ො)ଶݔ

2σଶ ቇ ොݔ݀
|௫ ି ௫ො|ழಽಶು

= α, 

для КВО с двумя измерениями: 


1

2πඥ|Σ|
exp ൬−

1
2

࢞) − ࢞)ෝ)ுΣିଵ࢞ − ෝ)൰࢞ ෝ࢞݀
ෝ ࢞‖ ழಶು‖࢞ ି

= α, 

для СВО с тремя измерениями: 

ශ
1

ඥ(2π)ଷ|Σ|
exp ൬−

1
2

࢞) − ࢞)ෝ)ுΣିଵ࢞ − ෝ)൰࢞
ழೄಶು‖࢞ ෝି ࢞‖

ෝ࢞݀ = α. 

В дальнейшем в качестве характеристики веро-
ятного отклонения более подробно рассматрива-
ется КВО в разделе 3.3. 
 
3. Метрики оценки точности  
позиционирования 

Метрики оценки точности позиционирования 
приводятся для сопоставления результатов, полу-
ченных средствами математического [16] и имита-
ционного моделирования [17].  

3.1. Математическая формализация задачи  
позиционирования ИРИ  

Рассмотрим вектор координат ИРИ x и вектор 
измерений r. Компоненты оцениваемого n-мер-
ного вектора x – это координаты местоположения 
ИРИ в двух- или трехмерном пространстве и воз-
можные другие параметры, например, такие, как 
время излучения сигнала. Набор N измерений ri, 
i = 1, 2, …, N собран в различных точках местополо-

жения ПУ. При отсутствии случайных ошибок из-
мерений, ri приравнивается к известной функции 
fi(x). При наличии ошибок измерений, ri задается 
следующим образом: 

ݎ = ݂(࢞) + ݊ ,    ݅ = 1, 2,  . . . ,  ܰ, (6) 

где N уравнений системы (6) могут быть записаны 
в векторном виде как одно уравнение для N-мер-
ных векторов-столбцов: 

࢘ = (࢞)ࢌ +  (7) ,

где ࢘ ∈ ℝே×ଵ – вектор-столбец измерений;  ∈ ℝே×ଵ 
– вектор-столбец ошибок измерений.  

Предполагается, что вектор ошибок измерений  
является случайным вектором с положительно опре-
деленной ковариационной матрицей ࡺ ∈ ℝே×ே: 

ࡺ = )]ܧ − )([]ܧ −  (8) ,[்([]ܧ

где E[ ] – математические ожидание; ( )T – транспо-
нирование матрицы. 

Если x рассматривается, как неизвестный, но не 
случайный вектор, и предполагается, что n имеет 
нулевое математическое ожидание и нормальное 
распределение, тогда условная плотность вероят-
ности (ПВ) r, по аналогии с (4), определяется как:  

(࢞|࢘) =
1

ඥ(2π)ே|ࡺ|
× 

× exp ቈ−
1
2

࢘] − ࢘]ଵିࡺ்[(࢞)ࢌ −  ,[(࢞)ࢌ
(9)

где |N| ‒ определитель матрицы N; N−1 – операция 
получения обратной матрицы N. Вследствие сим-
метричности и положительной определенности 
матрицы N ее обратная матрица существует.  

Оценка методом максимального правдоподобия 
есть такое значение x, которое максимизирует вы-
ражение (9). Таким образом, оценка данным мето-
дом минимизирует целевую функцию Q(x): 

(࢞)ࡽ = ࢘] − ࢘]ଵିࡺ்[(࢞)ࢌ −  (10) .[(࢞)ࢌ

Минимизация Q(x) – обоснованный критерий 
оценки ࢞, даже если ошибка измерений не имеет 
нормального распределения. В последнем случае 
говорят об оценке методом наименьших квадра-
тов, а N−1 рассматривается как матрица весовых ко-
эффициентов. 

В общем случае, f(x) – нелинейная векторная 
функция. Для получения алгоритма оценки вектора 
x, f(x) может быть линеаризована путем разложения 
ее в ряд Тейлора двумя первыми слагаемыми в 
окрестности некоторой точки, заданной вектором x0:  

(࢞)ࢌ ≃ (࢞)ࢌ + ࢞)ࡳ −  ), (11)ܠ

где x и x0 – векторы-столбцы размерности n × 1; ࡳ ∈
∈ ℝே ×  – матрица Якоби разложенной в ряд функ-
ции f(x), т. е. матрица частных производных раз-
мерности N × n, вычисляемая при x = x0: 
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ࡳ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵࢌ∂

ଵ࢞∂
ฬ

బ࢞ ୀ ࢞

 …
ଵࢌ∂

࢞∂
ฬ

బ࢞ ୀ ࢞
⋮  ⋮
ࡺࢌ∂

ଵ࢞∂
ฬ

బ࢞ ୀ ࢞

…
ࡺࢌ∂

࢞∂
ฬ

⎦బ࢞ ୀ ࢞
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (12) 

Каждая строка данной матрицы – это градиент-
вектор одной из компонент функции f(x). Вектор x0 
может быть получен как начальная оценка x, опре-
деленная на предыдущей итерации, либо сформи-
рован на основе априорно-известной информации. 

Комбинация выражений (10) и (11) дает: 

(࢞)ࡽ = ଵ࢘) − ଵ࢘)ଵିࡺ்(࢞ࡳ −  (13) ,(࢞ࡳ
где 

ଵ࢘ = ࢘ − (࢞)ࢌ +  . (14)࢞ࡳ

Для определения необходимого условия оценки 
 ෝ, минимизирующей Q(x), необходимо рассчитать࢞
градиент Q(x), заданный следующим выражением: 

(࢞)ࡽ࢞∇ = 
ࡽ∂
ଵ࢞∂

ࡽ∂
ଶ࢞∂

…
ࡽ∂
࢞∂

൨
்

, (15) 

и найти значение x, удовлетворяющее условию 
(࢞)ࡽ࢞∇ = .  

Матрица N, по определению, является симметрич-
ной, поэтому справедливо выражение NT = N. Из того, 
что (ିࡺଵ)் = ்(ଵିࡺ) ଵ, следует, чтоି(்ିࡺ) = -ଵ, отିࡺ
куда можно сделать вывод о том, что матрица ିࡺଵ 
также симметрична. Поэтому из ∇(࢞)ࡽ࢞ =  для 
оценки ࢞ෝ можно записать следующее выражение: 

ෝ࢞ ୀ ࢞|(࢞)ࡽ࢞∇ = ෝ࢞ࡳଵିࡺ்ࡳ2 − ଵ࢘ଵିࡺ்ࡳ2 = 0. (16) 

Предполагая, что матрица ିࡺ்ࡳଵࡳ является не-
вырожденной, (16) имеет решение в виде: 

ෝ࢞ = ଵ࢘ଵିࡺ்ࡳଵି(ࡳଵିࡺ்ࡳ) = 
(17) 

= ࢞ + ࢘]ଵିࡺ்ࡳଵି(ࡳଵିࡺ்ࡳ) −  .[(࢞)ࢌ

Используя (17), выражение (13) можно предста-
вить в следующем виде: 

(࢞)ࡽ = ࢞] − ࢞]ࡳଵିࡺ்ࡳ[ෝ࢞ − [ෝ࢞ − 
(18) 

ଵ࢘−
ଵ࢘ଵି(ࡳଵିࡺ்ࡳ)ࡳଵିࡺ் + ଵ࢘

 ,ଵ࢘ଵିࡺ்

где только первый член зависит от x.  
Так как матрица N симметрична и положительно 

определена, то ее собственные значения также по-
ложительны. Пусть e – это собственный вектор 
матрицы N с собственным значением λ. Тогда из 
Ne = λe следует, что N−1e = λ−1e, где e также является 
собственным вектором матрицы N−1 с собственным 
значением 1/λ. Так как матрица N симметрична и ее 
собственные значения положительны, матрица N−1 
также положительно определена. Следовательно, 
условие ࢞ =  .ෝ минимизирует значение Q(x)࢞
Оценка (17) называется оценкой линейным мето-
дом наименьших квадратов. 

Подставив (7) в (17), можно записать выражение 
для ࢞ෝ в форме: 

ෝ࢞ = ࢞ + ଵିࡺ்ࡳଵି(ࡳଵିࡺ்ࡳ) × 
(19) 

× (࢞)ࢌ] − (࢞)ࢌ − ࢞)ࡳ − (࢞ +  ,[

откуда следует, что на ошибку оценки влияет 
ошибка линеаризации и шум.  

Смещение (bias) оценки ࢞ෝ определяется как век-
тор ࢈ = [ෝ࢞]ܧ − -Подставив в b выражение (19), по .࢞
лучим: 

࢈ = ଵିࡺ்ࡳଵି(ࡳଵିࡺ்ࡳ) × 
(20) 

× (࢞)ࢌ} − (࢞)ࢌ − ࢞)ࡳ − (࢞ +  .{[]ܧ

Если (࢞)ࢌ линейна, как в (11), и []ܧ = 0, тогда из 
(20) следует, что ࢈ = 0 и, таким образом, оценка ме-
тодом наименьших квадратов является несмещен-
ной. Если при измерениях наблюдаются системати-
ческие погрешности, то []ܧ ≠ 0. Для минимизации 
смещения, вследствие систематической погрешно-
сти измерений, следует минимизировать ܧ[݊] по-
средством калибровки. Смещение вследствие нели-
нейности (࢞)ࢌ может быть установлено разложе-
нием (࢞)ࢌ в ряд Тейлора и учетом членов второго 
порядка.  

Пусть P – ковариационная матрица оценки ࢞ෝ. То-
гда, в соответствии с (19): 

ࡼ = ෝ࢞)]ܧ − ෝ࢞)([ෝ࢞]ܧ − [்([ෝ࢞]ܧ =  ଵ. (21)ି(ࡳଵିࡺ்ࡳ)

Элементы на главной диагонали матрицы P 
представляют собой дисперсии σ ошибок оценива-
емых компонентов вектора x. Так как P входит в 
(17) для оценки ࢞ෝ, ее можно вычислить одновре-
менно с ࢞ෝ. Если вектор ошибок измерений n имеет 
нормальное распределение и нулевое математиче-
ское ожидание, алгоритмы метода максимального 
правдоподобия и метода наименьших квадратов 
оценки ࢞ෝ по линеаризованной модели (࢞)ࢌ эквива-
лентны алгоритму несмещенной оценки с мини-
мальной дисперсией [16]. 

3.2. Оценка нижней границей Крамера-Рао 
Ковариационная матрица P, заданная выраже-

нием (21), связана с НГКР следующим выражением: 

ࡼ ≥  ଵ, (22)ିࡵ

где I – информационная матрица Фишера, заданная 
выражением (2).  

Диагональные элементы матрицы I-1 являются 
минимально возможными значениями дисперсий. 
В соответствии с заданной в (7) моделью измере-
ний, если ошибки измерений подчиняются нор-
мальному закону распределения, информационная 
матрица Фишера может быть вычислена как [18]:  

(ܠ)ܫ = 
(࢞)ࢌ∂

࢞∂
൨

்

ܰିଵ 
(࢞)ࢌ∂

࢞∂
൨, (23) 

где N – это ковариационная матрица ошибок изме-
рений, заданная выражением (8). 

Так как матрица P является симметричной и по-
ложительно определенной (с неотрицательными 
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собственными значениями), т. е. P−1 существует, то 
(23) можно вычислить с помощью (21) как: 

ࡵ = ଵିࡼ =  ଵ. (24)ି(ࡳଵିࡺ்ࡳ)

Если r – вектор случайных величин (СВ), распре-
деленных по нормальному закону, тогда из (17) 
следует, что ࢞ෝ – тоже вектор СВ, распределенных по 
нормальному закону, и его функция ПВ при ࢞ෝ = ξ 
для всех значений вектора ξ задается выражением:  

ෝ(ξ)࢞ࢌ =
1

ඥ(2π)|ࡼ|
exp −

1
2

(ξ − ξ)ࡼ்( −  ൨, (25)(

где m = E[࢞ෝ] ‒ это математическое ожидание век-
тора ࢞ෝ. 

Из (21), (22) и (25), геометрическое место точек 
ПВ, определяющее значения НГКР, описывается сле-
дующим выражением: 

(ξ − ଵ(ξିࡼ்( − ( =  (26) ,ߢ

где левая часть выражения – это расстояние Маха-
ланобиса от вектора ξ до множества со средним 
значением m; ߢ – константа, определяющая размер 
n-мерной области, ограниченной некоторой по-
верхностью. 

В общем случае, выражение, имеющее форму 
(26) для n-мерного вектора случайных значений x, 
распределенных по нормальному закону и с кова-
риационной матрицей P, может быть представлено 
как сумма n квадратов независимых случайных ве-
личин, распределенных по нормальному закону, 
имеющих нулевое математическое ожидание и 
дисперсией, равной единице. Распределение та-
кого рода называется распределением хи-квадрат с 
n степенями свободы [19]. 

Для двумерного случая поверхностью размера ߢ 
является эллипс, а для трехмерного – эллипсоид. В 
общем случае, для n измерений поверхность может 
рассматриваться как n-мерный гиперэллипсоид. Ес-
ли P не является диагональной матрицей, то направ-
ления главных осей гиперэллипсоида не совпадают с 
осями координат.  

Вероятность нахождения ࢞ෝ внутри гиперэллип-
соида, заданного (26), равна: 

ܲ(ߢ) = ඵ. . .
ோ

න ෝ(ξ)݀ξଵ݀ξଶ࢞ࢌ … ݀ξ, (27) 

где область интегрирования задается как: 

ܴ = {ξ : (ξ − ଵ(ξିࡼ்( − ( ≤  (28) .{ߢ

Для упрощения (28) до одного интеграла, необ-
ходимо произвести преобразования осей коорди-
нат. Во-первых, систему координат нужно преобра-
зовать таким образом, чтобы ее центр совпал с m, 
путем замены переменных γ = ξ −  :

ܲ(ߢ) = ܽ ඵ. . .
ோభ

න exp ൬−
1
2

γ்ିࡼଵγ൰ ݀γଵ݀γଶ … ݀γ, (29) 

где  
ܴଵ = {γ :  γ்ିࡼଵγ ≤  (30) ,{ߢ

ܽ =
1

ඥ(2π)|ࡼ|
. (31) 

Для упрощения (29) оси координат следует по-
вернуть таким образом, чтобы их направления сов-
пали с главными осями гиперэллипсоида. Вслед-
ствие симметрии и положительной определенно-
сти матрицы P, такой же является и обратная ей 
матрица P−1. Следовательно, существует ортого-
нальная матрица A, столбцами которой являются 
собственные векторы, и которая диагонализирует 
матрицу P−1. Таким образом, AT = A и: 

ଵିࡼ் =

⎣
⎢
⎢
⎡λଵ

ିଵ   0
 λଶ

ିଵ   
  ⋱  
0   λ

ିଵ⎦
⎥
⎥
⎤

= [λିଵ], (32) 

где λଵ,  λଵ, … ,  λ – собственные значения матрицы P.  

В результате поворота осей вводится новая пе-
ременная: 

ζ =  γ. (33)்

Так как ATA = I (где I – единичная матрица), а 
определитель произведения матриц равен произ-
ведению определителей этих матриц, определи-
тель AT, являющийся якобианом преобразования, 
равен единице.  

Подставив (32) и (33) в (29) и (30), выражение 
для матрицы P будет иметь следующий вид: 

ܲ(ߢ) = ܽ ඵ. . .
ோమ

න exp ൬−
1
2

ζ்[λିଵ]ζ൰ ଶߞଵ݀ߞ݀ … ߞ݀ = 

(34) 
= ܽ ඵ. . .

ோమ

න exp ቆ−
1
2

∑
 ୀ ଵ

 ߞ
ଶ

λ
ቇ ଶߞ݀ …  ,ߞ݀

где  

ܴଶ = ቊξ :  ∑
 ୀ ଵ

 ߞ
ଶ

λ
≤ ቋߢ ; (35) 

a определено в (31); ߞ – компоненты вектора ζ. 

Область R2 – это внутреннее пространство гипе-
рэллипсоида, длина главных осей которого равна 
2ඥߢλ ,     ݅ = 1, 2, … ,  ݊. Путем преобразований, при-
веденных в [16], для n = 1, 2 и 3, интеграл в (34) мо-
жет быть представлен как: 

ܲ(ߢ) = erf൫√ߢ 2⁄ ൯,     ݊ = 1; (36) 
ܲ(ߢ) = 1 − exp(− ߢ 2⁄ ),      ݊ = 2; (37) 

ܲ(ߢ) = erf൫√ߢ 2⁄ ൯ − ߢ2√ π⁄ exp(− ߢ 2⁄ ),   ݊ = 3. (38) 

Функция ошибки здесь определяется как: 

erf(ݔ) =
2

√π
∫

௫exp(−ݐଶ)݀(39) .ݐ 

При заданном значении ܲ  , например ܲ = 1/2, ре-
шение (34), (36), (37) и (38) позволяет найти ߢ, кото-
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рое задает размеры гиперэллипсоида в (26). Соот-
ветствующий вероятности ܲ эллипсоид рассеяния 
определяется как гиперэллипсоид, для которого ܲ  – 
это вероятность нахождения ࢞ෝ внутри него. Таким 
образом эллипсоид рассеяния есть мера предела 
точности несмещенной оценки. 

Рассмотрим случай оценки двумерного вектора, 
являющегося координатами местоположения ИРИ 
на плоскости, ковариационная матрица которого 
может быть представлена выражением: 

ࡼ = σଵ
ଶ σଵଶ

ଶ

σଵଶ
ଶ σଶ

ଶ ൨. (40) 

При этом собственные значения (используя толь-
ко положительное значение корня; по определению, 
λଵ ≥ λଶ) вычисляются как [16]: 

λଵ =
1
2

ቈσଵ
ଶ + σଶ

ଶ + ට(σଵ
ଶ − σଶ

ଶ)ଶ + 4σଵଶ
ଶ  , (41) 

λଶ =
1
2

ቈσଵ
ଶ + σଶ

ଶ − ට(σଵ
ଶ − σଶ

ଶ)ଶ + 4σଵଶ
ଶ  . (42) 

Предположим, что новая система координат по-
лучена путем поворота осей старой системы коор-
динат против часовой стрелки на некоторый угол θ 
(рисунок 3). 

y'

x'

xθβ 
[x1, y1] [x2, y2] 

[x(β), y(β)] 

(β)ݔ = ඥ݇λ11ݔ cos β + ඥ݇λ22ݔ sin β 

(β)ݕ = ඥ݇λ11ݕ cos β + ඥ݇λ22ݕ sin β 

Единичная
окружность

2ඥߢλ1 

2ඥߢλ2 

 
Рис. 3. Эллипс рассеяния и оси координат 

Вектор старой системы координат, обозначенный 
на рисунке 2 как ቂ

ݔ
-ቃ, в новой системе координат обоݕ

значается как ݔ′
൨′ݕ = ்ۯ ቂ

ݔ
 ቃ, где A – ортогональнаяݕ

матрица поворота: 

ۯ = ቂcos θ −sin θ
sin θ cos θ ቃ. (43) 

Если σଵ
ଶ = σଶ

ଶ и σଵଶ = 0, то θ = 0. Поскольку опре-
делитель матрицы равен произведению ее соб-
ственных значений, то λଵλଶ = σଵ

ଶσଶ
ଶ − σଵଶ

ଶ . Тогда диа-
гональная матрица (32) может быть записана в сле-
дующей форме [16]: 

[λିଵ] = λଵ
ିଵ 0

0 λଶ
ିଵ൨,    σଵ

ଶ ≥ σଶ
ଶ, (44) 

[λିଵ] = λଶ
ିଵ 0

0 λଵ
ିଵ൨,    σଵ

ଶ < σଶ
ଶ. (45) 

Эллипс рассеяния, заданный как ቂ
ݔ
ቃݕ

்
ଵିࡼ ቂ

ݔ
ቃݕ =  ߢ

в старых координатах и описываемый выражением 
′ݔ) λଵ⁄ )ଶ + ′ݕ) λଶ⁄ )ଶ = ′ݔ) или ߢ λଶ⁄ )ଶ + ′ݕ) λଵ⁄ )ଶ =  − ߢ
в новых координатах, указывает на то, что новые 
оси координат совпадают с главными осями эл-
липса. На рисунке 3 изображен сам эллипс рассея-
ния и соответствующий угол θ вращения его оси. 
Так как λଵ ≥ λଶ, большая и малая оси эллипса 
имеют длины 2ඥߢλଵ и 2ඥߢλଶ, соответственно. Если 
эллипс окружает область, включающую вектор слу-
чайных значений, распределенных по нормаль-
ному закону с вероятностью ܲ  , тогда из выражения 
(37) для случая на плоскости при n = 2 следует [16]: 

ߢ = −2ln(1 − ܲ). (46) 

Значения ߢ для n = 2 соответствуют определенным 
областям заданной вероятности (50 % ‒ 1,386; 60 % ‒
1,832; 70 % ‒ 2,408; 80 % ‒ 3,219; 90 % ‒ 4,605) [19]. 

Получив выражения для ܲ(ߢ) в (34‒38) и одно-
значно определив область эллипса оценки НГКР в 
(46), далее рассмотрим метрику КВО при позицио-
нировании ИРИ на плоскости. 

3.3. Оценка кругового вероятного отклонения 
Предположим, что двумерный вектор случайных 

значений, распределенных по нормальному за-
кону, описывает оценку местоположения ИРИ. В та-
ком случае, грубой, но относительно простой мет-
рикой точности позиционирования является КВО.  

КВО определяется как радиус окружности, центр 
которой совпадает со средним значением вычис-
ленной оценки, и содержит половину реализаций 
случайного вектора оценки ࢞ෝ. КВО ‒ мера неопреде-
ленности оценки местоположения ࢞ෝ относительно 
значения его математического ожидания ܧ[࢞ෝ].  

Если оценка является несмещенной, то КВО яв-
ляется мерой неопределенности оценки относи-
тельно истинного местоположения ИРИ. Если же 
величина смещения ограничена значением b, тогда 
с вероятностью 0,5 отдельно взятая оценка место-
положения находится в пределах b+CEP (где CEP ‒ 
КВО, от англ. Circular Error Probability) от истин-
ного местоположения ИРИ (рисунок 4). 

КВО

ИРИ

Вектор 
смещения

Отдельно
взятая
оценка

Средняя
оценка

 
Рис. 4. Геометрическая интерпретация метрики КВО  

Из определения КВО следует, что его значение 
можно найти, решив следующее уравнение: 
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1
2

= ඵ ෝ(ξ)݀ξଵ݀ξଶ݂࢞

ோ

, (47) 

где 
ܴ = {ξ: |ξ − | ≤  (48) .{ܲܧܥ

Аналогично (34), после поворота осей координат 
получаем выражение: 

1
2

=
1

2πඥλଵλଶ
ඵ exp ൭−

1
2


ζ

ଶ

λ

ଶ

 ୀ ଵ

൱ ݀ζଵ݀ζଶ

ோభ

, (49) 

где 
ܴଵ = ൛(ζଵ, ζଶ): (ζଵ

ଶ + ζଶ
ଶ)ଵ/ଶ ≤  ൟ, (50)ܲܧܥ

а значения λ заданы выражениями (44) и (45).   
Получив выражение (49) для КВО, далее рассмот-

рим метрики НГКР и КВО, использованные в имита-
ционном моделировании [17]. 

3.4. Вычисление метрики НГКР в имитационной 
модели 

НГКР является теоретическим нижним преде-
лом точности позиционирования и зависит от: а) 
геометрического расположения ПУ относительно 
ИРИ и друг относительно друга; б) дисперсии пер-
вичных измерений σ; в) количества измерений N. 
Для вычисления НГКР необходимо знать вектор ко-
ординат ПУ, вектор координат ИРИ ࢞ и функцию 
-определяемую используемым методом пози ,(࢞)ࢌ
ционирования (УМ и/или РДМ). НГКР может быть 
определена для различной размерности: при n = 1 
получается отрезок ошибок, при n = 2 ‒ эллипс 
ошибок, при n = 3 ‒ эллипсоид ошибок. 

Для имитационного моделирования рассмотрим 
оценку НГКР на плоскости. Величина и направле-
ние эллипса ошибки НГКР могут быть найдены из 
ковариационной матрицы P путем решения следу-
ющей задачи нахождения собственных значений: 

ࢄࡼ = λ(51) ,ࢄ 

где λ – собственное значение, а ࢄ – собственный 
вектор. При этом ковариационная матрица P за-
дана выражением (21). Ориентация полуосей эл-
липса ошибки задается собственными векторами, а 
величина - собственными значениям. Эти значения 
описываются матрицей D: 

ࡰ =  (52) ,ࡼ√ࢄ

где X – матрица собственных векторов, i-ый стол-
бец которой относится к i-му собственному вектору 
Xi; матрица P – диагональная матрица, заданная 
выражением (21), на главной диагонали которой 
расположены собственные значения λ, где λi – i-ое 
собственное значение.  

Таким образом, выражение для нахождения век-
тора, направленного в точку, лежащую на эллипсе 
ошибок, можно найти следующим образом: 

࢞(β)
൨(β)࢟ = ࡰ cos β

sin β ൨, (53) 

где β – угол по направлению к точке на единичной 
окружности.  

Пример эллипса ошибки НГКР и механизм его 
построения показан на рисунке 3. Ориентация эл-
липса задана векторами [x1, y1] и [x2, y2], а форма 
определяется величиной значений ඥߢλଵ и ඥߢλଶ 
(большая и малая полуоси эллипса). 

3.5. Вычисление метрики КВО в имитационной 
модели 

КВО вычисляется из соответствующих значений 
НГКР и может быть представлено в виде окружно-
сти ошибки (для плоскости). Для реализации вы-
числений метрики КВО, получим выражение из (49) 
путем перехода к полярным координатам и исполь-
зуя ζଵ = cos θ и ζଶݎ =   .sin θ [12]ݎ

Тогда выражение для КВО имеет вид:  

ܲ(ܴ, λଵ, λଶ) =
1

2πඥλଵλଶ
න න expݎ ቈ−

ଶݎ

2
ቆ

cosଶθ
λଵ

+
sinଶθ

λଶ
ቇ

େ



ଶ



 θ. (54)݀ݎ݀ 

Интегрируя (54) по r, получаем:  

ܲ(ܴ, λଵ, λଶ) =
1

2π
න ݀θ ቈexp ቆ−

ଶݎ

2
ቇ

 ୀ 

 ୀ ோ
ඥభୡ୭ୱమାమୱ୧୬మ

ଶ



= 1 −
2
π

න ݂(θ)݀θ


ଶ



, (55) 

где   ݂(θ) = exp ቆ−
ܴଶ

2(λଵcosଶθ + λଶsinଶθ)ቇ. (56) 

Так как f(θ) – периодическая аналитическая функция, значение (55) может быть найдено с довольно 
высокой точностью с использованием метода трапеций. Тогда значение КВО может быть найдено сле-
дующим образом: 

ܲ(ܴ, λଵ, λଶ) = 1 −
1
ܰ


1
2

݂(θ) +
1
2

݂(θே) +  ݂(θ)
ே ି ଵ

 ୀ ଵ

൩, (57) 

где θ = 
ே


ଶ

;     ݇ = 0, 1, 2, . . . , ܰ; N – количество делителей в интервале [0, π/2]. 
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Выражение (57) путем итеративных вычисле-
ний позволяет найти значение КВО с заданной точ-
ностью [17]. 

 
4. Имитационная модель оценки точности  
позиционирования 
4.1. Постановка задачи имитационного  
моделирования  

Рассмотрим реализуемые в имитационной мо-
дели методы позиционирования. Принцип действия 
РДМ представлен на рисунке 5а и заключается в из-
мерении дальности распространения сигнала, кото-
рая выражается через разность времени прихода 
сигнала на ПУ и определяется выражением: 

Δ ܶ =
Δ݀

ܿ
=

݀ − ݀

ܿ
, (59) 

݀ − ݀ = ඥ(ݔ − )ଶݔ − ݕ) − )ଶݕ − ݖ) − )ଶݖ −  

−ට൫ݔ − ൯ଶݔ − ൫ݕ − ൯ଶݕ − ൫ݖ −   ,൯ଶݖ

где i и j соответствуют двум различным ПУ; d – рас-
стояние от ИРИ до ПУ; c – скорость света; T – за-
держка распространения сигнала от ИРИ до ПУ; (x, 
y, z) – координаты ИРИ. При использовании дан-
ного метода предполагаемое местоположение ИРИ 
представляет собой точку пересечения гипербол, 
фокусы которых находятся в местах расположения 
ПУ [17]. Принцип действия УМ представлен на ри-
сунке 5б. В отличие от РДМ, где измеряют разность 
расстояния между несколькими ПУ, в УМ для опре-
деления местоположения ИРИ используют направ-
ление распространения сигнала. 

ПУ 2
(x2, y2, z2)

ПУ 1
(x1, y1, z1)

ИРИ
(x, y, z)

d2

d1

x

y

d1 - d2

ПУ 1
(x1, y1, z1)

ИРИ
(x, y, z)

x

y

θ

а) б) 
Рис. 5. Принцип действия РДМ (а) и УМ (б) 

Выражение для УМ (на плоскости) для угла при-
хода определяется следующим образом: 

θ = arctan ൬
ݔ − ݔ

ݕ − ݕ
൰ ݕ    , = ݕ + tan θ(ݔ −  ), (60)ݔ

где θ – угол между вертикальной осью y на плоско-
сти и позицией ИРИ. 

Принимая во внимание геометрические аспекты 
расположения ПУ на плоскости, для РДМ, в отличие 
от УМ, характерна симметрия относительно линии 
расположения (или движения) ПУ и, следовательно, 
зеркальное отображение местоположения ИРИ (ри-
сунки 6а, 6б). Это явление может быть устранено пу-
тем изменения траектории движения ПУ, использо-
вания не менее трех ПУ в стационарном режиме, а 
также ‒ УМ или его комбинации с РДМ (рисунок 6в). 
Кроме того, и для РДМ, и для УМ характерны области 
невозможности позиционирования (см. рисунки 6а‒
6в), что может быть устранено путем выбора траек-
тории, где ПУ не двигаются вдоль какой-либо из 
осей, например, по диагонали (рисунок 6г) [17]. 

v

Зеркальное
Отображение

ИРИ
ИРИ

Однозначное 
позиционирование
Позиционирование 
затруднено
Позиционирование 
невозможно

ПУ 1

ПУ 2

 

ИРИ

v

ПУ 1

ПУ 2

Зеркальное
Отображение

ИРИОднозначное 
позиционирование
Позиционирование 
затруднено
Позиционирование 
невозможно

 

ИРИ

Однозначное 
позиционирование
Позиционирование 
невозможно

ПУ 1

ПУ 2

v

 

ИРИ

v

ПУ 1

ПУ 2

Однозначное 
позиционирование
Позиционирование 
затруднено

а) б) в) г) 

Рис. 6. Области позиционирования ИРИ для РДМ при движении ПУ друг за другом (а), при равноудаленном параллельном 
движении ПУ по прямой (б), для УМ или комбинации РДМ-УМ при движении ПУ друг за другом (в) и для РДМ при  

равноудаленном параллельном движении ПУ по диагонали (г)

4.2. Условия имитационного моделирования 
В имитационном моделировании выполняется 

расчет значений НГКР и КВО в среде MATLAB с воз-
можностью задания предполагаемой траектории 
движения ПУ и метода позиционирования (РДМ или 
УМ) или их комбинации. Следует подчеркнуть, что 
выполняется не оценка местоположения ИРИ (оно 
известно), а оценка пределов точности ОМП ИРИ на 
плоскости по метрикам НГКР и КВО. 

Допустим, что исследуемая модель является мо-
делью с выборочной средней оценкой [18], т. е. за-
дана выражением (5), а первичные измерения РДМ 
и УМ являются средними значениями, полученными 
за период измерения, и имеют одинаковые диспер-
сии для всех измерений. Предположим, что вели-
чина дисперсии для РДМ равна (50 нс)2, а для УМ – 
(2о)2. Установим максимальное время наблюдения 
равным 5 мин, а максимальную скорость – 30 м/с. 
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Максимальное расстояние, на которое может пере-
меститься ПУ за время наблюдения, равно 9 км. Мак-
симальное расстояние за один период измерения со-
ставляет 60 м, а максимальное количество периодов 
измерений – 150. Значения исходных данных, ис-
пользованных в имитационном моделировании, 
приведены в таблице 2. По предлагаемому в модели 
сценарию ПУ могут быть расположены на различ-
ных расстояниях друг от друга, могут быть непо-
движны и/или двигаться по определенной траекто-
рии по отношению к ИРИ. В модели для анализа РДМ 
необходимо наличие как минимум двух ПУ, а для УМ 
достаточно одного. Таким образом, для УМ модели-
рование выполнено для одного и двух ПУ. В случае 
УМ с одним ПУ и РДМ, для определения местополо-
жения ИРИ, ПУ необходимо пройти некоторое рас-
стояние. Для УМ с более чем одним ПУ и комбинации 
РДМ-УМ, движение ПУ необязательно, и они могут 
быть неподвижны весь период измерения. Также 
предполагается, что ИРИ неподвижен на протяже-
нии всего периода измерений. 

ТАБЛИЦА 2. Исходные данные для моделирования 

Параметр Значение 

Период измерения, с 2 
Максимальное время наблюдения, мин 5 
Максимальное количество периодов  
измерений 150 

Максимальная скорость ПУ, м/с 30 
Максимальное расстояние  
за один период измерения, м 60 

Максимальное расстояние  
за время наблюдения, км 9 

Дисперсия (РДМ), (нс)2 50 
Дисперсия (УМ), (o)2 2 

Каждое вычисление происходит для одной пози-
ции ИРИ, m позиций ПУ и N измерений с соответ-
ствующими дисперсиями. Позиция ПУ может быть 
одной и той же для всех m (стационарный случай), 
либо меняться для разных m (случай движения ПУ). 
Количество периодов измерений равно количеству 
позиций ПУ m, в то время как количество измере-
ний равно или больше, чем количество позиций ПУ, 
т. е. N ≥ m, в зависимости от использованных мето-
дов позиционирования (или их комбинации). Та-
ким образом, комбинация РДМ и УМ (2 ПУ) дает три 
измерения на каждую позицию ПУ, т. е. N = 3m.  

Исходные данные имитационного моделирова-
ния включают: координаты ИРИ (xe, ye); ПУ1 (x1, y1); 
ПУ2 (x2, y2); дисперсии σ2 для каждого из измеряе-
мых параметров (разница времени прихода сигна-
лов для РДМ и угол прихода сигнала для УМ). Ре-
зультаты имитационного моделирования вклю-
чают: радиус КВО для определенного местоположе-
ния ИРИ; длина большой и малой полуосей эллипса 
ошибки НГКР для определенной позиции ИРИ. 

Результаты имитационного моделирования пред-
ставлены в виде кривых контуров КВО, где каждая 
точка контура представляет собой значение радиуса 
КВО (для вероятности 50 %) в метрах на различных 
интервалах: [1 м, 2 м, …, 10 м], [10 м, 20 м, …, 100 м] и 
так далее (рисунок 8). Начальные и конечные коорди-
наты ПУ обозначены квадратами зеленого и красного 
цвета соответственно, при этом показаны только 
начальные и конечные положения. Линиями разного 
цвета обозначены траектории движения ПУ. 

Для вычисления оценки с использованием мет-
рики КВО, в модели используется матрица позиций 
ИРИ, каждый элемент которой – это вектор коорди-
нат предполагаемого местоположения ИРИ (сетка с 
шагом 1 км между соседними точками). Таким об-
разом, значения радиуса КВО рассчитаны в различ-
ных местоположениях ИРИ внутри области 
200 х 200 км вокруг ПУ. В зависимости от получен-
ных значений радиуса КВО, были построены кон-
туры КВО, показывающие точность позициониро-
вания, которая может быть получена в различных 
точках вокруг ПУ.  

Для вычисления оценки с использованием мет-
рики НГКР используется вектор значений угла до 
точки окружности определенного радиуса предпо-
лагаемого местоположения ИРИ, из которого вы-
числяются координаты ИРИ (рисунок 7). 

 
Рис. 7. Пример расчета эллипсов НГКР  

(величина эллипсов искусственно увеличена в 10 раз) 

Были проанализированы пределы точности по-
зиционирования по метрикам НГКР и КВО для РДМ, 
УМ и их комбинации (рисунок 8) для следующих 
траекторий движения ПУ: прямая, ломаная (пило-
образная), зигзагообразная, круговая, друг за дру-
гом. При движении ПУ расстояние между соседними 
ПУ составляет 10 км. Результаты моделирования 
сведены в таблицу 3.  

В дальнейшем, для анализа движения ПУ, обозна-
чим линии движения ПУ на рисунках 6а и 6б как вер-
тикальную линию движения ПУ и горизонтальную 
линию движения ПУ, соответственно. 
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 а)  

 б)  

 в)  

 г)  

 д)  
Рис. 8. КВО и НГКР при равноудаленном движении ПУ по прямой (а), ломаной (б), зигзагообразной (в), круговой (г),  

друг за другом по прямой (д) траектории для РДМ, УМ и комбинации РДМ-УМ 
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ТАБЛИЦА 3. Сравнение пределов точности различных методов позиционирования (РДМ/УМ/РДМ-УМ) 

Траектория Зеркальность 
Линия  

неоднозначности  
позиционирования 

Количе-
ство 
ПУ 

Точность позиционирования, м 

10 км 50 км 100 км 

По кругу Нет/Нет/Нет 0/0/0 2/2/2 10/100/30 3000/2000/1000 30000/7000/7000 
Равноудаленно Нет/Нет/Нет 2/0/0 2/2/2 20/100/20 300/2000/300 1000/6000/1000 
Друг за другом Да/Нет/Нет 1/1/1 2/2/2 20/100/20 300/2000/300 1000/6000/1000 
Зигзаг Нет/Нет/Нет 1/0/0 2/2/2 20/100/10 400/2000/600 2000/7000/2000 
Пилообразно Нет/Нет/Нет 1/0/0 2/2/2 20/100/20 300/2000/300 1000/6000/1000 
Стационарно /Нет/Нет /1/1 /2/2 /50/50 /1000/1000 /3000/3000 
По прямой /Нет/Нет /1/1 /1/1 /300/300 /2000/2000 /20000/20000 

Анализ контуров КВО для РДМ (см. ри-
сунки 8а и 8д) показывает, что контуры КВО сим-
метричны относительно вертикальной и горизон-
тальной линий движения ПУ. При этом точность 
ОМП на вертикальной линии ПУ низкая, а относи-
тельно горизонтальной линии ОМП невозможно из-
за стремления ошибки к бесконечности (что под-
тверждает предположения на рисунке 6). Использо-
вание более сложной траектории движения ПУ (см. 
рисунки 8б и 8в), УМ или комбинации РДМ-УМ поз-
воляет избавиться от низкой точности или невоз-
можности ОМП относительно вертикальной и гори-
зонтальной линий движения ПУ. 

Точность позиционирования означает макси-
мальное значение радиуса КВО в точках пересечения 
контуров КВО и окружности, радиус которой равен 
одной из трех величин (см. таблицу 3): 10, 50 или 100 
км. Полученные значения точности позиционирова-
ния показывают, что наименее предпочтительной 
траекторией движения для двух ПУ является круго-
вая, а также движение одного ПУ по прямой с исполь-
зованием УМ (при увеличении расстояния точность 
позиционирования сильно снижается по сравнению 
с другими траекториями). Наилучшие результаты с 
точки зрения точности показали более сложные тра-
ектории, такие как пилообразная и зигзаг. 

Исходя из полученных результатов (см. рисунок 8) 
видно, что метрика эллипсов НГКР в большинстве 
случаев применима только на небольшом расстоя-
нии от ПУ, а в некоторых случаях, при наличии обла-
сти неоднозначности/невозможности позициониро-
вания, неприменима вовсе (см. рисунок 8д). При уве-
личении расстояния ИРИ от ПУ данная метрика те-
ряет свою информативность, т. к. коэффициент сжа-
тия эллипса, равный отношению полуосей эллипса, в 

некоторых случаях стремится к нулю. Особенно это 
касается областей неоднозначного или невозмож-
ного позиционирования, в то время как значение 
контуров КВО с увеличением расстояния ИРИ от ПУ 
позволяет получить значение оценки точности неза-
висимо от расстояния. 

Несмотря на то, что в большинстве случаев ощу-
тимого выигрыша в точности от использования 
комбинации РДМ-УМ нет, применительно к более 
сложным траекториям движения (зигзаг и пилооб-
разная траектории), подобное сочетание позво-
ляет избавиться от областей неоднозначности или 
невозможности позиционирования (не увеличивая 
при этом количество ПУ), что может быть исполь-
зовано при синтезе топологии движения БПЛА. 

 
5. Выводы 

Полученные результаты (см. рисунок 8) показы-
вают, что выбор комбинации методов влияет, во-
первых, на наличие области, где определение место-
положения невозможно и, во-вторых, на достижи-
мую точность позиционирования. Результаты моде-
лирования (см. таблицу 3), позволяют сделать вывод 
о том, что использование комбинации РДМ и УМ вме-
сте с выбором траектории движения позволяет не 
только улучшить точность позиционирования, но и 
избавиться от областей неоднозначного/невозмож-
ного определения местоположения. Анализ метрик 
показал, что на больших расстояниях целесообраз-
нее использовать именно КВО, т. к. оно дает более 
полную картину о пределах точности, а оценка эл-
липсов НГКР представляет интерес только в опреде-
ленных точках и утрачивает информативность на 
больших расстояниях. 
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Аннотация: Рассматривается аудиосигнал с вложением информации при помощи модуляции времени 
задержки реверберации. Хотя стегосистема такого вида обычно может использоваться для вложения 
цифровых водяных знаков, обеспечивающих защиту прав собственников аудиопродукции, но в некоторых 
случаях может представлять интерес обнаружение самого факта погружения дополнительной 
информации – то есть стегоанализ. 
В работе показывается, что слуховое обнаружение, а также обнаружение по виду аудиосигнала оказыва-
ется невозможным при малых амплитудах вложения. Поэтому предлагается новый метод обнаружения, 
основанный на специфике реверберационной модуляции. Исследуется эффективность данного метода в 
обычных терминах стегоанализа (вероятность пропуска и ложного обнаружения стегосигнала). 
 
Ключевые слова: стегосистема, реверберация аудиосигнала, стегоанализ, кепструм, корреляционный 
анализ. 

 
1. Введение 

Технология использования цифровых водяных 
знаков (ЦВЗ) является одним из наиболее эффек-
тивных методов обеспечения прав собственности 
на аудиопродукцию. 

Действительно, если в некоторый аудиообъект 
предварительно произведено вложение информа-
ции, идентифицирующей его собственника, то впо-
следствии, если этот продукт оказывается неле-
гально выложенным, например, в Интернете или 
поступает в продажу через пиратские каналы, то 
собственник продукта, отследив при помощи мо-
ниторинга присутствие своего ЦВЗ, может обра-
титься в суд с целью возмещения убытков. Подоб-
ная практика широко рекламируется американ-
ской компанией Digimark, которая предлагает об-
служивание для собственников аудиопродуктов. 

Как правило, техника вложения ЦВЗ является 
открытой, т. е. любые пользователи могут обна-
ружить присутствие вложения и даже извлечь его. 
При разработке ЦВЗ ставится только задача обес-

печения стойкости относительно его удаления 
нелегитимным пользователем. Однако, в некото-
рых случаях подобную технику можно использо-
вать и для скрытного вложения информации, тем 
более что она устойчива также и к такой относи-
тельно легкой атаке на стегосистемы, как «слепое 
удаление», когда стегоаналитик не может досто-
верно обнаружить присутствие стеганограммы 
(СГ), но пытается удалить возможные вложения 
без искажения аудиофайла. Поэтому может по-
явиться задача обнаружения СГ в аудиофайлах, 
устойчивых к «слепому» удалению. 

Известно несколько методов вложения ЦВЗ 
(или СГ) в аудиофайлы: вложение в наименьшие 
значащие биты (НЗБ), использование широкопо-
лосных сигналов (ШПС) [1], фазовая модуляция 
(ФМ) [2, 3], добавление эхо-сигналов (ЭС). Однако, 
НЗБ и ШПС приводят к заметным искажениям ис-
ходного аудиосигнала, т. е. покрывающего объекта 
(ПО), а методы ФМ и ЭС недостаточно устойчивы к 
удалению ЦВЗ даже без заметного искажения ПО. 

https://tuzs.sut.ru/
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Наиболее эффективным методом вложения ЦВЗ 
в аудиосигналы можно считать методы, основан-
ные на модуляции реверберации. Один из таких 
методов описан и исследован в работе [5]. Настоя-
щая статья посвящена методу обнаружения таких 
ЦВЗ, рассматриваемых как СГ. Она структурирова-
на следующим образом: в разделе 2 описан метод 
вложения информации, предложенный в [5]. В раз-
деле 3 предложен метод стегоанализа, пригодный 
для данной СГ. В разделе 4 эффективность такого 
метода исследована при помощи моделирования. 
Заключение суммирует основные результаты ра-
боты и формулирует перспективные, на наш 
взгляд, направления дальнейших исследований.       

 
2. Описание метода вложения ЦВЗ  
в аудиофайлы, основанного  
на модуляции реверберации  

Заметим, что, прежде всего, выбор метода ре-
верберации для вложения не является случайным. 
Дело в том, что если производить модуляцию ре-
верберации по задержке, т. е. на интервале вложе-
ния одного бита ЦВЗ использовать фильтры со 
сложной импульсной реакцией, но отличающиеся 
при вложении нуля и единицы только задержкой, 
то при выборе определенных параметров вложе-
ния (амплитуды, задержки и длительности бито-
вых интервалов) это не приводит к заметному на 
слух искажению основного аудиосигнала. 

Предположим, что ПО является файлом, содер-
жащим цифровой аудиосигнал S(n), n = 1, 2, …, N, 
где N0 – объем файла в формате WAV на интервале 
вложения одного бита при скорости квантования 
сигнала 44,1 кГц и амплитудах отсчетов, представ-
ленных 16-ти битными последовательностями. 
Тогда, указанный выше метод вложения ЦВЗ мо-
жет быть описан следующей формулой: 

𝑍(𝑛) = S(𝑛) ∗ ℎ𝑏(𝑛),    n = 1, 2, ..., N,   𝑏 ∈ {0, 1}, (1) 

где 𝑍(𝑛) – сигнал после вложения; S(𝑛) – аудиосиг-
нал до вложения, называемый покрывающим объек-
том (ПО); ℎ𝑏(𝑛) – импульсная характеристика филь-
тра, зависящая от вкладываемого бита b; * – опера-
ция свертки двух цифровых сигналов. 

Для того, чтобы избежать искажений аудиосиг-
налов, возникающих из-за переходных процессов 
между различными фильтрами, в работе [5] была 
использована «сглаживающая» функция. Как уже 
отмечалось ранее, импульсные реакции (ИР) 
фильтров, соответствующие вложению нуля ℎ0(𝑛) 
и единицы ℎ1(𝑛), имеют сложную структуру, но 
отличаются только задержкой. Пример таких ИР 
показан на рисунке 1. 

Применение комплексного кепстрального пре-
образования к обеим частям равенства (1) дает 
следующий результат [6]: 

𝑍(𝑛) = �̃�(𝑛) + ℎ̃𝑏(𝑛),   n = 1, 2, ..., N,   𝑏 ∈ {0, 1}, (2) 

где «�̃�» означает кепстральное преобразование, 
соответствующее сигналу 𝑥(n): 

�̃�(𝑛) =
1

𝑁
∑ (log(𝑥'(𝑘)) + jΘ(𝑘)) 𝑒

2πjnk
𝑁

𝑁−1

k = 0

, (3) 

где 𝑥'(𝑘) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−
2πjnk

𝑁𝑁−1
k = 0 ; 𝑥'(𝑘) – амплитуда сиг-

нала; Θ(𝑘) – фаза сигнала; 𝑖 = √−1. 
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Рис. 1. Импульсная характеристика фильтров  
для бита «1» (а) и для бита «0» (б) 

Преимущество кепстрального преобразования 
(2) перед представлением в виде свертки (1) со-
стоит в том, что если �̃�(𝑛), n = 1, 2, …, N, можно ап-
проксимировать гауссовскими i.i.d.-величинами 
(от англ. Independent and Identically-Distributed), 
то оптимальный приемник, выделяющий бит b на 
каждом битовом интервале, будет иметь вид кор-
реляционного приемника [5]: 

𝑏 = Arg
max

𝑏 ∈ (0,1) ∑ 𝑍(𝑛)ℎ̃𝑏(𝑛)

𝑁0

𝑛=1

. (4) 

Если бы форма импульсной реакции ℎ(𝑛) =
= ℎ0(𝑛),  n = 1, 2, ..., 𝑁𝑓 была известна стегоаналити-

ку, то, воспользовавшись правилом (4), он мог бы 
выделить вложенную информацию по данному 
правилу, как это делают легальные пользователи. В 
случае отсутствия шифрования информации для 
вкладываемых сообщений было бы возможно об-
наружение СГ при выделении смысловых сообще-
ний. Если бы собственник СГ (ЦВЗ) производил 
стойкое шифрование сообщений перед их вложе-
нием, то стегоаналитик мог бы использовать метод 
обнаружения СГ, основанный на NIST-тестах, опи-
санный в работе [7]. Более того, стегоаналитик, да-
же в случае отсутствия уверенности в обнаружении 
СГ мог бы выполнить удаление этого вложения без 
искажения аудиосигнала, используя «обратные 
фильтры», метод построения которых подробно 
описан в [8].   

Однако, если ИР ℎ(𝑛) является секретной функ-
цией, и поэтому она неизвестна стегоаналитику, 
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то он не может применить упоминавшиеся выше 
методы стегоанализа. Конечно, предполагается, 
что для цифровых ИР ℎ(𝑛) количество их возмож-
ных вариантов должно быть непереборным. Заме-
тим, что это условие не является слишком обре-
менительным. Действительно, если типичная 
длина ИР соответствует «комнатному импульсу» 
[9], который сохраняет высокое качество аудио-
сигнала и равен примерно 180 отсчетам, то, пред-
полагая, что амплитуда ИР соответствует пример-
но 20 % от максимальной амплитуды аудиосигна-
ла, мы получим, что количество уровней кванто-
вания ИР будет примерно 13107, что приводит 
примерно к 1,4 ∗ 10741 различным вариантам ИР 
[5] и является нереализуемым значением для ата-
ки «прямого перебора». 

Удаление вложения без заметного искажения 
аудиосигнала при неизвестной ИР ℎ(𝑛) так же ока-
зывается невозможным, как это было показано в 
работе [5] при помощи введения дополнительных 
коротких импульсов в ИР фильтров. Разработка 
метода стегоанализа для описанной выше стего-
системы оказывается актуальной задачей. 

 
3. Метод обнаружения СГ, использующей  
модуляцию реверберации по задержке 

Идея обнаружения данной СГ основана на сле-
дующем свойстве сигналов после вложения: ИР, 
применяемые для вложения нулей и единиц, 
фильтров, отличаются только задержкой. Однако, 
расположение битовых интервалов, соответству-
ющих вложенным нулям и единицам априори не-
известно. Если вложение не производилось, то в 
аудиосигнале может присутствовать отклик «ком-
натного импульса», но его модуляция по задержке 
будет отсутствовать. 

Из данного свойства можно сделать следующие 
выводы, которые в дальнейшем будут использо-
ваться для обнаружения данного вида СГ: 

1) корреляция некоторого начального («эталон-
ного») блока отсчетов кепструма на битовом ин-
тервале и какого-либо другого последующего бло-
ка на другом битовом интервале (при совпадении 
вложений на «эталонном» и текущем интервале) 
будет близка к единице; 

2) отсутствует корреляция между кепструмами 
«эталонного» и текущего блока (если вложения на 
них не совпадают); 

3) при равной вероятности нулей и единиц во 
вложении (при шифровании вложенных бит) ве-
роятности 1-го и 2-го случая будут одинаковыми.  

Казалось бы, можно определить наличие корре-
ляции между блоками, сравнивая ее значения с 
некоторым заданным порогом: 

𝑅Э = ∑ 𝑍Э̃(𝑛)𝑍Т̃(𝑛)

𝑁0

𝑛 = 1

⩾ λ, (5) 

где 𝑍Э̃(𝑛) – отчеты кепструма «эталонного» блока; 
𝑍Т̃(𝑛) – отчеты кепструма текущего блока; N0 – 
длина битового интервала; λ > 0 – заданный порог. 

Однако, выбор оптимального порога при вариа-
тивности уровня аудиосигнала оказывается весь-
ма затруднительным. Потому в настоящей работе 
предложен метод обнаружения, основанный на 
кличестве появления максимумов при введении (и 
невведении) задержки для отсчетов кепструма 
текущего и «эталонного» интервала: 

𝑅(𝑏Э, 𝑏Т) = ∑ 𝑍Э̃(𝑛 + 𝑏Э𝑁З)𝑍Т̃(𝑛 + 𝑏Э𝑁З)

𝑁0

𝑛 = 1

, (6) 

где 𝑍Э̃() – отчеты кепструма сигнала на эталонном 
блоке; 𝑍Т̃() – отчеты кепструма сигнала на теку-
щем блоке; bЭ = 0, если нет задержки на «эталон-
ном» интервале; bЭ = 1, если введена задержка на 
«эталонном» интервале; bТ = 0, если нет задержки 
на текущем интервале; bТ = 1, если введена за-
держка на текущем интервале; NЗ – величина за-
держки (в количестве отсчетов). 

При этом мы исходим из весьма правдоподобной 
гипотезы, что R(bЭ, bТ) по (6) для любого «эталонно-
го» и текущего битовых интервалов при совпа-
дающих символах вложения будут больше, чем ана-
логичные величины при несовпадающих символах. 

В таблице 1 представлены возможные случаи 
появления максимумов корреляций R(bЭ, bТ) в за-
висимости от состояния «эталонного» (ЭИ) и те-
кущего (ТИ) битового интервалов, а также вводи-
мых (или нет) задержек на этих интервалах. Без 
потери общности предполагается, что при вложе-
нии «1» задержка ИР отсутствует, а при вложении 
«0» эта задержка присутствует. 

Можно видеть, что отсутствие задержек для 
«эталонного» и текущего интервалов всегда приве-
дет к тому же результату, что и наличие задержек 
для обоих интервалов, и потому достаточно рас-
смотреть только три варианта (bЭ, bТ) = {00,01 и 10}. 

Предполагая, что при наличии стойкого шифро-
вания вложенной информации, когда вероятность 
вложения нулей и единиц одинакова, мы получим 
среднее количество максимумов в зависимости от 
состояния «эталонного» интервала и выбранных 
задержек на «эталонном» и текущем интервалах, 
которое представлено в таблице 2, где M – общее 
количество анализируемых битовых интервалов b. 

Если же анализу подвергается аудиосигнал без 
вложения, то очевидно, что при выборе текущего 
интервала, достаточно удаленного от «эталонно-
го», максимум функции (6) будет располагаться 
случайно и равновероятно, в зависимости от аргу-
мента (bЭ, bТ), что и представлено в таблице 3. Так-
же в этой таблице показаны средние значения ко-
личества максимумов (СКМ) в случае, когда анали-
зируется аудиосигнал без модуляции по задержке 
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реверберационного фильтра (например, когда ИР-
фильтры соответствуют «комнатному импульсу»). 
 
ТАБЛИЦА 1. Наличие или отсутствие максимумов функции (6) 

№ 

Состояние 
интервала 

Введена (1), или нет 
(0) задержка 

Наличие (+) 
или отсутствие 
(–) максимума ЭИ ТИ ЭИ ТИ 

1 1 1 

0 0 + 

0 1 - 

1 0 - 

2 1 0 

0 0 - 

0 1 - 

1 0 + 

3 0 1 

0 0 - 

0 1 + 

1 0 - 

4 0 0 

0 0 + 

0 1 - 

1 0 - 

 
ТАБЛИЦА 2. Среднее количество максимумов функции (6) в 

зависимости от состояния ЭИ 
и вводимых задержек на ЭИ и ТИ 

Вводимая задержка СКМ 

bЭ bТ «0» на ЭИ «1» на ЭИ 

0 0 М/2 М/2 

0 1 0 М/2 

1 0 М/2 0 

 
ТАБЛИЦА 3. СКМ функции (6) в зависимости от задержек 
(bЭ, bТ) для аудиосигнала без вложения и аудиосигнала с 

реверберацией без модуляции 

Вектор (bЭ, bТ) 
СКМ при отсутствии 

вложения 

СКМ при наличии ре-
верберации без моду-

ляции 

0 0 М/3 М 

0 1 М/3 0 

1 0 М/3 0 

Наблюдая результаты, представленные в таб-
лицах 1–3, можно предложить следующее логиче-
ское правило обнаружения рассматриваемой СГ, 
которое показано ниже: 

((𝑆(0, 0) ≈ 𝑆(0, 1)) ∩ (𝑆(1, 0) ≪ 

≪ 𝑆(0, 1)) ∪ (𝑆(0, 0) ≈ (7) 

≈ 𝑆(1, 0)) ∩ (𝑆(0, 1) ≪ 𝑆(1, 0))), 

где S(i, j) – количество максимумов в зависимости 
от вектора (bЭ, bТ) = (i, j); «∪» – логическое «или»; 
«∩» – логическое «и». 

Если правило (7) выполняется, то вложение 
присутствует, иначе – вложение отсутствует. 

Поскольку условия, показанные в (7), являются 
«нечеткими», то в упрощенном варианте (т. е. не 

вдаваясь в «теорию нечетких множеств»), можно 
для уточнения выбрать некоторые пороги α, β, 
которые определяются экспериментально. Тогда 
правило решения о наличии или отсутствии СГ 
принимает следующий вид: 

((|𝑆(0, 0) − 𝑆(0, 1)| ⩽ α) ∩ (|𝑆(1, 0) − 𝑆(0, 1)| ⩾ β) ∪ 
(8) 

(|𝑆(0, 0) − 𝑆(1, 0)| ⩽ α) ∩ (|𝑆(0, 1) − 𝑆(0, 1)| ⩾ β)). 

Если правило (8) выполняется, то вложение 
присутствует, иначе – вложение отсутствует. 

Хотя из правила решения (8) видно, что для его 
использовани придется предварительно выбрать 
пороговые значения, от которых мы в начале этой 
работы отказались. Однако ожидается, что эти по-
роги не окажутся весьма чувствительными к ве-
личине аудиосигнала и амплитуде вложения, по-
тому что их экспериментальный выбор значи-
тельно упрощается. 

 
4. Экспериментальные исследования метода  
обнаружения стегосигнала 

В таблице 4 приведены результаты экспери-
ментального исследования функции (6) в зависи-
мости от вектора аргумента (bЭ, bТ) для различных 
музыкальных композиций и вложения с модуля-
цией реверберации с различными амплитудами 
вложения. 

ТАБЛИЦА 4. Средний процент присутствия максимумов 
функции (6) при различных векторных аргументах (bЭ, bТ) 

Музыкальная 
композиция 

Амплитуда  
вложения 

(bЭ, bТ), % 

(0,0) (0,1) (1,0) 

Mell, 
«Red Fraction» 

Без вложения 33,5 35,5 31 

0,5 51 43,5 5,5 

0,3 48 43 9 

О. Анофриев, 
«Есть только миг» 

Без вложения 38,5 50 11,5 

0,5 53 36,5 10,5 

0,3 56 32 12 

В. Высоцкий,  
«Песенка  
сентиментального 
боксера» 

41 % 35 24 41 

35 % 44 21 35 

34,5 % 46 19,5 34,5 

Кипелов,  
«Я свободен» 

Без вложения 37,5 40,5 30 

0,5 49 40,5 10,5 

0,3 50 46 4 

Видно, что результаты эксперимента качествен-
но соответствуют данным, представленным в таб-
лице 2, хотя количественно они имеют значитель-
ный разброс, что объясняется случайной погреш-
ностью и недостаточным объемом статистики. 

В таблице 5 представлены результаты экспери-
мента для случая использования одного постоян-
ного реверберационного фильтра без модуляции 
задержки с выбором различных «эталонных ин-
тервалов».  
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ТАБЛИЦА 5. Средний процент максимумов при различных 
векторах аргумента (bЭ, bТ) при использовании постоянного 

реверберационного фильтра  

Музыкальная  
композиция 

Эталонный  
интервал 

(bЭ, bТ), % 

(0,0) (0,1) (1,0) 

Mell, 
«Red Fraction» 

25 75 18 7 

35 83 3 14 

О. Анофриев, 
«Есть только миг» 

25 70 7 23 

35 60 21 19 

В. Высоцкий, 
«Песенка сентимен-
тального боксера» 

25 38 3 59 

35 50 38 12 

Кипелов,  
«Я свободен» 

25 71 19 10 

35 73 10 17 

Scorpions,  
«Still Loving You» 

25 75 15 10 

35 69 13 18 

Результаты таблицы 5 также качественно соот-
ветствуют данным таблицы 2. Для проверки эф-
фективности алгоритма обнаружения были вы-
браны оптимальные значения α, β формулы (8) и 
проверено решение по этому правилу. 

Количество музыкальных композиций было 
выбрано равным 20, хотя, конечно, этого недоста-
точно, чтобы получить надежные результаты. Од-
нако по нему уже можно судить о работоспособно-
сти предложенного метода. Результаты экспери-
мента приведены в таблице 6. 

 

ТАБЛИЦА 6. Экспериментальные результаты по расчету ве-
роятности пропуска СГ и вероятности ложного обнаружения  

Максимальная  
амплитуда  
вложения 

Вероятности  
пропуска СГ (Pпр), % 

Вероятности лож-
ного обнаружения 

(Pло), % 

0,5 8 6 

0,3 16 11 

 
5. Заключение 

В статье предложен метод обнаружения пер-
спективной системы ЦВЗ для аудиосигналов с мо-
дуляцией по задержке реверберационного филь-
тра. Поскольку непосредственное (слуховое) обна-
ружение вложенной таким способом СГ оказыва-
ется затруднительным, в частности, вследствие 
высококачественного вложения ЦВЗ, то решение 
задачи обнаружения предложенным в статье ме-
тодом является весьма актуальным. 

Эксперименты показали, что предложенный ме-
тод обнаружения СГ можно признать вполне рабо-
тоспособным, хотя характеристики обнаружения и 
не являются идеальными. Впрочем, это обстоятель-
ство может быть объяснено и тем фактором, что 
рассматриваемая система ЦВЗ оказалась достаточ-
но устойчивой к обнаружению. 

В дальнейшем представляется целесообразным 
уточнение и адаптация к амплитуде погружения 
порогов обнаружения α, β, используемых в алго-
ритме обнаружения, а также уточнение характе-
ристик обнаружения при помощи увеличения 
объема ПО для проведения стегоанализа. 
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Аннотация: Современные системы беспроводной связи все активнее стремятся использовать диапазон 
миллиметровых радиоволн. Следовательно, возникает необходимость в разработке надежных методов 
расчета характеристик распространения волн указанного диапазона в различных условиях. В данной ра-
боте исследуется возможность использования детерминированных методов, основанных на численном 
решении волнового уравнения. Данный подход позволяет рассчитывать и визуализировать такие эффек-
ты, как дифракция, рассеяние, затухание и рефракция радиоволн. При этом учитывается конкретная 
пространственная структура канала распространения. Используется хорошо зарекомендовавший себя 
метод параболического уравнения. Рассмотрены современные подходы к численному решению параболи-
ческого уравнения и особенности их применения к распространению миллиметровых волн. Приведены чис-
ленные примеры для различных условий распространения. 
 
Ключевые слова: распространение волн, радиоканал, миллиметровые волны, параболическое уравнение, 
сети связи пятого поколения. 

 
1. Введение 

Стремительный рост объема передаваемой ин-
формации по беспроводным каналам связи создает 
серьезные вызовы для разработчиков нового поко-
ления беспроводных систем [1]. Современные ме-
тоды беспроводной передачи данных, работающие 
в дециметровом и сантиметровом диапазоне, уже 
серьезно приблизились к теоретическим пределам 
пропускной способности. По всей видимости, са-
мым перспективным способом увеличения про-
пускной способности канала связи является увели-
чение рабочей частоты и переход в миллиметро-
вый диапазон. Большинство выдвигаемых сообще-
ством требований к сетям пятого поколения могут 
быть удовлетворены только в миллиметровом 
диапазоне. Это, в свою очередь, приведет к резкому 
росту числа базовых станций. Проникновение си-
стем связи в новый частотный диапазон требует 
новых подходов к частотно-территориальному 
планированию и оптимизации сетей [2]. 

В настоящее время миллиметровые волны ши-
роко используются в спутниковой и радиорелей-
ной связи. Благодаря характерному размеру, для 

миллиметровых волн можно конструировать ком-
пактные антенны c большим числом элементов, 
что позволяет эффективно использовать техноло-
гию формирования направленного луча и прост-
ранственное разделение каналов. Несомненным 
преимуществом миллиметрового диапазона явля-
ется возможность использования широких кана-
лов. Вместе с тем, необходимо перечислить серь-
езные недостатки, препятствующие использова-
нию данного диапазона в телекоммуникациях [3]: 
сильное затухание в атмосфере; зависимость от 
погодных условий; слабое проникновение внутрь 
препятствий; слабая дифракция вокруг препят-
ствий; сложности в разработке и производстве 
соответствующей аппаратуры. 

Неблагоприятные погодные условия, такие как 
дождь, снег или туман, могут спровоцировать 
сильные потери при распространении и повлиять 
на производительность систем связи, основанных 
на миллиметровых волнах. Установка данных си-
стем в условиях городской застройки требует уче-
та дифракционных эффектов. Сильное затухание 
внутри препятствий будет серьезно влиять на ра-
диопокрытие внутри помещений. 
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Несмотря на указанные сложности, было прове-
дено значительное число исследований, которые 
установили принципиальную возможность широ-
кого применения миллиметровых волн в беспро-
водной связи [4, 5]. Эксперименты прояснили мно-
гие фундаментальные и прикладные вопросы. Тем 
не менее, все еще существуют определенные про-
белы в понимании особенностей распространения 
волн рассматриваемого диапазона.  

Проведение натурных экспериментов ограни-
чено высокой стоимостью оборудования и ошиб-
ками измерений. Вместе с тем, использование мо-
делей распространения и соответствующих про-
граммных комплексов может помочь в планирова-
нии, развертывании и использовании беспровод-
ных сетей. Моделирование потерь в радиоканале 
широко используется для планирования сетей мо-
бильной связи [6] и интернета вещей [7], расчета 
зон покрытия широковещательных станций [8], 
оценки дальности связи с самолетами и беспилот-
ными аппаратами [9]. Полноценная модель рас-
пространения должна учитывать сложные особен-
ности среды, такие как профиль ландшафта зем-
ной поверхности, наличие вертикальных препят-
ствий в виде домов и растительности, погодные 
условия.  

Все разнообразие существующих моделей по-
терь в радиоканале сводится к двум категориям: 
детерминированные методы и эмпирические ме-
тоды [6]. Эмпирические методы основаны на ста-
тистическом анализе результатов измерений и 
некоторых нестрогих рассуждениях. Они хорошо 
подходят для быстрого и оценочного вычисления 
потерь в радиоканале. Как правило, они обеспечи-
вают высокую скорость расчетов, в связи с чем 
более часто используются на практике. Однако их 
предсказания не всегда дают удовлетворитель-
ный результат. Кроме того, каждая эмпирическая 
модель имеет свои границы применимости как по 
рабочим частотам, так и по условиям распростра-
нения. В частности, модели, которые разрабаты-
вались для дециметровых или сантиметровых 
волн, оказываются неприменимы в миллиметро-
вом диапазоне. Таким образом, возникает необхо-
димость в разработке новых моделей. 

В отличие от эмпирических, детерминирован-
ные методы основаны на строгой электромагнит-
ной теории и решении уравнений Максвелла. Это 
обстоятельство позволяет значительно повысить 
точность прогнозов. Такие эффекты, как интерфе-
ренция, дифракция, обратное рассеяние от пре-
пятствий и пространственные изменения показа-
теля преломления могут быть учтены. При этом 
корректность детерминированных методов не за-
висит от рабочей частоты. Недостатком является 
высокая вычислительная сложность. Особенно-
стью тропосферного распространения является 
необходимость проводить расчеты в полубеско-
нечной области. При этом объем вычислений рас-

тет с уменьшением длины волны. Следует иметь в 
виду, что развитие вычислительных мощностей и 
облачных вычислений делают эту проблему прин-
ципиально решаемой [10]. Тем не менее, требуют-
ся использовать наиболее эффективные числен-
ные методы, адаптированные для современных 
вычислительных систем. 

Наиболее популярным детерминированным ме-
тодом является метод параболического уравнения 
(ПУ) [11, 12]. Метод ПУ был предложен советскими 
учеными М.А. Леонтовичем и В.А. Фоком [13] в 
1946 г. и с тех пор является одним из важнейших 
инструментов анализа характеристик распростра-
нения радиоволн вблизи поверхности Земли. Было 
разработано множество модификаций данного 
метода, которые позволяют учитывать произ-
вольно большой угол распространения, обратное 
рассеяние, скачкообразное изменение показателя 
преломления и т. д. Метод ПУ также получил ши-
рокое распространение в вычислительной гидро-
акустике, оптике, геофизике. Целью данной рабо-
ты является анализ существующих численных ме-
тодов решения ПУ при работе в миллиметровом 
диапазоне. 

Проясним структуру данной работы. Следую-
щий раздел посвящен математической постановке 
задачи. Метод ПУ и особенности численных мето-
дов его решения обсуждаются в разделе 3. В раз-
деле 4 рассмотрены особенности моделирования 
атмосферных эффектов. Результаты численного 
моделирования приведены в разделе 5. 

 
2. Математическая постановка задачи 

Далее рассматривается распространение моно-
хроматических волн в двумерно-неоднородной 
среде. Компонента электромагнитного поля ψ(𝑥, 𝑧) 
удовлетворяет уравнению Гельмгольца [11]: 

∂2ψ

∂𝑥2
+
∂2ψ

∂𝑧2
+ 𝑘2𝑚2(𝑥, 𝑧)ψ = 0, (1) 

где функция ψ(𝑥, 𝑧) отвечает электрической или 
магнитной компоненте поля для горизонтальной 
или вертикальной поляризации соответственно; 
𝑘 = 2π/λ – волновое число; λ – длина волны. 

Коэффициент преломления 𝑚(𝑥, 𝑧) определяется 
следующим образом [14]: 

𝑚2(𝑥, 𝑧) = {
1 + 2𝑁(𝑥, 𝑧) + 𝐻(𝑥, 𝑧) + 2𝑧/𝑅 𝑧 > ℎ(𝑧)

ε𝐺 𝑧 ≤ ℎ(𝑧)
,  

где 𝑁(𝑥, 𝑧) – коэффициент преломления тропо-
сферы; 𝐻(𝑥, 𝑧) – финитная функция, задающая зна-
чение комплексной диэлектрической проницаемос-
ти внутри препятствий (лесные массивы, бетонные 
сооружения и т. д.); 𝑅 – радиус Земли; ε𝑔 – ком-

плексная диэлектрическая проницаемость подсти-
лающего слоя. Графическое описание предлагаемой 
постановки задачи изображено на рисунке 1. 
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Рис. 1. Графическое описание постановки задачи 

Свойства подстилающей поверхности часто мо-
делируются при помощи приближенного импе-
дансного условия Леонтовича [11]: 

ψ(𝑥, 0) = −𝑖𝑘δ𝑢(𝑥, 0), (2) 

δ =

{
 
 

 
 √𝑛𝐺

2 − 1, для горизонтальной поляризации,

√𝑛𝐺
2 − 1

𝑛𝐺
2 , для вертикальной поляризации.

 

Волновой процесс порождается начальным ус-
ловием ψ(0, 𝑧) = ψ0(𝑧) c некоторой функцией 
ψ0(𝑧), отвечающей диаграмме направленности ан-
тенны. Часто используется Гауссова антенна, опре-
деляемая выражением [11]: 

ψ0(𝑧) =
𝑘β

2√πlog2
exp(−𝑖𝑘θ0𝑧)exp(−

β2

8log2
𝑘2(𝑧 − 𝑧0)

2), 

где 𝑧0 – высота антенны; β – ширина диаграммы 
направленности; θ0 – угол наклона. 

 
3. Метод параболического уравнения 

Выбирая положительное направление вдоль оси 𝑥 
в качестве параксиального и вводя в рассмотрение 
новую функцию 𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥ψ(𝑥, 𝑧), уравнение для 
волн, распространяющихся в положительном нап-
равлении, запишется в виде псевдодифференци-
ального уравнения: 

∂𝑢

∂𝑥
= 𝑖𝑘(√1 + 𝐿 − 1)𝑢, (3) 

где оператор 𝐿 определяется выражением: 

𝐿𝑢 =
1

𝑘2
∂2𝑢

∂𝑧2
+ (𝑚2 − 1)𝑢. 

Пошаговое решение уравнения (3) формально 
записывается следующим образом: 

𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑧) = exp (𝑖𝑘Δ𝑥(√1 + 𝐿 − 1)) 𝑢(𝑥, 𝑧). (4) 

Таким образом, численное решение ПУ сводится 
к аппроксимации оператора распространения в (4). 
Далее обсуждаются два наиболее часто использу-
емых подхода. 

 

3.1. Метод расщепления Фурье 

Для эффективной реализации метода расщеп-
ления Фурье при помощи быстрого преобразова-
ния Фурье требуется разделить дифракционную и 
рефракционную части оператора распростране-
ния. Используя операторный вариант хорошо из-
вестного соотношения: 

√1 + 𝑎 + 𝑏~√1 + 𝑎 + √1 + 𝑏 − 1, 

оператор квадратного корня расщепляется следу-
ющим образом: 

√𝐿 + 1 − 1~(√1 +
1

𝑘2
∂2𝑢

∂𝑧2
− 1) + (𝑚 − 1). (5) 

Данное приближение выполняется при условии, 
что |𝑚2 − 1| ≪ 1. В связи с чем метод расщепления 
Фурье не позволяет учитывать вертикальные пре-
пятствия при помощи пространственного измене-
ния показателя преломления. При этом в случае 
однородной среды, когда 𝑚 ≡ 0, ошибок расщеп-
ления не возникает, и аппроксимация переходит в 
строгое равенство. 

Подставляя выражение (5) в (4) и применяя тот 
или иной метод расщепления операторной экспо-
ненты [15], приходим к приближенному выраже-
нию для оператора распространения. Тогда поша-
говое решение примет вид: 

𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑧) ≈ exp (
𝑖𝑘Δ𝑥

2
(𝑚(𝑥, 𝑧) − 1)) × 

(6) × exp(𝑖𝑘Δ𝑥 (√1 +
1

𝑘2
∂2𝑢

∂𝑧2
− 1)) × 

× exp (
𝑖𝑘Δ𝑥

2
(𝑚(𝑥, 𝑧) − 1)) 𝑢(𝑥, 𝑧). 

Пользуясь определением псевдодифференциаль-
ного оператора, можно записать действие операто-
ра распространения в конструктивной форме: 

𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑧) ≈ exp(
𝑖𝑘Δ𝑥

2
(𝑚(𝑥, 𝑧) − 1)) × ℱ−1[�̃�(𝑥, 𝑝)], 

�̃�(𝑥, 𝑝) = exp(𝑖𝑘Δ𝑥 (√1 −
𝑝2

𝑘2
− 1)) × 

× ℱ [exp (
𝑖𝑘Δ𝑥

2
(𝑚(𝑥, 𝑧) − 1))𝑢(𝑥, 𝑧)], 

где ℱ – оператор преобразования Фурье, учитыва-
ющий нижнее граничное условие (2) при помощи 
смешанного преобразования Фурье [11]; 𝑝 – верти-
кальное волновое число. 

Использование дискретного преобразования 
Фурье приводит к достаточно точному и естес-
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твенному приближению дифракционной части 
оператора распространения. Это дает возмож-
ность использовать достаточно грубую расчетную 
сетку без потери точности. Это особенно важно 
при расчете поля в миллиметровом диапазоне, где 
длина волны очень мала по сравнению с размера-
ми расчетной области. Спектральный параметр 𝑝 
напрямую связан с углом распространения, что 
позволяет легко подобрать размер сетки по попе-
речной координате в зависимости от максималь-
ного угла распространения. 

Основным недостатком метода расщепления 
Фурье является плохая приспособленность к учету 
граничных условий. Смешанное преобразование 
Фурье, которое используется для учета нижнего 
импедансного граничного условия, приводит к 
неустойчивому решению при определенных усло-
виях среды [16]. В частности, это касается распро-
странения вертикально поляризованных волн 
вблизи угла Брюстера и распространения над ше-
роховатой поверхностью. Другая сложность связа-
на с естественной необходимостью сведения ис-
ходной задачи в неограниченной по высоте обла-
сти интегрирования к ограниченной [17]. Для 
имитации прозрачности верхней границы расчет-
ной области метод расщепления Фурье требует ис-
пользования искусственного поглощающего слоя. 
Проблема заключается в том, что не существует 
какой-либо строгой теории построения данного 
слоя в зависимости от условий распространения. 
Таким образом, невозможно оценить его эффек-
тивность в конкретной задаче и определить мак-
симально возможную дальность и динамический 
диапазон расчетов. 

 
3.2. Конечно-разностные методы высокого  
порядка 

Еще одним способом, нашедшим широкое при-
менение при решении аналогичных задач в гидро-
акустике, является применение аппроксимаций 
Паде́ [18]. Следуя [19], можно записать следующую 
аппроксимацию оператора распространения: 

exp (𝑖𝑘Δ𝑥(√1 + 𝐿 − 1)) ≈
∏𝑛
𝑙 = 1 1 + 𝑎𝑙𝐿

∏𝑚
𝑙 = 1 1 + 𝑏𝑙𝐿

. (7) 

Коэффициенты 𝑎𝑙  и 𝑏𝑙  вычисляются при помощи 
методов, описанных в [18]. Точность аппроксима-
ции (7) влияет на максимальный угол распростра-
нения и шаг сетки по продольной координате Δ𝑥. 

Для численного решения (4) при помощи ап-
проксимации (7) необходимо построить дискрети-
зацию оператора 𝐿 по переменной 𝑧: 

𝐿ℎ𝑢𝑗
𝑛 = 𝑘−2𝐷ℎ

2𝑢𝑗
𝑛 + α𝑗

𝑛𝑢𝑗
𝑛 , 

где 𝑢𝑗
𝑛~𝑢(𝑛Δ𝑥, 𝑗ℎ); α𝑗

𝑛 = 𝑚2(𝑛Δ𝑥, 𝑗ℎ). 

Аппроксимация оператора двойного дифферен-
цирования второго порядка точности записывает-
ся следующим образом: 

𝐷ℎ
2𝑢𝑗

𝑛 =
𝑢𝑗+1
𝑛 − 2𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛

ℎ2
=
∂2𝑢𝑛

∂𝑧2
(𝑧𝑗) + 𝑂(ℎ

2). 

Таким образом, дискретный вариант выраже-
ния (4) примет вид: 

𝑢𝑗
𝑛+1 =∏

𝑝

𝑙 = 1

1 + 𝑎𝑙𝐿ℎ
1 + 𝑏𝑙𝐿ℎ

𝑢𝑗
𝑛, (8) 

где 𝑝 = max(𝑛,𝑚); 𝑎𝑝+1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏𝑝+1, … , 𝑏𝑛 = 0. 

Далее вводятся в рассмотрение 𝑝 − 1 вспомога-

тельных векторов 𝑣𝑗,1
𝑛 , 𝑣𝑗,2

𝑗,𝑛
, … , 𝑣𝑗,𝑝−1

𝑛  и выражение 

(8) записывается в виде системы разностных урав-
нений: 

{

(1 + 𝑏1𝐿ℎ)𝑣𝑗,1
𝑛 = (1 + 𝑎1𝐿ℎ)𝑢𝑗

𝑛−1

(1 + 𝑏𝑙𝐿ℎ)𝑣𝑗,𝑙
𝑛 = (1 + 𝑎𝑙𝐿ℎ)𝑣𝑗,𝑙−1

𝑛 , 𝑙 = 2, … , 𝑝 − 1 

(1 + 𝑏𝑝𝐿ℎ)𝑢𝑗
𝑛 = (1 + 𝑎p𝐿ℎ)𝑣𝑗,𝑝−1

𝑛

 (9) 

Каждая строчка в системе (9) может быть запи-
сана при помощи трехдиагональной системы ли-
нейных алгебраических уравнений, которая реша-
ется за линейное время методом прогонки. 

В случае однородной среды, когда коэффициент 
преломления 𝑚(𝑥, 𝑧) ≡ 0, оператор 𝐿 может быть 
представлен как функция от дискретного операто-
ра 𝐷ℎ

2 следующим образом [20]: 

𝐿(𝐷ℎ
2) =

1

(𝑘Δ𝑧)2
× 

× ln2 [1 −
(𝑘Δ𝑧)2

2
𝐷ℎ
2 + √(1 −

(𝑘Δ𝑧)2

2
𝐷ℎ
2)

2

− 1]. 

Подставляя данное выражение в (4) и применяя 
аппроксимацию Паде́ относительно оператора 𝐷ℎ

2, 
приходим к выражению: 

exp (𝑖𝑘Δ𝑥 (√1 + 𝐿(𝐷ℎ
2) − 1)) ≈

∏𝑛
𝑙 = 1 1 + 𝑎𝑙𝐷ℎ

2

∏𝑚
𝑙 = 1 1 + 𝑏𝑙𝐷ℎ

2 . 

Этот прием дает возможность применить ап-
проксимацию Паде́ одновременно по продольной 
и поперечной координатам, что значительно по-
вышает точность вычислений без увеличения вы-
числительных затрат. К сожалению, данный под-
ход не применим в среде с неоднородным коэф-
фициентом преломления. 

Конечно-разностное представление импеданс-
ного граничного условия выводится непосред-
ственно и не приводит к неустойчивому решению. 
Точное усечение расчетной области по высоте мо-
жет быть выполнено при помощи дискретных 
прозрачных граничных условий [17, 22]. 

Данный метод не накладывает ограничений на 
величину коэффициента преломления. Таким об-
разом, функция 𝑚(𝑥, 𝑧) может учитывать не толь-
ко тропосферную рефракцию, но и свойства неод-
нородностей. Такая постановка дает возможность 
проводить сквозное интегрирование одновремен-



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2019. Т. 5. № 2 

 

DOI:10.31854/1813-324X-2019-5-2-108-116 112                                              tuzs.sut.ru 

 

но через среду и неоднородности, используя еди-
ную численную схему. 

Аппроксимация оператора распространения ко-
нечно-разностным методом требует использова-
ния более густой расчетной сетки, чем в методе 
расщепления Фурье. Отметим, что аппроксимация 
Паде́ порядка [1/1] эквивалентна схеме Кранка-
Николсон для широкоугольного ПУ. Данная схема 
требует использования очень густой расчетной 
сетки и приводит к зашумленному решению при 
расчете рассеяния на неоднородностях [17]. Ап-
проксимации Паде́ более высокого порядка позво-
ляют преодолеть эти сложности. 

Псевдодифференциальное ПУ, основанное на опе-
раторе (4), является однонаправленным и игнори-
рует обратное рассеяние от неоднородностей. Для 
учета обратного рассеяния был разработан метод 
двунаправленного ПУ [21], который представляет 
собой итерационную процедуру, использующую од-
нонаправленное ПУ поочередно в положительном и 
отрицательном направлении по оси 𝑥. 

Подведем промежуточный итог обсуждению 
численных методов решения ПУ. Метод расщепле-
ния Фурье лучше справляется с аппроксимацией 
дифракционной части оператора распространения 
и предпочтителен в случаях, когда граничные ус-
ловия не оказывают существенного влияния на 
распространение. Метод конечно-разностных ап-
проксимаций более предпочтителен при решении 
задач в областях со сложной конфигурацией, где 
необходимо учитывать различные граничные 
условия. 

Следует отметить, что обычно метод ПУ приме-
няется для монохроматических волн определен-
ной частоты. Однако для моделирования радиока-
налов часто необходимо учитывать временные 
характеристики сигнала. Для этого можно исполь-
зовать модификации метода ПУ для расчетов во 
временной области [23]. 

 
4. Затухание волн в атмосфере 

Сильное затухание миллиметровых радиоволн в 
атмосфере Земли вызвано их взаимодействием с 
молекулами кислорода и водяного пара. На рисун-
ке 2 приведена зависимость коэффициента зату-
хания от частоты, полученная из соответствующей 
рекомендации Международного Союза Электро-
связи (МСЭ) [24]. Давление и температура были 
выбраны равными, соответственно, 1013 мбар и 
15 ∘C. Хорошо заметно чередование зон сильного 
затухания и относительной прозрачности. Напри-
мер, сильное затухание около 60 ГГц вызвано ре-
зонансным взаимодействием с молекулами кисло-
рода. Данный эффект значительно сокращает 
дальность радиосвязи, но при этом уменьшает и 
интерференцию между устройствами, что можно 
использовать как преимущество. 

 
Рис. 2. Затухание радиоволн, вызванное взаимодействием  

с атмосферными газами 

Еще одним серьезным фактором ослабления мил-
лиметровых волн являются атмосферные осадки. 
Базовым методом оценки величины затухания в 
дожде является соответствующая рекомендация 
МСЭ [25]. Полученная таким образом зависимость 
коэффициента затухания от частоты для моросяще-
го, обычного дождя и ливня изображена на рисунке 
3. Большинство моделей для учета влияния осадков 
на распространение волн основаны на эксперимен-
тальных данных [26]. Имеются также более слож-
ные подходы, основанные на моделировании рас-
сеяния на каплях дождя [27]. При использовании 
метода ПУ данные эффекты могут моделироваться 
пространственным изменением коэффициента пре-
ломления [28].   

 
Рис. 3. Затухание радиоволн, вызванное дождевыми осадками 

 
5. Результаты численного моделирования 

В данном разделе обсуждаются результаты, по-
лученные методом ПУ в различных условиях рас-
пространения. Далее для представления результа-
тов моделирования используется коэффициент по-
терь при распространении, определяемый следу-
ющим образом [11]: 

𝐿 = −20lg(𝑢(𝑥, 𝑧)) + 20lg(4π) + 10lg(𝑥) − 30lg(λ) + γ𝑥, 

где 𝑢 – компонента поля, полученная численным 
решением ПУ; γ – коэффициент затухания в атмо-
сфере (дБ/м).  

В качестве источника излучения используется 
направленная Гауссова антенна горизонтальной 
поляризации с шириной диаграммы направленно-
сти 10 ∘, расположенная на высоте 10 м. Коэффи-
циент затухания рассчитан по соответствующим 
рекомендациям МСЭ. 
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В первом примере рассматривается распростра-
нение волн над поверхностью Земли с неоднород-
ным ландшафтом. Неоднородность представляет 
собой холм высотой 20 м. Используется кусочно-
постоянная аппроксимация профиля ландшафта. 
Граничное условие на поверхности Земли соответ-
ствует сухому грунту. На рисунке 4 изображено 
двумерное распределение потерь при распростра-
нении волн на частоте 300 МГц (см. 4а) и 30 ГГц 
(см. 4б) соответственно. Хорошо видно, что мил-
лиметровые волны значительно меньше подвер-
жены эффектам дифракции в зоне тени за препят-
ствием. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Пространственное распределение коэффициента 
потерь над неровной поверхностью Земли 

Далее рассмотрим распространение волн при на-
личии осадков средней интенсивности (12 мм/ч). 
Как видно из рисунка 5, осадки не оказывают вли-
яния на распространение 300 МГц волн, в то время 
как потери 30 ГГц волн в конце трассы на расстоя-
нии 10 км от источника составили 25 дБ. 

 
Рис. 5. Распределение коэффициента потерь  

при распространении на высоте 2 м  
над неровной поверхностью Земли 

В данном примере использован метод рацио-
нальных аппроксимаций Паде́, т. к. он наиболее 
предпочтителен при распространении на дальние 
расстояния благодаря возможности точного усе-
чения расчетной области по высоте [17, 22]. 

Из результатов моделирования видно, что на 
распространение в миллиметровом радиоканале 
значительное влияние оказывает интерференция 
волн, отраженных от земной поверхности. На ри-
сунке 5 хорошо различимо чередование освещен-
ных участков и зон тени, причем разница между 
ними достигает 50 дБ. Это обстоятельство особен-
но важно при использовании данного диапазона в 
мобильных устройствах. 

Далее рассмотрим эффекты дифракции и обрат-
ного рассеяния на вертикальных препятствиях. На 
рисунке 6 изображено двумерное распределение 
потерь, полученное при помощи однонаправленно-
го и двунаправленного ПУ. На всех границах было 
выставлено граничное условие Дирихле, что соот-
ветствует идеально проводящей поверхности. Хо-
рошо видно, что отраженная волна оказывает су-
щественное влияние на распределение поля. В част-
ности, участки вне прямой видимости от источника 
оказываются освещенными. В этом примере исполь-
зован метод расщепления Фурье, т. к. он наиболее 
предпочтителен для учета больших углов распро-
странения. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. Пространственное распределение коэффициента 
потерь при рассеянии 30 ГГц волн на вертикальных пре-
пятствиях, полученное методом однонаправленного (а)  

и методом двунаправленного ПУ (б) 

Для численного моделирования использовалась 
разработанная автором программная библиотека 
на языке Python 3 [29]. 
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Заключение 

Несмотря на очень маленькую по сравнению с 
размерами расчетной области длину волны, совре-
менные численные методы для ПУ способны обес-
печить эффективное решение задачи. Метод ПУ 
позволяет корректно учитывать неоднородности 

среды распространения. Конкретный численный 
метод лучше выбирать в зависимости от условий 
распространения. Результаты моделирования пред-
ставляются в наглядной форме в виде простран-
ственного распределения потерь. 
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Аннотация: Представлен аналитический обзор наиболее известных методов повышения контрастности 
матриц совместных распределений на основе учета информации об их энтропии. Показаны возможности 
преобразования Хоу. Обоснована продуктивность перехода к совместным преобразованиям Вигнер-Хоу, 
представлены теоретические и практические результаты, подтверждающие повышение контрастно-
сти сигнальных компонент в частотно-временном пространстве. Приведены примеры моделирования. 
Показаны достоинства и ограничения указанных подходов. 
 
Ключевые слова: частотно-временны́е распределения, преобразования Вигнера-Хоу, методы вторичной 
обработки совместных распределений. 

 
Введение 

Методы совместной обработки сигналов в ча-
стотно-временном пространстве, обобщенные в 
[1], находят широкое применение в различных 
областях прикладной физики и радиотехнике.  

Развитие этого подхода в [2–12] позволяет рас-
сматривать его как вполне сформировавшуюся 
теорию билинейных распределений, теоретиче-
ские основы которой и ее практические аспекты 
достаточно полно освещены в [13–27]. 

Новые достижения науки открывают перспекти-
вы для дальнейшего развития теоретической осно-
вы методов анализа и синтеза энергетических про-
цессов со сложной структурой. Так, в [6, 12, 28] рас-
смотрены методы вторичной обработки матриц 
совместных распределений энергии на основе при-
менения процедур переназначения, формирования 
маргинальных форм, а также использования их 
функций моментов высоких порядков. Однако раз-
нообразие подходов к усовершенствованию форм 
описаний совместных распределений не ограничи-
вается указанными методами. В настоящем обзоре 
предлагаются не менее оригинальные способы по-
вышения контрастности сигнальных компонент в 
условиях сложной помеховой обстановки. 

Метод усовершенствования форм  
представления сигналов на основе учета  
информации об энтропии их матриц  
распределения энергии 

В общем случае возможности псевдораспреде-
лений, описанные в работе Claasen T.A.C.M., Meclen-
brauker W.F.G. [29], ограничиваются возможностя-
ми функции-окна по выделению сигнальных ком-
понент и подавлению интерференционного фона. 
Как правило, их применение оправдано для сигна-
лов с достаточно низкой динамикой изменения 
параметров на интервале наблюдения. Однако для 
кратковременных сигналов со сложной структурой 
применение псевдораспределений ведет к сглажи-
ванию (усреднению) энергии в пределах кластеров 
их частотно-временного разрешения. Указанные 
обстоятельства стимулируют к поиску продуктив-
ных решений, к числу которых следует отнести и 
методы повышения контрастности матриц сов-
местных распределений на основе учета информа-
ции об их энтропии, а также с использованием пре-
образования Хоу (Hou T.Y.) [30]. 

Как известно, классической мерой измерения 
информации является формула энтропии, пред-
ложенная Шенноном [5]: 
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𝐼𝑆ℎ = − ∫ ω(𝑥)log
2

ω(𝑥)𝑑𝑥,

∞

−∞

 (1) 

где ω(𝑥) – в общем случае функция плотности рас-
пределения вероятности величины 𝑥.  

К сожалению, непосредственное применение 
(1) затруднено ввиду того, что оно корректно ра-
ботает только с положительными значениями и в 
качестве аргумента использует вероятностные 
величины, полученные по результатам статисти-
ческой обработки. Если же в качестве ω(𝑥) рас-
сматривать выборки из матриц частотно-времен-
ных распределений (ЧВР), то требуется учитывать 
наличие в них отрицательных значений. С учетом 
указанных обстоятельств, в большей степени при-
меним показатель, аналогичный информационно-
му критерию Реньи, который и лежит в основе ме-
тода усовершенствования, предложенного в [31]: 

𝐼𝑅
α𝑅 =

1

1 − α𝑅

 log2 { ∫ ωα𝑅(𝑥)  𝑑𝑥

∞

−∞

}, (2) 

где α𝑅 характеризует отклонение состояния си-

стемы от равновесного состояния. 

В своем представлении формула Реньи является 
более общей по отношению к (1), поскольку при 

α𝑅 → 1 выражение (2) становится адекватным 

формуле Шеннона. С точки зрения ее практиче-

ского применения в [32] обоснован выбор α𝑅 = 3, 

при котором выражение (2) принимает вид: 

𝐼𝑅
3 = −

1

2
log2 { ∫ ∫ ρ3(𝑓, 𝑡) 

∞

−∞

𝑑𝑓𝑑𝑡

∞

−∞

}. (3) 

Следует отметить, что результат 𝐼𝑅

α𝑅
 измеряется 

в битах, поэтому при наличии в пределах матрицы 
распределения одного элементарного сигнала по-

лучится один бит информации 2
0

, для двух сигна-

лов имеем 2
1

, для четырех – 2
2

 и т. д.  

Важным моментом здесь является то, что ука-
занный результат достигается только как разность 
между энтропией Реньи для ЧВР с одним элемен-

тарным сигналом и двумя –   
2

𝐼𝑅

α𝑅
−   

1
𝐼𝑅

α𝑅
≈ 1.  

Параметр 𝐼𝑅

α𝑅
 аналогичен информационному, 

что обеспечивает его продуктивное применение 
даже для обработки сигналов с априорно неиз-
вестными параметрами.  

Так, в таблице 1 представлены результаты из-
мерения энтропии Реньи для сигнала частотной 
манипуляции (ЧМн) со случайным законом изме-
нения информационной составляющей [6]. Таб-
личный анализ показывает, что метод усовершен-
ствования состоит в расчете показателя, анало-
гичного показателю энтропии по Реньи, на основе 

которого и делается заключение об информатив-
ности среза распределения. Тем самым, вполне 
может быть использован для оценки информаци-
онной составляющей ЧМн-сигнала, содержащегося 
в обрабатываемой выборке. 

ТАБЛИЦА 1. Значение энтропии Реньи 

Количество 
бит на  
реализацию 

8 6,4 5,3 4,6 4 3,6 3,2 2,9 2,7 

Энтропия 
по Реньи 

2,54 2,48 2,46 2,41 2,37 2,36 2,36 2,35 2,4 

 
Метод усовершенствования представлений 
кратковременных сигналов на основе  
применения преобразования Хоу  

В классическом понимании обработка совмест-
ных распределений ведется с целью решения сле-
дующих частных задач:  

– во-первых, при заданном значении вероятно-
сти ложной тревоги определить, содержится ли 
полезный сигнал в исследуемой выборке;  

– во-вторых, в случае наличия полезного сигна-
ла оценить его энергетические и частотно-времен-
ные параметры;  

– в-третьих, распознать сигнал, т. е. провести его 
классификацию в соответствии с имеющейся базой 
эталонных образов. 

Сущность усовершенствования метода в том, 
что требуемое решение может быть трансформи-
ровано из классической теории статистической 
радиотехники применительно к частотно-времен-
ны́м матрицам формируемых распределений [16]. 
В этом случае учет дополнительного параметра 
частоты по отношению к классическому подходу, 
использующему для этих целей только временной 
показатель, позволит в значительной степени по-
высить достоверность принятия решения на том 
или ином шаге рассматриваемой стратегии.  

Следует отметить, что преимущество частотно-
временного подхода видится в том случае, когда 
не существует оптимального решения для выбран-
ного критерия, поскольку он позволяет получить 
хотя бы подоптимальное решение за счет возмож-
ности учета частотной информации. Наличие до-
полнительной частотной информации позволяет 
повысить робастные свойства устройств обнару-
жения, например, при статистическом корреляци-
онном анализе (в данном случае двумерном), с 
эталонными образами.  

Учитывая свойства ЧВР класса Коэна по макси-
мальной локализации сигнальной энергии вдоль 
линии его мгновенных частот, задачу распознава-
ния можно в какой-то степени свести к задаче вы-
деления на частотно-временно́й плоскости их тра-
екторий. Один из способов указанного решения 
базируется на преобразовании Хоу [33].  
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Рассмотрим сигнал линейной частотной модуля-

ции (ЛЧМ) 𝑧ρ , представленный в полярных коор-

динатах на частотно-временно́й плоскости как ρ𝑧: 

ρ𝑧 = 𝑥cosθ + 𝑦sinθ. (4) 

Тогда преобразование Вигнера от сигнала 𝑧ρ поз-

волит получить матрицу распределения энергии, 
представленную на рисунке 1. 

 
Рис. 1. ЧВР Вигнера тестового ЛЧМ-сигнала 𝒛𝛒 

Напомним, что распределение Вигнера представ-

ляет собой билинейную свертку сигнала 𝑧𝑎  с его 

комплексно сопряженной копией 𝑧𝑎
∗

 [1]:  

ρ(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑧𝑎
∗ (𝑡 −

τ

2
) 𝑧𝑎 (𝑡 +

τ

2
) e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ

+∞

−∞

. (5) 

Если теперь каждой точке изображения (ρ𝑧, θ) 
поставить в соответствие синусоиду, амплитуда 
которой будет пропорциональна интенсивности 
энергии, то суммирование всех синусоид и даст 
преобразование Хоу (рисунок 2).  

 
Рис. 2. Преобразование Хоу тестового сигнала 𝒛𝛒 

Другими словами, интенсивность энергии сиг-
нала каждой точки преобразования Хоу является 
суперпозицией всех синусоид для данной частот-
но-временно́й координаты распределения. Преоб-
разование Хоу вполне может использоваться для 

обнаружения сигналов в шумах высокой интен-
сивности. 

Поскольку любое ЧВР равномерно распределяет 
энергию шумов гауссовой структуры по всей ча-
стотно-временно́й плоскости в силу своих свойств 
[1], то локальные всплески на плоскости преобра-
зования Хоу возможны только в случае наличия 
полезных сигналов в обрабатываемой выборке. 
Так, на рисунке 3 изображено преобразование Хоу 

для сигнала 𝑧Тест(𝑡) = exp [𝑗2π (𝑓
0

𝑡 +
𝑡

2
α1

2
)]. Пик 

преобразования соответствует координатам мак-
симальной интенсивности сигнала. Но по своей 
сути преобразование Хоу не отображает закона 
изменения мгновенной частоты обнаруживаемого 
сигнала, однако однозначно указывает на его 
наличие в обрабатываемой выборке.  

 

t

f

Рис. 3. Преобразование Хоу тестового сигнала zTeст  

На практике более широкое применение полу-
чило так называемое преобразование Вигнера-Хоу, 
представляющее результат приложения преобра-
зования Хоу к матрице ЧВР Вигнера [5]. 

Рассмотрим тестовый сигнал ЛЧМ в аддитив-
ных шумах: 

𝑧2(𝑡) = exp [𝑗2π (𝑓0𝑡 +
𝑡2α1

2
)] + η(𝑡), (6) 

где η(𝑡) – аддитивный шум, в общем случае гаус-
совой структуры. 

Тогда, применяя преобразование Хоу к рассмат-
риваемому в качестве исходных данных ЧВР Виг-

нера от 𝑧2(𝑡), получим: 

ρℎ(𝑓0, α1) = ∫ ρ𝑊(𝑓0 + α1𝑡, 𝑡)  𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= 

(7) 

= ∫ ∫ 𝑧2(𝑡 + τ/2) 𝑧2
∗(𝑡 − τ/2)

𝑡2

𝑡1

∞

−∞

× 

× exp[−𝑗2π(𝑓0 + α1𝑡)τ] 𝑑𝑡𝑑τ. 
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Выражение (7), составляющее основу метода 
усовершенствования, называется преобразовани-
ем Вигнера-Хоу [6, 33]. Его применение сводится к 

процедурам сравнения результата ρ
ℎ

 с некоторым 

порогом, регулирующим качество производимой 
оценки параметров (𝑓0, α1), в частности, с позиций 
их обнаружения, т. е. идентификации в пределах 
обрабатываемой матрицы. Благодаря свойству 
унитарности распределения Вигнера (выполнение 
условий формулы Мойала) можно показать, что 
тест на обнаружение сигнала, реализуемый по-
средством применения преобразования Вигнера-
Хоу, асимптотически становится оптимальным 
при 𝑇 = 𝑡2 − 𝑡1, стремящемся к бесконечности. И 
по своим возможностям он приближается к ниж-
ней границе Крамера-Рао [5, 32]. Следовательно, 
является более эффективным по отношению к те-
сту, базирующемуся на критерий максимального 
правдоподобия [34].  

Основное достоинство рассматриваемого подхо-
да состоит в том, что в нем не проводится оценка 
начальной фазы и амплитуды каждой составляю-
щей при обработке многокомпонентных сигналов, 
которые, как правило, не являются информатив-
ными. Кроме того, сложность вычислительных 
процедур данного теста не зависит от количества 
составляющих обрабатываемого сигнала, чего о 
классических статистических тестах сказать нель-
зя. Продуктивность рассмотренного подхода ил-
люстрируют рисунки 4 и 5.  

Так, на рисунке 4 изображено распределение 

Вигнера тестового сигнала 𝑧2(𝑡) при ОСШ порядка 

-4 дБ (здесь отношение сигнал/шум измерялось в 
полосе сигнала).  

 

Рис. 4. ЧВР Вигнера тестового сигнала z2 в шумах 

Очевидно, что применение теста обнаружения 
на основе ЧВР Вигнера в данном случае не прием-
лемо, поскольку частотно-временна́я плоскость не 
имеет явно выраженных всплесков сигнальной 
энергии вдоль линии мгновенной частоты, под-
черкивающих наличие полезного излучения. Это 
притом, что ЧВР Вигнера наилучшим образом ло-
кализует энергию сигналов ЛЧМ [1, 13].  В то же 

время преобразование Хоу (см. рисунок 5) позво-
ляет сделать однозначное заключение о наличии 
сигнала в обрабатываемой выборке. 

 

Рис. 5. Преобразование Вигнера-Хоу тестового сигнала z2  
в шумах 

С точки зрения объективности следует отметить, 
что рассмотренный в рамках предлагаемого метода 
тест является эффективным только для сигналов 
ЛЧМ. В отношении других классов излучений дан-
ный подход не является оптимальным, однако 
вполне может быть использован в обнаружителях 
[6].  Так, на рисунке 6 показаны результаты преоб-
разования Вигнера-Хоу для фрагмента частотно-
манипулированного сигнала при ОСШ 3 дБ.  

 

Рис. 6. Преобразование Вигнера-Хоу  
частотно-манипулированного сигнала в шумах 

Характерный выброс на энергетической плоско-
сти (см. рисунок 6) указывает на наличие полезно-
го ЧМн-сигнала в обрабатываемой выборке. Но, 
учитывая случайный закон изменения информа-
ционной составляющей, можно предположить, что 
локализация всплеска на плоскости (ρ𝑧, θ) для 
данного вида сигналов уже не будет носить такой 
же детерминированный характер, как для ЛЧМ-
сигналов, поэтому для повышения достоверности 
теста необходимо каждый раз уточнять порог при-
нятия решения.  
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В частности, для многокомпонентных сигналов 
применение данного подхода также связано с оп-
ределенными трудностями при выборе порога 
принятия решения. Это связано с тем, что преобра-
зование Вигнера-Хоу двух пересекающихся ЛЧМ-
сигналов, соотношение амплитуд которых состав-
ляет 3 дБ, имеет ложные всплески (рисунок 7). 

 

Рис. 7. Преобразование Вигнера-Хоу двух ЛЧМ-сигналов  

Несмотря на указанные недостатки метода ана-
лиза на основе преобразования Вигнера-Хоу, мож-
но ожидать, что практическое применение в сово-
купности с другими тестами позволит в значи-
тельной степени повысить достоверность проце-
дур обработки, в частности, обнаружения. 

Одной из наиболее распространенных задач 
анализа сигналов является вскрытие их регуляр-
ных изменений или особенностей на интервале 
обработки. С этой целью предлагается использо-
вать такую характеристику, как экспонента Хол-
дера (другое название экспонента Липшица или 
экспонента масштабирования) [35]. 

Практическая направленность экспоненты Хол-
дера, как инструмента анализа определена в [36], в 
частности, получено ее аналитическое представ-
ление. Так, если сигнал 𝑧(𝑡) удовлетворяет усло-
виям Холдера 𝐻𝑜𝑙, т. е. существует такая постоян-
ная 𝐶, что: 

| 𝑧(τ) − 𝑧(𝑡) | ≤ 𝐶 | τ − 𝑡 |𝐻𝑜𝑙 ,   0 < 𝐻𝑜𝑙 < 1, (8) 

то такой сигнал можно представить как значение 
экспоненты, при возведении в степень которой 
разность временно́го аргумента будет пропорцио-
нальна разности значений сигнала 𝑧(𝑡) в данном 
промежутке времени [35]. 

Если рассмотреть вейвлет-преобразование это-

го сигнала 𝑊ψ(𝑡, 𝑎; ψ) в базисе материнского вейв-

лета {ψ} так, чтобы произведение [𝑡 × ψ(𝑡)] было 
абсолютно интегрируемой величиной, то:  

|𝑊ψ(𝑡, 𝑎; ψ)| ≤ 𝐶 | 𝑎 |𝐻𝑜𝑙+1/2 ∫  | 𝑡 |𝐻𝑜𝑙| ψ(𝑡) | 𝑑𝑡

∞

−∞

= 
(9а) 

= 𝑂 [ | 𝑎 |𝐻𝑜𝑙+1/2]    ∀𝑡. 

Или в терминах масштабограммы, когда 𝑎 → 0 
(параметр масштаба стремится к нулю), имеем: 

𝐸  [| 𝑊ψ(𝑡, 𝑎;  ψ) |
 2

] ≈ | 𝑎 | 2𝐻𝑜𝑙+1, 𝑎 → 0, (9б) 

где 𝐸[∗] − знак усреднения. 

Анализ преобразований (9) показывает, что раз-
личного рода регулярности сигнала хорошо про-
сматриваются на его масштабограмме преимуще-
ственно в области малых значений масштабирую-
щего множителя. Следует отметить, что в вейвлет-
преобразовании масштабирование осуществляет-
ся вдоль частотного направления, но аналогичное 
масштабирование с таким же успехом можно осу-
ществлять и вдоль оси времени. Это в значитель-
ной степени упростит процедуру отслеживания 
временны́х регулярностей сигнала. Тогда для каж-
дого сдвига сигнала формулу (8) можно предста-
вить в следующем виде: 

| 𝑡0 + τ) − 𝑧(𝑡0) | ≤ 𝐶| τ |𝐻𝑜𝑙(𝑡0),    0 < 𝐻𝑜𝑙(𝑡0) < 1 (10) 

Особенность выражения (10) состоит в том, что 
сигнал на каждом временно́м сдвиге τ представля-
ется в базисе экспоненциальных функций Холдера 

{𝐻𝑜𝑙(𝑡0)}.  

В соответствии с (10) выражение (8) примет 
следующий вид: 

|𝑊ψ(𝑡, 𝑎; ψ)| ≤ 𝐶 | 𝑎 |𝐻𝑜𝑙+1/2 ∫  | 𝑡 |𝐻𝑜𝑙| ψ(𝑡) | 𝑑𝑡

∞

−∞

+ 

(11) 
+𝐶 | 𝑡 − 𝑡0 |𝐻𝑜𝑙(𝑡0) ∫| 𝑡 |𝐻𝑜𝑙(𝑡0)| ψ(𝑡) | 𝑑𝑡

∞

−∞

= 

= 𝑂 [ | 𝑎 |𝐻𝑜𝑙(𝑡0)+1/2 + | 𝑡 − 𝑡0 |𝐻𝑜𝑙(𝑡0)]. 

Выражение (11) позволяет получить отображе-
ние регулярностей сигнала в области малых зна-
чений его масштабограммы при временной лока-
лизации. Важной особенностью рассматриваемого 
преобразования является его обратимость, т. е. 
соответствующее уменьшение вейвлет-коэффици-
ентов при декомпозиции сигнала позволяет вы-
явить и оценить его локальные регулярности.  

Таким образом, с учетом сделанных преобразо-
ваний можно определить новый вид преставле-
ний, а именно − представлений в базисе функций 
Холдера [6, 36].  

В соответствии с (10) спектральное разложение 
сигнала с увеличением числа базисных функций 
асимптотически будет сходиться к экспоненци-
альному преобразованию Холдера: 

�̂�(𝑣) ≈ | 𝑣 |−(1+2𝐻𝑜𝑙(𝑡0))exp(𝑗2π𝑣𝑡0), при | 𝑣 | → ∞ (12) 

Рассмотренная методология применима ко всем 
распределениям аффинного класса [8–12]. Более то-
го, полученное уравнение (12) в значительной сте-
пени позволяет упростить процедуры расчета ак-
тивной формы распределения Ундербергера [5, 6]: 
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ϖ𝑈(𝑎, 𝑡) ≈ | 𝑎 |2(1+𝐻𝑜𝑙(𝑡0))δ(𝑡 − 𝑡0),  при 𝑎 → 0.  (13) 

В соответствии с (13) значения распределения 
Ундербергера в каждой точке плоскости определя-
ются законом изменения масштабирующего мно-
жителя. Следовательно, экспоненциальное преоб-
разование Холдера любого нестационарного сиг-
нала существенно упрощает процедуры оценива-
ния его временны́х регулярностей. Так на рисунке 
8 представлен сигнал – экспонента Холдера и его 
масштабограмма.  

 
Рис. 8. Экспонента Холдера (а) и его масштабограмма (б) 

Из градиентного анализа результатов можно сде-
лать вывод, что характеру временных изменений 
сигнала в наибольшей степени соответствуют ча-
стотные представления масштабограммы в области 
малых значений масштабирующего множителя. 

Заключение 

Представленные выше теоретические резуль-
таты можно рассматривать в качестве основы для 
усовершенствования научно-методического аппа-
рата, построенного на элементах теории билиней-
ных распределений. 

Они еще раз подчеркивают широту границ прак-
тической применимости методов частотно-времен-
но́го и масштабно-временно́го анализа, базирующе-
гося на уникальных свойствах локализации энер-
гии в билинейных распределениях. 

Следует отметить, что методология Вигнера, 
основанная на обработке спектральных представ-
лений автокорреляции сигналов с избыточной 
(как минимум удвоенной) дискретизацией в ча-
стотно-временно́м пространстве, является лишь 
инструментом анализа их тонкой структуры. Ни-
какой новой информации при этом извлечь не 
удается. Однако именно контрастность совмест-
ных распределений позволяет по-новому подойти 
к оценке локальных неоднородностей в интересах 
последующих исследований. 

Очевидно, что предметная область рассмотрен-
ных подходов не ограничивается вопросами только 
анализа сигналов. Можно предположить, что их 
применение в интересах повышения помехоустой-
чивости передачи информации в рамках [37–40], 
также позволит получить интересные результаты. 
Новые предметные области все более ярко раскры-
вают возможности совместного анализа. 
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Аннотация: В известных работах вопросы совершенствования сетей воздушной радиосвязи не связаны с 
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Введение 

В настоящее время стремительно развиваются 
сетевые информационные технологии, а их внед-
рение в достаточно консервативную отрасль спе-
циальной связи в виде новых сетевых технологий 
создает предпосылки для коренного изменения 
архитектуры и принципов построения сетей спе-
циальной связи. Особенную роль среди сетей спе-
циальной связи играют сети воздушной радиосвя-
зи (СВРС), предназначенные для управления авиа-
цией Воздушно-космических сил (ВКС). Развитие 
данных сетей приобретает особую актуальность 
из-за повышения роли авиации при отстаивании 
интересов России на удаленных театрах военных 
действий. В частности, актуальность развития 
данного направления продемонстрировала опера-
ция ВКС России в Сирии. 

Вопросам совершенствования СВРС управления 
военной авиации посвящены работы В.С. Вербы [1], 
В.Н. Меркулова [1, 2], К.Л. Войткевича [3, 4], П.А. Фе-
дюнина и Е.В. Головченко [5, 6], М.С. Иванова и 

С.А. Попова [7–9], А.В. Аганесова [7, 8, 10–13], 
С.В. Смирнова [9, 14–16] и других ученых. Вместе с 
тем, вопросы совершенствования СВРС в известных 
работах не связаны с сутью решаемых летательны-
ми аппаратами (ЛА) ВКС боевых задач. При этом 
для ЛА – истребителей ВКС – основной такой зада-
чей является их наведение на воздушную цель. При 
этом неисследованным остается вопрос влияния 
характеристик СВРС, по которой осуществляется 
передача команд управления с наземного пункта 
управления (ПУ) на ЛА, непосредственно на про-
цесс наведения ЛА на воздушную цель. Наведение 
осуществляется путем выдачи автоматизирован-
ной системой (АСУ), размещенной на ПУ, формали-
зованных команд управления на борт ЛА, по кото-
рым последний корректирует свой курс и высоту. 
Особенностью наведения ЛА в режиме АСУ являет-
ся то, что команды управления формируются с 
определенной периодичностью (5–10 с), которая 
соответствует циклу управления АСУ. При этом АСУ 
учитывает взаимное положение ЛА и цели именно 
на момент формирования команд. Однако в процес-
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се их доведения до ЛА по СВРС, возникают не-
учтенные задержки, которые приводят к тому, что 
на ЛА поступают «устаревшие» команды, которые 
не учитывают изменения их взаимного расположе-
ния ЛА, а также и цели за время передачи команд 
по СВРС. 

Целью статьи является формализация в виде 
модели закономерности влияния своевременно-
сти передачи команд в СВРС (определяется време-
нем задержки передачи команд с ПУ на ЛА), на ка-
чество процесса наведения ЛА на цель (определя-
ется вероятностью правильного наведения ЛА на 
цель). В основу представленной модели положена 
формализация процессов наведения ЛА, изложен-
ная в работе [17], которая продолжает цикл пуб-
ликаций [9, 11–13, 18–24], посвященных вопросам 
совершенствования СВРС управления авиацией 
ВКС. 

 
Постановка задачи на моделирование 

Под вероятностью наведения ЛА будет пони-
маться вероятность того, что ошибки в положении 
вектора скорости ЛА в конце наведения относи-
тельно направления в расчетную упрежденную 
точку встречи с целью не превышают допустимых 
значений. Наведение ЛА на цель осуществляется в 
горизонтальной и вертикальной плоскостях путем 
передачи с ПУ на ЛА команд курса и набора высо-
ты и изменения скорости (рисунок 1). 

Рис. 1. Схема наведения ЛА на цель 

Для наведения по курсу ЛА необходимо попасть 
в область, ограниченную допустимыми ошибками 
по курсу ±ΔQдоп и высоте ±ΔHдоп, которые ЛА смо-
жет исправить в процессе самонаведения с помо-
щью бортовой радиолокационной станции (РЛС). 
Допустимые ошибки наведения (±ΔQдоп, ±ΔHдоп) – 
это допустимые углы отклонения истинной тра-
ектории ЛА от рассчитанной на ПУ в положитель-
ном и отрицательном направлениях осей коорди-
нат курса (Q) и высоты (H). ПУ наводит ЛА со слу-
чайными ошибками, распределенными по нор-
мальному закону и характеризующимися средне-
квадратическими отклонениями ошибок по курсу 

(σQ) и высоте (σH). Если цель маневрирует, то воз-
никают динамические ошибки наведения ЛА по 
курсу mQ и по высоте mН (где mQ и mН – математи-
ческие ожидания законов распределения ошибки 
наведения по курсу и по высоте). Таким образом, 
процесс наведения ЛА на цель носит стохастиче-
ский характер, а его качество может быть оценено 
таким обобщенным показателем как вероятность 
правильного наведения (Рн). 

Курс цели определяется наземными РЛС и об-
рабатывается АСУ на ПУ. На основе этих данных 
АСУ на ПУ формирует команды управления ЛА в 
каждом цикле управления в реальном масштабе 
времени. Таким образом, дополнительные за-
держки передачи команд управления с ПУ на ЛА 
по СВРС (Tзад) в режиме АСУ, с учетом высоких ско-
ростей взаимного движения ЛА и цели, могут при-
водить к приему ЛА «устаревших» данных, что 
может привести к снижению вероятности наведе-
ния. 

Целью моделирования является установление 
зависимости между задержкой передачи команд 
управления с ПУ на ЛА по СВРС (Tзад) и вероятно-
стью его правильного наведения на цель (Рн). 

 
Формализация модели 

В работе [17] показано, что в общем случае ве-
роятность наведения ЛА на цель имеет вид: 

Рн = РнQ   РнН, (1) 

где РнQ – вероятность наведения ЛА по курсу; РнН –
 вероятность наведения ЛА по высоте. 

Представим РнQ и РнН через параметры ±ΔQдоп, σQ, 
σH, mQ, mH с учетом допущения о нормальном рас-
пределении ошибок определения координат ЛА и 
цели: 

𝑃н =
1

4
(Ф(

𝑚𝑄 + Δ𝑄доп

σ𝑄√2
) − Ф(

𝑚𝑄 − Δ𝑄доп

σ𝑄√2
)) × 

× (Ф(
𝑚𝐻 + Δ𝐻доп

σ𝐻√2
)− Ф(

𝑚𝐻 − Δ𝐻доп

σ𝐻√2
)), 

(2) 

где Ф(𝑥) =
2

√π
∫ 𝑒−𝑡

2𝑥

0
𝑑𝑡 – интеграл вероятности. 

Допустим, что цель маневрирует только по кур-
су в этом случае mH = 0. Тогда (2) с учетом 
±∆Hдоп = ±αDобн (Dобн – дальность обнаружения бор-
товой РЛС) примет вид: 

𝑃н =
1

2
(Ф(

𝑚𝑄 + Δ𝑄доп

σ𝑄√2
) − Ф(

𝑚𝑄 − Δ𝑄доп

σ𝑄√2
)) × 

×Ф(
α𝐷обн

σ𝐻√2
). 

(3) 

В работе [17] указывается, что ошибка в наве-
дении ЛА на цель по высоте ведет к срыву боевой 
задачи. Тем самым делается вывод, что ЛА должен 
наводиться на цель без ошибок в вертикальной 
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плоскости. Для современных ЛА ошибка наведе-
ния по высоте не критична и с учетом этого можно 
ввести допущение об отсутствии динамических 
ошибок наведения ЛА в вертикальной плоскости. 
В этом случае РнН = 1, а выражение (3) примет вид: 

𝑃н =
1

2
(Ф(

𝑚𝑄 + Δ𝑄доп

σ𝑄√2
) −Ф(

𝑚𝑄 − Δ𝑄доп

σ𝑄√2
)). (4) 

В выражении (4) mQ определяется маневром це-
ли по курсу (в рад) и не зависит от ЛА и ПУ. Пара-
метр ΔQдоп определяется допустимыми ошибками 
по курсу, которые ЛА может исправить в процессе 
самонаведения (для ЛА типа СУ-27 этот показа-
тель составляет порядка ΔQдоп = 300). Однако па-
раметр σQ зависит от скорости ЛА, и самое главное, 
от момента формирования команд в АСУ и свое-
временности их передачи по СВСР на борт. Опре-
делим σQ как: 

σ𝑄
2 =

σ𝑉ЛА
2

𝑉ЛА
. (5) 

Средняя квадратичная ошибка в скорости ЛА 
σ𝑉ЛА
2  при наведении зависит от скорости ЛА (VЛА) и 

задержки передачи команд управления на борт ЛА 
(Tзад). Допустим, что скорость ЛА VЛА на этапе 
наведения является постоянной величиной. Тогда 
ошибка в определении его координат будет заве-
сить только от задержки передачи команд: 

Δ𝑥 = σ𝑥 = 𝑉ЛА𝑇зад. (6) 

Из-за ошибок в определении координат ЛА 
начала (∆xн) и конца (∆xк) отрезка, проходимого за 
время наблюдения Тн (которая соответствует дис-
кретности выдачи команд АСУ с ПУ) возникают 
ошибки в определении скорости ЛА: 

Δ𝑉ЛА =
Δ𝑥к−Δ𝑥н

𝑇н
. (7) 

Из (7) определим дисперсию в определении 
скорости ЛА: 

σ𝑉АК
2 = 𝑀[Δ𝑉АК

2 ] = 𝑀 [
Δ𝑥к

2 + Δ𝑥н
2 − 2Δ𝑥кΔ𝑥н
Тн
2

] = 

=
σ𝑥к
2 + σ𝑥н

2 + 2𝑅𝑥к𝑥н
Тн
2

. 

(8) 

Вследствие независимости ошибок ∆xн и ∆xк 
корреляционный момент𝑅𝑥к𝑥н = 0, а σХн = σХк = σх. 

Поэтому: 

σ𝑉АК
2 =

2σ𝑥
2

Тн
2
. (9) 

Подставляя (6) в (9) и (9) в (5) получим: 

σ𝑄 =
σ𝑥 √2

𝑇н𝑉АК
=
𝑇зад√2

𝑇н
. (10) 

Окончательно, подставив (10) в (4) получим 
функцию расчета вероятности наведения ЛА на 
цель (Рн), при управлении его с ПУ, в зависимости 

от своевременности передачи команд управления 
в СВРС (Tзад): 

𝑃н =
1

2
(Ф(

𝑇н(𝑚𝑄 + Δ𝑄доп)

2𝑇зад
) − Ф(

𝑇н(𝑚𝑄 − Δ𝑄доп)

2𝑇зад
)). (11) 

В выражении (11) физический смысл параметра 
mQ – математическое ожидание маневра цели, ко-
торое направленно на уклонение от ЛА, выражен-
ное в радианах. Физический смысл параметра ΔQдоп 
– значение ошибок в определении курса цели (в 
том числе и вследствие ее маневра), которые ЛА 
может исправить самостоятельно по данным бор-
товой РЛС. Выражение mQ ± ΔQдоп соответствует 
ошибкам в определении курса, которые ЛА не мо-
жет исправить самостоятельно, и, соответственно, 
эта ошибка является определяющей при снижении 
вероятности наведения вследствие маневра цели. 

 
Исследование вероятности наведения ЛА  
на цель в зависимости от своевременности 
передачи команд в СВРС 

Качественные зависимости вероятности наведе-
ния ЛА на цель для различных значений маневра 
цели mQ и своевременности передачи команд по ка-
налу управления в СВРС представлена на рисунке 2. 

 
Рис. 2. Вероятности наведения ЛА на цель при различных 
значениях маневра цели mQ и своевременности передачи 

команд по каналу управления в СВРС 

Анализ графических зависимостей (см. рисунок 
2) позволяет сделать вывод: даже при наведении 
ЛА на не маневрирующую цель (mQ = 0) задержки, 
возникающие при передаче команд в СРВС, приво-
дят к значительному снижению вероятности наве-
дения вследствие расхождения истинных коорди-
нат ЛА и цели с рассчитанными в АСУ на момент 
выдачи команды. 

Так как команды передаются в общем составе 
трафика циркулирующего в канале управления, а 
интенсивность этого трафика зависит от этапов 
полета и носит нестационарный характер, то для 
обеспечения заданного уровня вероятности наве-
дения ЛА на цель необходимо адаптировать ско-
рость канала управления ЛА в СВРС к интенсивно-
сти трафика в нем. Это позволит обеспечить при-
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емлемую своевременность передачи команд 
управления, и как следствие – заданную вероят-
ность наведения ЛА на цель. 

 
Заключение 

Представленная модель позволяет установить 
аналитическую зависимость между вероятностью 
наведения ЛА на цель и своевременностью пере-
дачи команд между ПУ и ЛА по каналу управления 
в СВРС. В результате исследования итоговой 
функциональной зависимости установлено, что 
даже при наведении ЛА на не маневрирующую 
цель, задержки, возникающие при передаче ко-
манд в СРВС, приводят к значительному снижению 
вероятности наведения вследствие расхождения 
истинных координат ЛА и цели с рассчитанными в 
АСУ на момент выдачи команды. 

Элементами новизны данной модели, отличаю-
щей ее от других моделей процесса наведения ЛА на 
цель, например [25–27], является то, что модель 
формализует процесс наведения истребителя ВКС 
на цель с учетом зависимости вероятности его на-
ведения от средне-квадратичного отклонения оп-
ределения курса цели и выдачи его на ЛА, которые в 
свою очередь зависят от своевременности передачи 
этих данных по каналу управления в составе СВРС. 

Вместе с тем, представленная модель не учиты-
вает координатометрию ЛА и цели, законы их 
управления, возможности наземных и бортовых 
РЛС по устранению ошибок путем самонаведения. 
Данные аспекты планируется учесть путем даль-
нейшего развития представленной в статье модели. 
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