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ПОЗИЦИОНИРОВАНИЕ ИСТОЧНИКОВ 
РАДИОИЗЛУЧЕНИЯ В УСЛОВИЯХ ВЫСОКОГОРЬЯ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БЕСПИЛОТНЫХ 
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 

 
А.Х. Аль-Одхари1, Г.А. Фокин1* 
 
1Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. проф. М.А. Бонч-Бруевича, 
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Информация о статье 
УДК 621.396.969.36 
Язык статьи – русский 
 
Ссылка для цитирования: Аль-Одхари А.Х., Фокин Г.А. Позиционирование источников радиоизлучения в 
условиях высокогорья с использованием беспилотных летательных аппаратов // Труды учебных 
заведений связи. 2018. Т. 4. № 2. С. 5–17. 
 
Аннотация: В настоящей работе разработаны математическая и имитационная модели позиционирова-
ния источников радиоизлучения в трехмерном пространстве на основе разностно-дальномерного метода 
с использованием беспилотных летательных аппаратов и выполнена оценка точности позиционирования 
подвижного и неподвижного источников радиоизлучения в трехмерном пространстве с использованием 
беспилотного летательного аппарата. Также обобщен алгоритм и методики идентификации и компенса-
ции источников измерений с отсутствием прямой видимости при позиционировании источников радиоиз-
лучения с использованием неподвижных пунктов приема в составе наземного сегмента и подвижных пунк-
тов приема на борту беспилотного летательного аппарата в составе воздушного сегмента в трехмерном 
пространстве. 
 
Ключевые слова: источник радиоизлучения, пункт приема, отсутствие прямой видимости, разностно-
дальномерный метод, имитационная модель, трехмерное пространство. 

 
I. Введение 

Повышение точности позиционирования источ-
ников радиоизлучения (ИРИ) в настоящее время 
является актуальным направлением и обусловлено 
множеством практических приложений, таких как 
поисково-спасательные операции, службы экс-
тренной медицинской помощи, охраны правопо-
рядка, слежения за персоналом, транспортными 
средствами и др. 

В определенных приложениях актуальной и вос-
требованной является задача позиционирования 
ИРИ в условиях неоднородного рельефа местности, 
например, в горах [1]. Сложность позиционирова-
ния в условиях высокогорья определяется нерав-
номерностью морфоструктуры местности. Для 
определения местоположения ИРИ в таких трудно-
доступных высокогорных областях необходимо ре-
шить задачу позиционирования в трехмерном про-
странстве, которая осложняется, во-первых, невоз-
можностью расположения пунктов приема (ПП) из-

мерений на одном уровне с ИРИ [2] и, во-вторых, ве-
роятным отсутствием прямой видимости между 
ИРИ и одним и/или несколькими ПП [3].  

Большинство населенных районов высокогорья 
являются труднодоступными областями, в кото-
рых операторы связи не покрывают большую часть 
территории, что затрудняет реализацию соответ-
ствующих сервисов геолокации. Таким образом, за-
дача позиционирования ИРИ в таких условиях вы-
сокогорья является востребованной и актуальной.  

Одним из эффективных методов позициониро-
вания является разностно-дальномерный метод 
(РДМ – TDOA, от англ. Time Difference of Arrival) [4, 
5, 6]. Для повышения точности позиционирования 
ИРИ ранее в [7, 8, 9] уже было предложено исполь-
зование беспилотных летательных аппаратов 
(БПЛА). В настоящей работе представлено продол-
жение исследований [10, 11, 12] по повышению 
точности позиционирования в условиях вероят-
ного отсутствия прямой видимости между ИРИ и 
одним и/или несколькими ПП для случая, когда 

mailto:grihafokin@gmail.com
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сбор навигационных измерений производится ста-
ционарными пунктами приема в составе наземного 
сегмента и подвижными пунктами приема на борту 
БПЛА в составе воздушного сегмента рассматрива-
емой системы позиционирования. 

В работах [1, 7, 8, 9] при позиционировании с ис-
пользованием воздушного сегмента на основе бес-
пилотных летательных аппаратов не учитывался 
фактор многолучевого распространения сигналов 
и влияние отсутствия прямой видимости (NLOS, от 
англ. Non-Line-of-Sight) между ИРИ и ПП на точ-
ность позиционирования, что, однако, имеет прин-
ципиальное значение при позиционировании в 
условиях неравномерного рельефа высокогорной 
местности. Задача позиционирования ИРИ в усло-
виях NLOS на плоскости исследована в работах [10, 
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] и др., однако применимость 
разработанных алгоритмов требует уточнения для 
сценария трехмерного пространства с примене-
нием БПЛА в качестве подвижного пункта приема. 
В связи с указанными недостатками имеющихся ис-
следований можно сделать вывод о том, что задача 
позиционирования ИРИ в трехмерном простран-
стве в условиях высокогорья с применением БПЛА 
в качестве подвижного пункта приема с учетом 
необходимости идентификации и компенсации ис-
точников NLOS измерений полностью не решена. 
Целью настоящей работы является разработка и 
реализация алгоритма и методик идентификации 
и компенсации ошибок отсутствия прямой видимо-
сти при позиционировании разностно-дальномер-
ным методом в трехмерном пространстве с исполь-
зованием беспилотных летательных аппаратов. 

В ситуации NLOS принимаемый сигнал в резуль-
тате переотражений пройдет более длинное рас-
стояние по сравнению с расстоянием прямой види-

мости [3], что приведет к более длительному вре-
мени прихода сигнала [20], и, соответственно, 
большей ошибке в определении координат ИРИ. 
Чтобы уменьшить ошибку позиционирования, сле-
дует идентифицировать и исключить из процесса 
позиционирования ПП, являющиеся источниками 
NLOS измерений.  

Известные методы идентификации ошибок 
NLOS измерений в условиях отсутствия прямой ви-
димости представлены в [10, 18]. Далее рассмотрим 
классификацию [18] методов идентификации и 
компенсации ошибок NLOS измерений в задачах 
позиционирования в условиях отсутствия прямой 
видимости (рисунок 1). 

Подходы к идентификации NLOS измерений вклю-
чают три категории.  

Первая категория идентификации NLOS измере-
ний основана на оценке дальности по дисперсии из-
меряемых расстояний [14]. Методы этой категории 
измеряют дальности расстояний и оценивают их от-
клонения по сравнению с некоторым порогом. 

Вторая категория идентификации NLOS измере-
ний основана на статистиках радиоканала [15]. Ме-
тоды этой категории реализуются путем анализа 
принятого сигнала по определенным параметрам-
статистикам радиоканала, основными из которых 
являются средняя задержка, избыточная задержка, 
амплитуда и отношение сигнал/шум на входе при-
емника. 

Третья категория идентификации NLOS измере-
ний основана на карте-плане территории позицио-
нирования ИРИ, например, карте здания [16]. Ме-
тоды этой категории анализируют радиоканал с 
привязкой к имеющейся карте путем наблюдения 
за текущей и предыдущей позицией источника ра-
диоизлучения. 

На  основе оценок 
дальности

На  основе 
статистики канала

На  основе оценок 
местоположения

Карта здания
Средняя / 

избыточная 
задержка

Амплитудные 
статистики

Дисперсия
расстоянии 

Прямой путь
обнаружения Статистика

Пороговое
сравнение

Взвешенных / 
наименьших 

квадратов
Ряд  Тейлора

Фильтрация 
(Кальман)

Линейное 
программирование

 Проблема  NLOS

Идентификация Компенсация

 
Рис. 1. Классификация методов идентификации и компенсации ошибок NLOS измерений [18] 
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Подходы к компенсации NLOS измерений вклю-
чают две категории. 

Первая категория компенсации NLOS измерений 
основана на первичной обработке статистик при-
нимаемого сигнала и нахождении луча прямой ви-
димости LOS (от англ. Line-of-Sight) для принятого 
многолучевого сигнала, который далеко не всегда 
совпадает с пиком на выходе коррелятора прием-
ника [17]. 

Вторая категория компенсации NLOS измерений 
основана на вторичной обработке статистик при-
нимаемого сигнала при решении уравнений мето-
дом наименьших квадратов, метода взвешенных 
наименьших квадратов (ВМНК) [19], рядом Тей-
лора, а также линейного программирования под-
хода и фильтрации. 

Учитывая представленную выше классифика-
цию, рассмотрим далее проблему компенсации 
ошибок NLOS измерений в задачах позиционирова-
ния ИРИ для случая вторичной обработки стати-
стик принимаемого сигнала при решении навига-
ционных уравнений РДМ и ВМНК [10] с учетом 
наземного и воздушного сегмента, включающего 
подвижный пункт приема на борту БПЛА. 

Материал настоящей работы организован в сле-
дующем порядке. В разделах II и III представлена ма-
тематическая и имитационная модели позициони-
рования ИРИ с использованием наземного и воздуш-
ного сегмента на основе БПЛА. В разделе IV проил-
люстрировано влияние отсутствия прямой видимо-
сти на точность позиционирования разностно-даль-
номерным методом с использованием БПЛА в трех-
мерном пространстве. В разделе V представлены ал-
горитм и методики обнаружения и исключения ис-
точников NLOS ошибок по совокупности РДМ изме-
рений. В разделе VI сформулированы выводы по 
проведенному исследованию. 

 
II. Математическая модель позиционирования 
ИРИ с использованием наземного и воздушного 
сегмента на основе БПЛА 

Для построения математической модели пози-
ционирования ИРИ в трехмерном пространстве в 
условиях неоднородного рельефа местности рас-
смотрим структурную схему позиционирования на 
рисунке 2, включающую наземный и воздушный 
сегменты: в составе наземного сегмента – стацио-
нарные пункты приема, расположенные в про-
странстве, и центральный пункт обработки инфор-
мации и управления; в составе воздушного сег-
мента – подвижный пункт приема на борту БПЛА.  

Система позиционирования ИРИ в трехмерном 
пространстве включает в себя M пунктов приема, 
каждый из которых принимает сигнал, поступаю-
щий от маломощного источника радиоизлучения. 
Предполагается, что все пункты приема точно син-
хронизированы. Сигнал, принятый i-ым пунктом 

приема, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑀𝑀 можно представить выраже-
нием [21]: 

𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑡𝑡) = α𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑡𝑡),    𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑀 , (1) 

где принятый полезный сигнал α𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑖𝑖) является 
задержанной на 𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑐𝑐⁄  копией переданного ИРИ 
сигнала 𝑠𝑠(𝑡𝑡), ослабленного в 𝛼𝛼𝑖𝑖  раз при распростра-
нении на расстояние 𝑑𝑑𝑖𝑖  между ИРИ и i-ым пунктом 
приема; 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑡𝑡) – шум i-го пункта приема; выборки 
шума пунктов приема принимаются некоррелиро-
ванными, гауссовскими с нулевым средним; 𝑐𝑐 – ско-
рость света. 

Пункт 
приема 1

Пункт 
приема 3

Пункт 
приема М

Пункт 
приема 2

Источник 
радиоизлучения


Рис. 2. Структурная схема системы позиционирования ИРИ, 

включающая наземный и воздушный сегменты  

Разности времен прихода сигналов обычно рас-
считывают относительно одного пункта приема, 
называемым опорным (центральным). Исходными 
данными РДМ для обработки на центральном 
пункте приема являются известные координаты 
каждого ПП и измеренные разности времен при-
хода сигналов Δ𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑗𝑗, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑀𝑀, по кото-
рым вычисляются разности дальностей Δ𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗[22]: 

Δ𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑐𝑐 ⋅ Δ𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗  . (2) 

Для того, чтобы рассчитать разности времен 
прихода сигналов между двумя пунктами приема, 
выполняется корреляционный анализ [15]. Взаим-
ная корреляционная функция может быть исполь-
зована, когда ИРИ и пункты приема являются ста-
ционарными. Комплексная функция неоднознач-
ности может быть использована для оценки как по-
казателей FDOA (от англ. Frequency Difference of Ar-
rival), так и TDOA для случаев, когда ИРИ является 
высокоподвижным. Будем далее предполагать, что 
позиционируемый ИРИ является малоподвижным, 
поэтому при обработке измерений будем вычис-
лять только показатель разности времен прихода 
TDOA.  
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Первым шагом в определении координат ИРИ 
является оценка TDOA по пикам взаимной корреля-
ционной функции (ВКФ), или кросскорреляцион-
ной функции сигналов 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) [23]: 

С𝑥𝑥𝑥𝑥(τ) = 𝐸𝐸[𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑡𝑡 − τ)] , (3) 

где E – оператор математического ожидания; 
𝑥𝑥(𝑡𝑡),  𝑦𝑦(𝑡𝑡) – принимаемые сигналы; τ – величина, 
которая максимизирует кросскорреляционную 
функцию и представляет собой оценку разности 
времен прихода TDOA. На рисунке 3 показан меха-
низм сбора и обработки измерений при вычисле-
нии кросскорреляционной функции сигналов для 
двух пунктов приема.  

На интервале наблюдения T функция (3) может 
быть записана следующим образом: 

С𝑥𝑥𝑥𝑥(τ) =
1

𝑇𝑇 − τ
� 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑡𝑡 − τ)
𝑇𝑇

τ
 𝑑𝑑𝑡𝑡. (4) 

Далее формализуем математическую модель 
сбора РДМ измерений в трехмерном пространстве 
с использованием подвижного пункта приема на 
борту БПЛА. В общем случае, для определения ко-
ординат ИРИ в трехмерном пространстве необхо-
димо наличие 4 ПП (рисунок 4).  

Линии постоянной разности Δ𝑑𝑑𝑗𝑗,1 рассчитывают 
относительно одного пункта приема, являющегося 
опорным (центральным), например, первого ПП, 
тогда можно записать следующие выражения для 
разностей расстояния прихода сигналов [24]: 

Δ𝑑𝑑𝑗𝑗,1 = 𝑑𝑑𝑗𝑗 − 𝑑𝑑1, 𝑗𝑗 = 2, … ,𝑀𝑀. (5) 

На практике первичные измерения разности 
Δ𝑑𝑑𝑗𝑗,1 подвержены аддитивному белому гауссов-
скому шуму АБГШ 𝑛𝑛𝑗𝑗 , с учетом которого измерения 
линий постоянной разности 𝑟𝑟𝑗𝑗  определяются сле-
дующим выражением: 

𝑟𝑟𝑗𝑗 =  Δ𝑑𝑑𝑗𝑗,1 + 𝑛𝑛𝑗𝑗 . (6) 

Пусть вектор координат подвижного источника 
радиоизлучения в трехмерном пространстве равен 
𝐸𝐸1/𝑛𝑛 = �𝑥𝑥1/𝑛𝑛 , 𝑦𝑦1/𝑛𝑛, 𝑧𝑧1/𝑛𝑛�

𝑇𝑇при 𝑛𝑛 = 1, 2, … ,𝑁𝑁, где 𝑁𝑁− 
количество точек измерения во времени (про-
странстве); 1 − один ИРИ. 𝑆𝑆𝑗𝑗/𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑗𝑗/𝑛𝑛 , 𝑦𝑦𝑗𝑗/𝑛𝑛, 𝑧𝑧𝑗𝑗/𝑛𝑛�

𝑇𝑇
− 

вектор координат подвижных ПП при 𝑗𝑗 = 1, . . .  ,𝐻𝐻, 
где H − общее количество подвижных пунктов при-

ема. Число неподвижных ПП равно 𝑀𝑀 −𝐻𝐻. Далее бу-
дем нумеровать все ПП (подвижные и неподвиж-
ные) индексом 𝑗𝑗 = 1, 2, … , M, а 𝑛𝑛 = 1, 2, … ,𝑁𝑁 – опре-
делим как временной (пространственный) индекс 
измерений, учитывающий движение подвижного 
ПП на борту БПЛА. На рисунке 4 предоставлен при-
мер расположения ПП и ИРИ в трехмерном про-
странстве. Фактическое расстояние между ИРИ и 
пунктами приема определяется следующим обра-
зом: 

dj/n = �(x1/n − xj/n)2 + (y1/n − yj/n)2 + (𝑧𝑧1/n − 𝑧𝑧j/n)2, (7) 
     𝑗𝑗 = 1, 2, … ,𝑀𝑀,    𝑛𝑛 = 1, 2, … ,𝑁𝑁. 

Вектор измерений разностей расстояния (6) в 
матричном виде может быть представлен выраже-
нием [25]: 

𝑟𝑟 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑛𝑛 , (8) 
где 

𝑟𝑟 = �

𝑟𝑟2,1/1 𝑟𝑟3,1/1 ⋯ 𝑟𝑟𝑀𝑀,1/1
𝑟𝑟2,1/2 𝑟𝑟3,1/2 ⋯ 𝑟𝑟𝑀𝑀,1/2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑟𝑟2,1/𝑁𝑁 𝑟𝑟3,1/𝑁𝑁 ⋯ 𝑟𝑟𝑀𝑀,1/𝑁𝑁

�

𝑇𝑇

, (9) 

𝑟𝑟𝑗𝑗,1/𝑛𝑛 − измеренная разность расстояний между ис-
точником радиоизлучения и j-ым пунктом приема 
в n-ый момент времени и между источником радио-
излучения и 1-ым пунктом приема в n-ый момент 
времени. 

Фактические разности расстояний между источ-
ником радиоизлучения и j-ым пунктом приема в n-
ый момент времени и между источником радиоиз-
лучения и 1-ым пунктом приема в n-ый момент вре-
мени определяются выражением: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

⎣
⎢
⎢
⎡
Δ𝑑𝑑2,1/1 Δ𝑑𝑑3,1/1 ⋯ Δ𝑑𝑑𝑀𝑀,1/1

Δ𝑑𝑑2,1/2 Δ𝑑𝑑3,1/2 ⋯ Δ𝑑𝑑𝑀𝑀,1/2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Δ𝑑𝑑2,1/𝑁𝑁 Δ𝑑𝑑3,1/𝑁𝑁 ⋯ Δ𝑑𝑑𝑀𝑀,1/𝑁𝑁⎦

⎥
⎥
⎤
𝑇𝑇

, (10) 

  
                                         Δ𝑑𝑑𝑗𝑗,1/𝑛𝑛 =

= �(𝑥𝑥1/𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑗𝑗/𝑛𝑛)2 + (𝑦𝑦1/𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑗𝑗/𝑛𝑛)2 + (𝑧𝑧1/𝑛𝑛 − 𝑧𝑧𝑗𝑗/𝑛𝑛)2 − 

(11) 
−�(𝑥𝑥1/𝑛𝑛 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦1/𝑛𝑛 − 𝑦𝑦1)2 + (𝑧𝑧1/𝑛𝑛 − 𝑧𝑧1)2, 

  𝑗𝑗 = 2, 3, … ,𝑀𝑀,    𝑛𝑛 = 1, 2, … ,𝑁𝑁. 
 

Оценка 
TDOA

Пиковый  
детектор

Кросс- 
корреляция 

Регулируемая 
задержка

Пункт приема 2
y(t)

Пункт приема 1
x(t)

ИРИ

S(t)

 
Рис. 3. Процесс оценки TDOA по кросс-корреляции двух принятых сигналов x (t) и y (t) 
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2ПП

3ПП

1ПП

4ПП

ИРИ

Рис. 4. Расположение ПП и ИРИ в трехмерном пространстве 

Ошибки разностно-дальномерных измерений 
определяются выражением: 

𝑛𝑛 = �

𝑛𝑛2,1/1 𝑛𝑛3,1/1 ⋯ 𝑛𝑛𝑀𝑀,1/1
𝑛𝑛2,1/2 𝑛𝑛3,1/2 ⋯ 𝑛𝑛𝑀𝑀,1/2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑛2,1/𝑁𝑁 𝑛𝑛3,1/𝑁𝑁 ⋯ 𝑛𝑛𝑀𝑀,1/𝑁𝑁

�

𝑇𝑇

, (12) 

где 𝑛𝑛𝑗𝑗,1/𝑛𝑛 − ошибка измерений разности расстояний 
между ИРИ и j-ым ПП в n-ый момент времени и 
между ИРИ и 1-ым ПП в n-ый момент времени. 

Для нахождения координат ИРИ требуется ре-
шить систему нелинейных уравнений (8). Дина-
мику движения БПЛА в качестве подвижного ПП 
аппроксимируем окружностью: 

𝑥𝑥𝑗𝑗/𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑗𝑗/0 + 𝑅𝑅cos(ω𝑡𝑡𝑛𝑛),  
(13) 

𝑦𝑦𝑗𝑗/𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑗𝑗/0 + 𝑅𝑅sin(ω𝑡𝑡𝑛𝑛),    𝑧𝑧𝑗𝑗/𝑛𝑛 = 𝑧𝑧𝑗𝑗/0 , 

где R − радиус окружности; ω = 2π 𝑡𝑡𝑁𝑁⁄ . 
 

III. Имитационная модель позиционирования 
ИРИ с использованием наземного и воздушного 
сегмента на основе БПЛА 

Позиционирование источника радиоизлучения 
выполняется для сценария, когда он расположен в 
трехмерном пространстве в области размером 10 
км х 10 км х 5 км. Для моделирования был выбран 
сценарий движения БПЛА по окружности. Рассмот-
рим сценарии использования БПЛА в качестве ПП 
для позиционирования неподвижного и подвиж-
ного ИРИ. 

Оценим точность позиционирования неподвиж-
ного ИРИ. Предположим, что ИРИ неподвижен и 
расположен в точке (5, 5, 1); 4 стационарных ПП 
расположены в точках (0, 0, 0), (10, 0, 0.7), (0, 10, 1), 
(10, 10, 1.2); один подвижный ПП (БПЛА) летает по 
окружности над рабочей зоной на постоянной вы-
соте z = 3000 м со скоростью 113 км/ч (рисунок 5). 
Зависимость среднеквадратичной ошибки (СКО) 

позиционирования от времени полета беспилот-
ного летательного аппарата по трем осям предо-
ставлена на рисунке 6. 

 
Рис. 5. Область позиционирования с использованием БПЛА 

 
Рис. 6. Зависимость СКО от времени полета БПЛА 

Оценим точность позиционирования подвиж-
ного ИРИ. Предположим, что ИРИ движется равно-
мерно из точки с начальными координатами (6.6, 2, 
0.12); 4 стационарных пункта приема расположены 
в точках (0, 0, 0), (10, 0, 0.7), (0, 10, 1), (10, 10, 2); один 
подвижный пункт приема (БПЛА) летает по окруж-
ности на высоте z = 3000 м со скоростью 104 км/ч 
(рисунок 7). Зависимость СКО позиционирования 
от времени представлена на рисунке 8. 

 
Рис. 7. Оценка координат ИРИ при движении 

Анализ графиков на рисунках 6 и 8 позволяет сде-
лать вывод о том, что как для стационарного, так и 
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для подвижного ИРИ, СКО на плоскости x-y состав-
ляет 10-20 м, в то время как СКО по высоте z дости-
гает 80 м. Также из рисунка 8 видно, что для подвиж-
ного ИРИ при его удалении от центра к границам пе-
риметра расположения наземных пунктов приема 
СКО возрастает. 

 
Рис. 8. Зависимость СКО от движения ИРИ 

Далее проиллюстрируем влияние отсутствия 
прямой видимости NLOS на точность позициониро-
вания разностно-дальномерным методом при по-
зиционировании с использованием БПЛА в трех-
мерном пространстве. 

 
IV. Оценка влияния отсутствия прямой  
видимости на точность позиционирования  
с использованием БПЛА в пространстве 

Рассмотрим пример позиционирования ИРИ, ко-
гда у подвижного ПП имеет место ситуация NLOS в 
течение некоторого времени полета БПЛА. На ри-
сунке 9 представлен пример территориального 
распределения пяти стационарных ПП наземного 
сегмента, одного подвижного ПП на борту БПЛА в 
составе воздушного сегмента и ИРИ в трехмерном 
пространстве; СКО в зависимости от времени по-
лета БПЛА представлено на рисунке 10. 

Из рисунков 9-10 видно, что СКО резко возрастает 
на интервале от 42 с до 60 с, как раз во время полета 
БПЛА на участке отсутствия прямой видимости NLOS 
между ИРИ и БПЛА. На рисунке 9 данный интервал 
полета проиллюстрирован отраженными лучами. 

 

Рис. 9. Область позиционирования при отсутствии прямой 
видимости у 6-го пункта приема (БПЛА) 

 
Рис. 10. Зависимость СКО от времени полета БПЛА 

Для повышения точности позиционирования с 
использованием наземного сегмента из стационар-
ных пунктов приема и воздушного сегмента с по-
движным пунктом приема на борту БПЛА в ситуа-
циях NLOS необходимо временно (в примере на ри-
сунке 10 – с 42-ой по 60-ую с) исключить принима-
емые РДМ измерения подвижным пунктом приема 
на борту БПЛА из общего набора РДМ измерений 
(9). Для реализации временного исключения РДМ 
измерений на подвижном ПП далее рассмотрим 
сценарий обнаружения и исключения NLOS изме-
рений на одном из стационарных пунктов приема.  

На рисунке 11 представлен пример территори-
ального распределения 4 ПП наземного сегмента, 
один БПЛА и ИРИ при отсутствии прямой видимо-
сти у 2-го пункта приема ПП2 (слева) и соответству-
ющие взаимные корреляционные функции и раз-
ности времен прихода сигналов (справа). Влияние 
NLOS у ПП2 иллюстрируется также на графике ВКФ: 
корреляционный пик C12(t) отраженного сигнала 
r2(t) оказывается меньше бокового лепестка корре-
ляционных функций C13(t), C14(t), C15(t), сигналов 
r3(t), r4(t), r5(t), пришедших по лучу прямой видимо-
сти, что является следствием потерь при распро-
странении радиоволн (РРВ) сигнала r2(t) при уве-
личении пройденного пути в результате отраже-
ния от препятствия [5]. 

На рисунке 12 показаны оценки местоположе-
ний в трехмерном пространстве, вычисленные от-
носительно различных опорных пунктов приема. 
Оценка 1 получена для опорного ПП1; при этом в по-
зиционировании участвуют РДМ измерения Δd12, 
Δd13, Δd14, Δd15. Аналогично оценки 2, 3, 4 и 5 полу-
чены соответственно для опорных пунктов приема 
ПП2, ПП3, ПП4 и ПП5. Анализ полученных оценок по-
казывает их разброс, а также значительное откло-
нение от истинного местоположения ИРИ; при 
этом наибольшее отклонение наблюдается у 
оценки, полученной для РДМ измерений относи-
тельно ПП2, являющегося источником NLOS. Усред-
нение полученных оценок также показано на ри-
сунке 12. 
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Рис. 11. Пример территориального распределения пунктов приема и ИРИ, при отсутствии прямой видимости у 2-го пункта 
приема и оценок координат относительно пяти пунктов приема (слева), ВКФ принятых сигналов (справа) 

 
Рис. 12. Увеличенный масштаб рисунка 11  

(разброс оценок по наборам) 
 

V. Алгоритм и методики идентификации  
источников NLOS измерений с использованием 
БПЛА в пространстве 

Для решения проблемы NLOS в настоящей ра-
боте обобщен алгоритм и методики идентифика-
ции источника NLOS измерений на плоскости [10] 
для случая позиционирования в трехмерном про-
странстве с использованием подвижного ПП на 
борту БПЛА.  

Детализируем приведенный пример на рисунке 
11-12 промежуточными оценками по комбинациям 
и наборам с помощью рисунка 13 с учетом приня-
тых обозначений. Число наборов определяется чис-
лом пунктов приема М = 5; индекс набора опреде-
ляется индексом опорного пункта приема. Число 
пунктов приема в комбинации L = 4. Общее число 
комбинаций из четырех пункта приема в наборе из 
пяти пунктов приема относительно опорного С =
С𝑀𝑀−1𝐿𝐿−1 = 𝐶𝐶43 = 4. 

Оценка 𝐱𝐱�1 получена относительно ПП1 усредне-
нием промежуточных оценок по набору m = 1 для 
четырех комбинаций из четырех ПП S1 = {ПП1234, 
ПП1235, ПП1245, ПП1345}. Аналогично оценки 𝐱𝐱�2, 𝐱𝐱�3, 𝐱𝐱�4 
и 𝐱𝐱�5 получены соответственно относительно ПП2, 
ПП3, ПП4 и ПП5. 

Из анализа промежуточных оценок по комбина-
циям на рисунке 13 можно сделать следующий вы-
вод. В наборе оценок присутствует одна промежу-
точная оценка, соответствующая истинному поло-
жению ИРИ. Эта промежуточная оценка получена 
на основе комбинации пунктов приема без пункта 
ПП2 – источника NLOS измерений, а именно, в 
наборе m = 1 истинному положению соответствует 
оценка, полученная на основе комбинации S14 = 
{ПП1345} без ПП2. Аналогично в наборах 3, 4 и 5 ис-
тинному положению соответствует оценка, полу-
ченная на основе комбинации S31 = {ПП3451}, 
S42 = {ПП4513}, S53 = {ПП5134}. 

Подобный подход с получением промежуточных 
оценок для каждого опорного пункта путем усред-
нения промежуточных оценок по комбинациям в 
наборе подтверждает возможность идентифика-
ции источника NLOS измерений: на рисунке 12 
видно, что промежуточная оценка 2, полученная 
относительно опорного ПП2, имеет наибольшее от-
клонение от истинного местоположения ИРИ, так 
как ошибочное дальномерное измерение d2 входит 
в каждую комбинацию РДМ измерений в наборе 
S2 = {ПП2345, ПП2341, ПП2351, ПП2451}. 

Однако дисперсии промежуточных оценок по 
комбинациям в наборе относительно каждого опор-
ного пункта приема, с точки зрения идентификации 
источника NLOS, не так очевидны: на рисунке 13 по-
казано, что дисперсия σ2 промежуточных оценок по 
комбинациям в наборе m = 2, полученных относи-
тельно пункта приема ПП2 – источника NLOS изме-
рений, ниже дисперсий σ1, σ4 и σ5 промежуточных 
оценок в наборах m = 1, m = 4 и m = 5 соответственно, 
полученных относительно пунктов приема ПП1, ПП4 
и ПП5 – источников LOS измерений. Это можно объ-
яснить тем, что все промежуточные оценки по ком-
бинациям в наборе m = 2 оказываются положи-
тельно смещенными и, следовательно, дисперсия 
подобных оценок может оказаться ниже дисперсий 
оценок в наборах относительно пунктов приема – 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 2 
 

www.tuzs.sut.ru 12 
 

источников LOS, где одна из оценок соответствует 
истинному положению ИРИ и, следовательно, может 
привести к повышению дисперсии в наборе [10]. 

Чтобы уменьшить ошибку, следует идентифици-
ровать источник NLOS и исключить его из процесса 
позиционирования. Для надежной идентификации 
одного источника NLOS за один сеанс измерений 

число оставшихся источников LOS должно превы-
шать минимально необходимое, т.е., L ≥ 5 в трех-
мерном пространстве; при идентификации ПП, яв-
ляющихся источниками NLOS, используется подход 
последовательного исключения каждого из опор-
ных пунктов приема из набора обрабатываемых из-
мерений. 

 

  

 
Рис. 13. Промежуточные оценки координат по комбинациям и по наборам  

для 5 пунктов приема при отсутствии прямой видимости у 2-го пункта приема 
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Проиллюстрируем идентификацию источника 
NLOS измерений для примера на рисунке 14; число 
наборов определяется числом ПП М = 6; индекс 
набора определяется индексом опорного ПП. Число 
ПП в комбинации L = 4. Общее число комбинаций из 
четырех пунктов приема в наборе из шести ПП от-
носительно одного опорного пункта приема С =
С𝑀𝑀−1𝐿𝐿−1 = С53 = 10. Промежуточные оценки по набо-
рам показаны на рисунках 15-16; промежуточные 
оценки по комбинациям для каждого набора – на 
рисунке 16. 

На рисунке 15 промежуточная оценка 𝐱𝐱�1 полу-
чена относительно опорного ПП1 усреднением про-
межуточных оценок по набору m = 1 для десяти 
комбинаций из четырех ПП S1 = {ПП1234, ПП1235, 
ПП1236, ПП1245, ПП1246, ПП1256, ПП1345, ПП1346, ПП1356, 
ПП1456}. Аналогично промежуточные оценки 𝐱𝐱�2, 𝐱𝐱�3, 
𝐱𝐱�4, 𝐱𝐱�5 и 𝐱𝐱�6 получены соответственно относительно 
опорных пунктов приема ПП2, ПП3, ПП4, ПП5 и ПП6. 
Оценка дисперсии по наборам при этом составила 
σ = 1.92e + 05 м. 

 
Рис. 14. Пример распределения 5 стационарных ПП, одного 
БПЛА и ИРИ, при отсутствии прямой видимости у 2-го ПП и 

оценок координат относительно 6 опорных ПП 

Рассмотрим оценки дисперсий по комбинациям 
на рисунке 16. Оценка дисперсий комбинаций по 
набору m = 1 составила σ = 2.08e+05 м; при этом 
шесть оценок существенно смещены относительно 
истинного местоположения ИРИ, то есть комбина-
ции {ПП1234, ПП1235, ПП1236, ПП1245, ПП1246, ПП1256}, а 
четыре оценки для комбинаций {ПП1345, ПП1346, 
ПП1356, ПП1456} в которых исключено дальномерное 
измерение d2 от источника NLOS ПП2, приводят к 
корректным оценкам местоположения ИРИ. Анало-
гичные выводы можно сделать для остальных 
наборов за исключением набора m = 2 относи-
тельно пункта приема ПП2 – источника NLOS изме-
рений: оценки по всем комбинациям S2 = {ПП2345, 
ПП2346, ПП2356, ПП2341, ПП2351, ПП2361, ПП2456, ПП2451, 
ПП2461, ПП2561} содержат ошибочное дальномерное 
измерение d2. 

Очевидным подходом для компенсации ошибоч-
ных оценок, обусловленных наличием источника 
NLOS в наборе комбинаций, является идентифика-

ция и исключение этого источника из набора изме-
рений. Например, для набора m = 1 следовало бы 
исключить комбинации {ПП1234, ПП1235, ПП1236, 
ПП1245, ПП1246, ПП1256}, содержащие ошибочное 
дальномерное измерение d2, и оставить комбина-
ции {ПП1345, ПП1346, ПП1356, ПП1456}. 

Рис. 15. Увеличенный масштаб рисунка 14  
(разброс оценок по наборам) 

Рассмотрим подход последовательного исклю-
чения каждого из пунктов приема из набора обра-
батываемых измерений для примера на рисунке 16 
с помощью рисунка 17. Число наборов определя-
ется числом последовательно исключаемых пунк-
тов приема M = 6; индекс набора определяется ин-
дексом исключаемого пункта приема. Число пунк-
тов приема в комбинации L = 4. Число оставшихся 
после исключения одного пункта приема из набора 
пунктов приема M – 1 = 5. Общее число комбинаций 
из четырех пунктов приема в наборе из оставшихся 
после исключения пяти пунктов приема относи-
тельно одного опорного пункта приема C = 4. 

При исключении первого пункта приема (ПП1) 
получаем набор ПП23456 из пяти пунктов приема; 
набор по опорному пункту приема ПП2 без ПП1 для 
четырех комбинаций из пяти пунктов приема S2\1 = 
{ПП2345, ПП2346, ПП2356, ПП2456}. Аналогично при ис-
ключении ПП2, ПП3, ПП4, ПП5 и ПП6 соответственно 
получаем наборы ПП34561, ПП45612, ПП56123, ПП61234 и 
ПП12345. Ниже представлен лог-файл работы функ-
ции идентификация одного источника NLOS. 

Тест ПП для одного источника NLOS 
ПП1 исключен. Набор ПП = 23456. Дисперсия = 1.00e+04 
ПП2 исключен. Набор ПП = 34561. Дисперсия = 6.09e+02 
ПП3 исключен. Набор ПП = 45612. Дисперсия = 4.60e+05 
ПП4 исключен. Набор ПП = 56123. Дисперсия = 3.51e+04 
ПП5 исключен. Набор ПП = 61234.  Дисперсия = 1.15e+04 
ПП6 исключен. Набор ПП = 12345. Дисперсия = 7.62e+05 
Источник NLOS ПП 2. Координаты = 5.00e+03  4.30e+03  .53e+03 

Из лог-файла видно, что наименьшая дисперсия 
промежуточных оценок наблюдается при исключе-
нии ПП2, который и является источником NLOS. 
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Анализ промежуточных оценок по комбинациям 
после последовательного исключения каждого из 
ПП из набора обрабатываемых измерений на ри-
сунке 17 позволяет сделать определенные выводы. 
Во-первых, в наборе комбинаций S2\1 = {ПП2345, 
ПП2346, ПП2356, ПП2456} с опорным ПП2 все промежу-
точные оценки по комбинациям оказываются сме-
щенными относительно истинного местоположе-
ния ИРИ, так как набор содержит источник NLOS 
измерений – ПП2. Во-вторых, в четырех наборах 

присутствует по одной промежуточной оценке, со-
ответствующей истинному местоположению ИРИ; 
корректная оценка получена на основе комбина-
ции без ПП2 – источника NLOS измерений. В-тре-
тьих, в наборе комбинаций S3\2 = {ПП3456, ПП3451, 
ПП3461, ПП3561} при исключении второго пункта 
приема (ПП2) все четыре промежуточные оценки 
оказываются корректными и, следовательно, при-
водят к наименьшей дисперсии σ = 6.09e + 02.  

 

 

 
Рис. 16. Промежуточные оценки по комбинациям и по наборам для примера на рисунке 14
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Проиллюстрируем хронологию исключения по-
движного пункта приема на борту БПЛА на интер-
вале полета от 42 с до 60 с при условии отсутствия 
прямой видимости между беспилотным летатель-
ным аппаратом и источником радиоизлучений. Да-
лее представлен лог-файл позиционирования и ис-
ключения подвижного пункта приема на борту бес-
пилотного летательного аппарата для примера на 
рисунке 9. 

 

Тест пунктов приема для исключения источника NLOS 
Время = 1с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
Время = 2с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
… 

Время = 40с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
Время = 41с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
Время = 42с: Пункт приема ПП6 имеет NLOS. ПП6 исключен 
… 

Время=60с: Пункт приема ПП6 имеет NLOS. ПП6 исключен 
Время = 61с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
Время = 62с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
… 

Время = 199с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 
Время = 200с: Все пункты приема имеют прямую видимость (LOS) 

 

 

 
Рис. 17. Промежуточные оценки с поочередным исключением
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Для идентификации источников NLOS измере-
ний в качестве критерия используется некоторое 
эмпирическое пороговое значение дисперсии про-
межуточных оценок по комбинациям σ𝑡𝑡ℎ𝑟𝑟 , получен-
ное для измерений прямой видимости LOS: если 
дисперсия промежуточных оценок по комбина-
циям превышает пороговое значение, т.е. 
σ𝑚𝑚 >  σ𝑡𝑡ℎ𝑟𝑟 , в данном наборе констатируется нали-
чие одного или двух источников NLOS измерений; 
в противном случае делается заключение о том, что 
все пункты в наборе имеют LOS измерения. В слу-
чае обнаружения источника NLOS происходит ис-
ключение его из процесса позиционирования. Сле-
дует отметить, что по сравнению со сценарием ис-
ключения источников NLOS измерений на плоско-
сти [10], пороги идентификации NLOS σ𝑡𝑡ℎ𝑟𝑟  при по-
зиционировании ИРИ в пространстве значительно 
больше вследствие увеличения погрешности пози-
ционирования по оси z. 

VI. Выводы 
Разработанные математическая и имитацион-

ная модели позиционирования ИРИ позволили 
оценить и визуализировать точность позициони-
рования в трехмерном пространстве на основе РДМ 
с использованием БПЛА. Результаты моделирова-
ния показали, что ошибка по высоте Z больше, чем 
ошибки по оси x и y примерно в 3 раза, что является 
недостаточным для позиционирования в условиях 
высокогорья. Обобщенный алгоритм и методики 
последовательного исключения пунктов приема 
показали возможность обнаружить и исключить 
источники NLOS измерений при позиционирова-
нии в трехмерном пространстве с использованием 
БПЛА с высокой вероятностью. В дальнейшей ра-
боте планируется исследовать методы и алго-
ритмы повышения точность позиционирования по 
высоте z.   
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Аннотация: В работе представлены результаты теоретического исследования влияния отклонения 
геометрии промышленных образцов маломодовых оптических волокон от оптимальной формы на дегра-
дацию спектральной характеристики дифференциальной модовой задержки. Рассматривались несим-
метричные некруглые кварцевые 16-модовые оптические волокна 42/125 с уменьшенной за счет предва-
рительно оптимизированной специализированной формы градиентного профиля показателя преломле-
ния дифференциальной модовой задержки в "С"-диапазоне длин волн с внесенными локальными флуктуа-
циями показателя преломления. Эллиптичность сердцевины и вариации профиля задавались на основе 
анализа протоколов измерения профилей показателя преломления промышленных образцов многомодо-
вых оптических волокон 50/125 кат. ОМ2 и ОМ2+/ОМ3. 
 
Ключевые слова: маломодовые оптические волокна, маломодовый режим передачи оптического сигна-
ла, дифференциальная модовая задержка, несимметричные оптические волокна, профиль показателя 
преломления. 

 
На сегодняшний день переход от традиционных 

одномодовых оптических волокон (ОВ) в линей-
ном тракте волоконно-оптических линий переда-
чи (ВОЛП) к маломодовым световодам (FMF, от 
англ. Few Mode Fibers) с экстремально увеличен-
ным, по сравнению с упомянутыми одномодовыми 
ОВ действующих рекомендаций ITU-T, диаметром 
сердцевины, благодаря которому достигается 
практически полное устранение нелинейности ОВ, 
в сочетании с технологией модового мультиплек-
сирования (MDM, от англ. Mode Division Multi-
plexing) и MIMO (от англ. Multiple Input Multiple 
Output – множественные входы/множественные 
выходы), рассматривается как одно из перспек-
тивных решений задачи преодоления нелинейно-
го предела Шеннона для магистральных ВОЛП 

транспортных сетей связи нового поколения, ори-
ентированных на сверхвысокие скорости переда-
чи информации [1–7 и др.]. 

Как показал анализ данных экспериментальных и 
теоретических исследований, представленных в 
цикле работ ряда зарубежных авторов, а также ана-
лиз результатов проведенного моделирования ли-
нейного тракта магистральной ВОЛП, подробно из-
ложенных в ранее опубликованных работах [8, 9], 
фактическое нивелирование нелинейных искаже-
ний достигается при значении эффективной площа-
ди сечения Аэфф = 140 мкм2. При этом, согласно ре-
зультатам выполненных соответствующих теорети-
ческих исследований взаимосвязи модовой эффек-
тивной площади сечения, диаметра пятна моды и 
диаметра сердцевины градиентных ОВ на основании 
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разработанной методики, также описанной в публи-
кациях [8, 9], искомое значение Аэфф для моды LP11 
достигается уже для диаметра сердцевины 22 мкм, в 
то время как для основной моды LP01 – при диаметре 
сердцевины ОВ не менее 42 мкм.  

Это позволило далее перейти к разработке ме-
тодики оптимизации профиля показателя пре-
ломления таких FMF 42/125, обеспечивающих ми-
нимизацию дифференциальной модовой задержки 
(ДМЗ), являющейся ключевым негативным ли-
нейным фактором искажения оптического сигнала 
при распространении по ОВ в маломодовом режи-
ме [10], в области оптической несущей λ = 1550 нм 
и поддерживающих распространение 16 направ-
ляемых LP-мод во всем «С»-диапазоне длин волн. В 
результате было получено несколько десятков 
образцов градиентных профилей FMF 42/125 при 
различных комбинациях параметра градиента 
профиля первой итерации и опорного значения 
модовой задержки, относительно которого осу-
ществляется выравнивание диаграммы ДМЗ всех 
направляемых мод такого ОВ, удовлетворяющих 
условию отсечки и введенному критерию значе-
ния оптического фактора ограничении более 0.5, 
непосредственно участвующих в переносе оптиче-
ского сигнала. На следующем этапе был выполнен 
отбор образцов профилей FMF 42/125, обеспечи-
вающих снижение ДМЗ по основной моде во всем 
выделенном спектральном «С»-диапазоне до зна-
чений менее 200 пс/км. Так, на рисунке 1а приве-
ден образец оптимизированного профиля FMF 
42/125 при опорном значении модовой задержки 
4925.51 нс/км и параметре градиента профиля 
первой итерации α = 1.765 [9, 11, 12], на рисунке 
1б – соответствующая ему диаграмма ДМЗ модо-
вого состава, построенная для оптической несу-
щей λ = 1550 нм. Данный профиль показателя 
преломления обеспечивает снижение ДМЗ в цен-
тре «С»-диапазона до 30 пс/км и менее. 

Вместе с тем, очевидно, что в силу особенностей 
полного цикла технологического процесса изго-
товления промышленных образцов кварцевых ОВ, 
включая синтез преформы и процедуру вытяжки 
строительной длины волокна с последующим 
наложением первичного защитно-упрочняющего 
покрытия, неизбежны отклонения конструктив-
ных параметров реальных волоконных световодов 
от искомых оптимизированных значений, полу-
ченных в результате моделирования FMF. Так, 
анализ протоколов измерения [13] промышлен-
ных образцов нового поколения многомодовых 
градиентных ОВ 50/125 кат. ОМ2+/ОМ3, оптими-
зированных для совместной работы с лазерными 
источниками (LOMFs, от англ. Laser Optimized Mul-
timode Fibers) трансиверов (мульти)гигабитных 
сетей передачи данных, отличающиеся более 
строгими требованиями к воспроизведению иско-
мого градиентного профиля ОВ, позволил выявить 
два ключевых фактора отклонения геометрии ОВ 
от оптимальной формы, которые предположи-
тельно могут оказать существенное влияние на 
деградацию пропускной способности FMF:  
− локальные флуктуации показателя преломления; 
− несимметричность (эллиптичность) сердцевины 

оптического волокна. 
В результате статического анализа указанных 

выше протоколов измерений [13] было выявлено, 
что флуктуации показателя преломления хорошо 
описываются с помощью нормального закона рас-
пределения: здесь локальное математическое 
ожидание соответствует непосредственно ло-
кальному значению показателя преломления, в то 
время как дисперсия не превышает 5⋅10-5. Поэтому 
далее такие флуктуации рассматривались как 
«нормальные». В свою очередь, для имитации 
аномально «сильных» искажений профиля дис-
персия была увеличена в 3 раза, т.е. до 15⋅10-5. 

 

  
а) б) 

Рис.1. 16-модовое FMF 42/125 с уменьшенной ДМЗ в «С»-диапазоне длин волн: а) оптимизированный градиентный  
профиль показателя преломления; б) диаграмма ДМЗ модового состава (длина волны λ = 1550 нм) 
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Очевидно, что оценка влияния локальных от-
клонений показателя преломления относительно 
оптимизированных значений потребует проведе-
ния анализа FMF 42/125 со сложным «искажен-
ным» профилем показателя преломления. В дан-
ной работе для этой цели предлагается восполь-
зоваться ранее разработанной модификацией 
приближения Гаусса, обобщенной на случай рас-
чета параметров передачи направляемых мод 
произвольного порядка, распространяющихся в 
слабонаправляющем волоконном световоде с про-
извольным осесимметричным профилем показа-
теля преломления [11, 12, 14]. В отличие от клас-
сического приближения Гаусса [15] и его разнооб-
разных модификаций [16–22], использующих для 
представления градиентного профиля показателя 
преломления исследуемого ОВ одну или совокуп-
ность гладких функций и, как результат, вынуж-
денных для снижения погрешности расчетов при 
описании радиального распределения поля моды 
вводить дополнительные вариационные парамет-
ры, в предлагаемом обобщении модификации 
приближения Гаусса (ОМПГ) для этой цели ис-
пользуется метод стратификации [23]. В результа-
те слабонаправляющий волоконный световод с 
произвольным осесимметричным профилем пока-
зателя преломления, ограниченным одной внеш-
ней сплошной оболочки, рассматривается как сла-
бонаправляющий волоконный световод с много-
слойным профилем показателя преломления. При 
этом искомый профиль в области сердцевины ОВ 
представляется в виде конечного числа N слоев, в 
пределах которых значение показателя преломле-
ния остается постоянным: 

𝑛𝑛(𝑅𝑅) = �𝑛𝑛𝑘𝑘, 𝑅𝑅𝑘𝑘 =
𝑘𝑘
𝑁𝑁

, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁 − 1

𝑛𝑛𝑁𝑁 , 1 < 𝑅𝑅 ≤ +∞
 , (1) 

а сама функция f(R), описывающая профиль пока-
зателя преломления: 

𝑛𝑛2(𝑅𝑅) = 𝑛𝑛max2 [1 − 2Δ ⋅ 𝑓𝑓(𝑅𝑅)] , (2) 

записывается в виде: 

𝑓𝑓(𝑅𝑅) = �ℎ𝑘𝑘 , 𝑅𝑅𝑘𝑘 =
𝑘𝑘
𝑁𝑁

, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁 − 1
1,          1 < 𝑅𝑅 ≤ +∞

 , (3) 

где ℎ𝑘𝑘 = (𝑛𝑛max2 − 𝑛𝑛𝑘𝑘2)/(𝑛𝑛max2 − 𝑛𝑛𝑁𝑁2 ) – локальный па-
раметр профиля; nk – показатель преломления k-го 
промежуточного слоя (k = 0, 1, 2 ... N – 1); nmax – 
максимум показателя преломления в области 
сердцевины; nN – показатель преломления внеш-
ней сплошной оболочки; Δ = (𝑛𝑛max2 − 𝑛𝑛𝑁𝑁2 )/2𝑛𝑛max2  – 
параметр высоты профиля;  
Rk = rk/a – нормированная радиальная координата 
k-го промежуточного слоя; rk – радиальная коор-
дината k-го промежуточного слоя; a – радиус серд-
цевины исследуемого ОВ.  
 

Таким образом, при задании исходных данных 
расчета обеспечивается детализированное вос-
произведение профиля показателя преломления 
исследуемого ОВ, что существенно снижает по-
грешность вычислений при решении прямой за-
дачи расчета параметров передачи модового со-
става волоконного световода с увеличенным, по 
сравнению с одномодовыми ОВ, диаметром серд-
цевины и сложной формой профиля показателя 
преломления. Кроме того, в отличие от перечис-
ленных выше известных модификаций приближе-
ния Гаусса [16–22] такой подход позволяет огра-
ничиться одним вариационным параметром – 
нормированным эквивалентным радиусом пятна 
моды R0, который в рамках данного приближения 
является базовым и полностью определяет иско-
мые характеристики моды. Здесь для представле-
ния радиального распределения поля моды за-
данного порядка исследуемого ОВ используется 
известное аппроксимирующее выражение, соот-
ветствующее точному решению скалярного вол-
нового уравнения для слабонаправляющих ОВ с 
идеальным неограниченным параболическим 
профилем показателя преломления, записанное в 
базисе функций Лагерра-Гаусса [15]: 

𝐹𝐹𝑚𝑚
(𝑙𝑙)(𝑅𝑅) = �

𝑅𝑅
𝑅𝑅0
�
𝑙𝑙

𝐿𝐿𝑚𝑚−1
(𝑙𝑙) �

𝑅𝑅2

𝑅𝑅02
� exp �

−𝑅𝑅2

2𝑅𝑅02
� (4) 

где R = r/a – нормированная радиальная коорди-
ната; r – радиальная координата; a – радиус серд-
цевины;  
R0 = ρ0/a – нормированный эквивалентный, в рам-
ках приближения Гаусса, радиус пятна моды; ρ0 – 
эквивалентный радиус пятна моды;  
𝐿𝐿𝑚𝑚−1

(𝑙𝑙)  – полином Лагерра; l – азимутальный, m – 
радиальный порядок моды LPlm. 

Все это позволяет перейти к аналитической 
форме записи вариационного выражения для 
квадрата волноводного параметра моды в сердце-
вине U2 в виде конечных вложенных сумм вида (5), 
где 𝑏𝑏𝑝𝑝

(𝑙𝑙,𝑚𝑚) – соответствующие коэффициенты сте-
пенного ряда формулы явного выражения поли-
нома Лагерра 𝐿𝐿𝑚𝑚

(𝑙𝑙)(𝑥𝑥): 

𝐿𝐿𝑚𝑚
(𝑙𝑙)(𝑥𝑥) = �𝑏𝑏𝑞𝑞

(𝑙𝑙,𝑚𝑚)𝑥𝑥𝑞𝑞
𝑚𝑚

𝑞𝑞=0

; 

𝑏𝑏𝑞𝑞
(𝑙𝑙,𝑚𝑚) = (−1)𝑞𝑞

(𝑙𝑙 + 𝑚𝑚)!
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)! (𝑚𝑚 − 𝑞𝑞)!𝑞𝑞!

 ; 

𝑉𝑉 = 𝑘𝑘0𝑎𝑎𝑛𝑛max√2Δ – нормированная частота (волно-
водный параметр), определяемая первичными 
параметрами ОВ;  
k0 = 2π/λ – волновое число для оптической волны в 
вакууме;  
λ – рабочая длина волны. 
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𝑈𝑈2 =
(𝑚𝑚 − 1)!

(𝑙𝑙 + 𝑚𝑚− 1)!
�
𝑀𝑀
𝑅𝑅02

+ 𝑉𝑉2 �𝑋𝑋0 + �ℎ𝑘𝑘(𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2)
𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

�� , 

(5) 

𝑋𝑋𝑗𝑗 =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧exp �−

1
𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝

𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

,                                                  𝑗𝑗 = 0;

exp �−
(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2

𝑁𝑁2𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝

𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2𝑝𝑝

𝑁𝑁2𝑝𝑝 ,   𝑗𝑗 = 1, 2;

 

𝑀𝑀 =
(𝑙𝑙 + 𝑚𝑚 − 1)! (3𝑙𝑙 + 2𝑚𝑚 − 1)

(𝑚𝑚 − 1)!
+ 2𝑙𝑙2 � 𝐷𝐷𝑞𝑞(𝑞𝑞 + 𝑙𝑙 − −1)!

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

− 4𝑙𝑙 � 𝐶𝐶𝑞𝑞(𝑞𝑞 + 𝑙𝑙)
2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

! ; 

𝐷𝐷𝑞𝑞 = � 𝑏𝑏𝑝𝑝
(𝑙𝑙,   𝑚𝑚−1)𝑏𝑏𝑞𝑞−𝑝𝑝

(𝑙𝑙,   𝑚𝑚−1)
min(𝑞𝑞,   𝑚𝑚−1)

𝑝𝑝 = max(0,𝑞𝑞 − 𝑚𝑚 + 1)

 ; 

𝐶𝐶𝑞𝑞 = � 𝑏𝑏𝑝𝑝
(𝑙𝑙,𝑚𝑚−1)𝑏𝑏𝑞𝑞−𝑝𝑝

(𝑙𝑙+1,𝑚𝑚−1)
min(𝑞𝑞,𝑚𝑚−1)

𝑝𝑝=max(0,𝑞𝑞−𝑚𝑚+1)

  . 

 
Характеристическое уравнение для эквива-

лентного нормированного радиуса пятна моды 
∂𝑈𝑈2/ ∂𝑅𝑅0, получаемое, согласно общему алгоритму 
приближения Гаусса [15], в результате дифферен-
цирования (5) по R0, также приводится к аналити-
ческому виду (6).  

Результатом численного решения уравнения 
(6), записанного для геометрических параметров 
исследуемого ОВ и дискретных значений азиму-
тального и радиального порядков заданной моды 
LPlm, является эквивалентный нормированный 
радиус пятна искомой моды R0.  

 
 

 
Последующая подстановка R0 в вариационное 

выражение (5) позволяет выполнить оценку па-
раметра моды в сердцевине U, который непосред-
ственно связан с постоянной распространения из-
вестным выражением (7) [10, 15, 23].  

Полученное решение характеристического 
уравнения (6) с учетом последующей подстановки 
в (5) и далее в (7) должно удовлетворять условию 
отсечки направляемых мод 𝑘𝑘𝑛𝑛𝑁𝑁 < β ≤ 𝑘𝑘𝑛𝑛0, а также 
неравенству для оптического фактора ограниче-
ния 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑙𝑙𝑚𝑚) ≥ 0.5, для которого, в рамках приближе-
ния слабонаправляющего оптического волновода, 
с учетом приближения Гаусса, также было получе-
но аналитическое выражение вида (8). 

 

−𝑀𝑀 + 𝑉𝑉2 �𝑆𝑆0 + �ℎ𝑘𝑘(𝑆𝑆1 − 𝑆𝑆2)
𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

� = 0 , 

(6) 

𝑆𝑆𝑗𝑗 =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧exp �−

1
𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝 (1 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02)
𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

 ,                                                                          𝑗𝑗 = 0;

exp �−
(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2

𝑁𝑁2𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝

𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2𝑝𝑝

𝑁𝑁2𝑝𝑝 �
(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2

𝑁𝑁2 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02� , 𝑗𝑗 = 1, 2.

 

 β2 = 𝑘𝑘02𝑛𝑛02 −
𝑈𝑈2

𝑎𝑎2
 . (7) 

𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐
(𝑙𝑙𝑚𝑚) =

(𝑚𝑚 − 1)!
(𝑙𝑙 + 𝑚𝑚− 1)!

� 𝐷𝐷𝑞𝑞(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)! �1 − exp �−
1
𝑅𝑅02
��

1
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝

𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

�
2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

. (8) 
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В свою очередь, переход к аналитическому вы-
ражению для задержки моды, обратно пропорцио-
нальной ее групповой скорости, потребует вывода 

формул для производных параметра моды в серд-
цевине ∂𝑈𝑈2/ ∂λ: 

 

∂𝑈𝑈2

∂λ
=

(𝑚𝑚 − 1)!
(𝑙𝑙 + 𝑚𝑚− 1)!

�−
2𝑄𝑄
𝑅𝑅03

∂𝑅𝑅0
∂λ

+
∂𝑉𝑉2

∂λ
�𝑋𝑋0 + �ℎ𝑘𝑘(𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2)

𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

� + 2𝑉𝑉2𝑋𝑋0
(1) ∂𝑅𝑅0

∂λ
+ 

+𝑉𝑉2 �
∂ℎ𝑘𝑘
∂λ

(𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2)
𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

+ 2𝑉𝑉2
∂𝑅𝑅0
∂λ

� ℎ𝑘𝑘�𝑋𝑋1
(1) − 𝑋𝑋2

(1)�
𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

�, 

(9) 

где  

𝑋𝑋𝑗𝑗
(1) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧exp �−

1
𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝+3 (1 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02)
𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

,                                                                𝑗𝑗 = 0;

exp �−
(𝑘𝑘 + 1)2

𝑁𝑁2𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

�
(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝+3

𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

(𝑘𝑘 + 1)2𝑝𝑝

𝑁𝑁2𝑝𝑝 �
(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2

𝑁𝑁2 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02� , 𝑗𝑗 = 1, 2.  

 

и эквивалентного нормированного радиуса пятна моды:  

∂𝑅𝑅0
∂λ

=
𝑆𝑆0

∂𝑉𝑉2

∂λ
+ ∑ �(𝑆𝑆0 − 𝑆𝑆1) �ℎ𝑘𝑘

∂𝑉𝑉2

∂λ
+ 𝑉𝑉2 ∂ℎ𝑘𝑘

∂λ
��𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

−2𝑉𝑉2 ⋅ �𝑆𝑆0
(1) + ∑ ℎ𝑘𝑘�𝑆𝑆1

(1) − 𝑆𝑆2
(1)�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 �
, (10) 

где  

𝑆𝑆𝑗𝑗
(1) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧exp �−

1
𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞�

(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)!
𝑝𝑝!𝑅𝑅0

2𝑝𝑝+3 [(1 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02)2 − 𝑝𝑝𝑅𝑅04]
𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

,                                                        𝑗𝑗 = 0;

exp �−
(𝑘𝑘 + 1)2

𝑁𝑁2𝑅𝑅02
� � 𝐷𝐷𝑞𝑞 �

(𝑙𝑙 + 𝑞𝑞)! (𝑘𝑘 + 1)2𝑝𝑝

𝑝𝑝!𝑁𝑁2𝑝𝑝𝑅𝑅0
2𝑝𝑝+3 ��

(𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1)2

𝑁𝑁2 − 𝑝𝑝𝑅𝑅02�
2

− 𝑝𝑝𝑅𝑅04� ,   𝑗𝑗 = 1, 2.
𝑙𝑙+𝑞𝑞

𝑝𝑝=0

2𝑚𝑚−2

𝑞𝑞=0

 

Затем, соответственно, появляется возможность 
перейти к уже непосредственно к производной 
постоянной распространения ∂β/ ∂λ: 

∂β2

∂λ
= −

2𝑘𝑘02𝑛𝑛max2

λ
+ 𝑘𝑘02

∂𝑛𝑛max2

∂λ
−

1
𝑎𝑎2
∂𝑈𝑈2

∂λ
 , (11) 

и далее получить конечное аналитическое выра-
жение для модовой задержки td, обратно пропор-
циональной групповой скорости vg, направляемой 
моды LPlm заданного порядка в виде [10, 15, 23]: 

𝑡𝑡𝑑𝑑 =
1
𝑣𝑣𝑔𝑔

= −
λ2

4πβ 𝑐𝑐
∂β2

∂λ
= −

π
𝑘𝑘02β𝑐𝑐

∂β2

∂λ
. (12) 

Материальная дисперсия, обусловленная спек-
тральной зависимости показателя преломления, 
учитывается с помощью хорошо известно уравне-
ния Селлмейера [23]. В свою очередь, поиск коэф-
фициентов Селлмейера для нетабулированных 
значений концентрации примеси осуществляется 
с помощью метода, представленного в ранее опуб-
ликованной работе [24]. 

На рисунке 2 представлен образец профиля по-
казателя преломления 16-модового FMF 42/125 с 
«наложением» аномально сильных локальных 
флуктуаций показателя преломления. Для этого 
образца профиля FMF 42/125 с помощью описан-
ного выше ОМПГ был проведен расчет спектраль-

ных характеристик ДМЗ в «С»–диапазоне длин 
волн с учетом внесенных «нормальных» и «силь-
ных» искажений в профиль показателя преломле-
ния. Указанные спектральные характеристики 
представлены на рисунке 3. 

 
Рис. 2. Оптимизированный градиентный профиль FMF 

42/125 с «наложением» аномально сильных локальных 
флуктуаций показателя преломления 

Как и ожидалось, результаты расчетов проде-
монстрировали общую деградацию ДМЗ. Однако и 
в случае «нормальных», и в случае «аномально» 
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сильных искажений геометрии, значение данного 
параметра не превышало рекомендуемые в [6] 
200 пс/км (здесь максимальные значения ДМЗ со-
ответствовали краям указанного волнового диа-
пазона), в то время как в области длины волны 
1550 нм это значение не достигало 150 пс/км. 

 
Рис. 3. Спектральные кривые ДМЗ в «С»-диапазоне длин 
волн для оптимизированной и с учетом разной степени 

проявления искажений формы профиля FMF 42/125 

Также следует отметить, что внесенные в про-
филь искажения, напротив, приводят к увеличе-
нию модовой площади эффективного сечения – 
примерно на 2.0 … 2.5 мкм2, по сравнению с опти-
мизированной гладкой формой профиля, резуль-
таты расчета спектральных зависимостей которых 
приведены на рисунке 4. 

 
Рис. 4. Спектральные характеристики модовой площади 

эффективного сечения в «С»-диапазоне длин волн для  
оптимизированной и с учетом разной степени проявления 

искажений формы профиля FMF 42/125 

На следующем этапе была проведена рекон-
струкция 3D-структуры исследуемого FMF 42/25 
для случая описанных выше аномально сильных 
локальных флуктуаций показателя преломления с 
учетом эллиптичности геометрии поперечного 
сечения световода, характерной для реальных 

промышленных образцов ОВ. Здесь вариации ра-
диуса сердцевины относительно значений поляр-
ного угла выбирались в соответствии с протоко-
лами измерения профилей промышленных образ-
цов LOMF [13], представленные в виде диаграммы 
распределения по 40 поперечным сечениям на ри-
сунке 5, были пропорционально масштабированы 
на усредненный радиус сердцевины 21 мкм (рису-
нок 6). Восстановленная 3D-структура исследуе-
мого FMF 42/125 с внесенными сильными искаже-
ниями профиля показателя преломления и эллип-
тичностью геометрии поперечного сечения серд-
цевины приведена на рисунке 7. 

 
Рис. 5. Диаграмма вариаций радиуса сердцевины  

промышленного образца LOMF OM2+/OM3 в полярной  
системе координат 

 
Рис. 6. Распределение значений радиуса сердцевины  

FMF 42/125 по поперечному сечению FMF 42/125 

Поскольку ОМПГ, как и подавляющее большин-
ство приближенных методов, базируется на пред-
положении о симметричной структуре анализиру-
емого волоконного световода, включая радиаль-
ное сечение сердцевины и профиль показателя 
преломления, было предложено провести анализ 
80 эквивалентных симметричных FMF, для каждо-
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го из которых радиус сердцевины и профиль пока-
зателя преломления выбирался на соответствую-
щем полусечении при заданном значении поляр-
ного угла из диапазона φ = 0°…360° (рисунок 6). 
Таким образом, для каждого условного «полусече-
ния» FMF был проведен расчет спектральных кри-
вых ДМЗ в «С»-диапазоне длин волн. 

 
Рис. 7. Восстановленная 3D-структура исследуемого FMF 

42/125 

Это позволило построить полигон спектраль-
ных характеристик ДМЗ в указанной области, а 
также перейти к эквивалентной кривой, представ-
ляющей собой средние геометрические значения 
ДМЗ на соответствующих оптических несущих, 
которые представлены на рисунке 8.  

Здесь для сравнения приведены спектральные 
кривые ДМЗ, соответствующие модельному FMF 
круглого сечения с оптимизированной и аномаль-
но сильно «искаженной» формами профиля пока-
зателя преломления. Анализ полученных резуль-
татов показывает, что, в отличие от предыдущего 
случая, соответствующего круглому FMF, даже в 

условиях аномально сильных локальных флуктуа-
ций показателя преломления, деградация спек-
тральной характеристики ДМЗ проявляется намно-
го сильнее при эллиптичности геометрии ОВ.  

 
Рис. 8. Спектральные кривые ДМЗ в «С»-диапазоне длин 
волн для оптимизированной и несимметричной формы 

профиля FMF 

Фактически увеличение диаметра сердцевины 
относительно номинального значения 42 мкм да-
же на 0.5 мкм при одновременном наличии силь-
ных искажений формы пофиля приводит к появ-
лению новых модовых составляющих в области 
«коротких» длин волн «С»-диапазона, что неиз-
бежно увеличивает ДМЗ до неприемлемо высоких 
значений – вплоть до 1.3 нс в области нижней гра-
ницы «С»-диапазона. Этот же фактор может ухуд-
шить спектральную характеристику ДМЗ в обла-
сти «длинных» волн «С»–диапазона на 50 пс/км и 
даже более относительно спектральной кривой, 
учитывающей только сильные искажения профи-
ля без эллиптичности сердцевины. 
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Аннотация: Во второй части работы выполнено теоретическое исследование процессов распростране-
ния импульсов, имеющих форму гиперболического секанса, по одномодовым оптическим волокнам с уче-
том потерь. Показано, что квазисолитонный режим в оптических волокнах с увеличением расстояния 
разрушается, но его можно поддержать с помощью управления затуханием, т.е. периодического оптиче-
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встречной и двунаправленной накачкой, дополнительно определены требования к уровням излучения 
накачки. Выполнено имитационное моделирование процессов в линейных трактах волоконно-оптических 
систем связи с использованием программ OptiSystem и AltPhotonic Simulation Tool. Анализ полученных ре-
зультатов позволил дать рекомендации по поддержанию квазисолитонного режима распространения 
сигналов в волоконно-оптических системах связи с помощью управления потерями. 
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Введение 

Предлагаемая Вашему вниманию статья явля-
ется продолжением ранее опубликованной в 
предыдущем номере журнала статьи с таким же 
названием [1]. В этой части рассматривается вли-
яние потерь в реальных оптических волокнах (ОВ) 
на процессы распространения в них квазисоли-
тонных импульсов. Мы вводим понятие квазисо-
литонного импульса, полагая, что истинно соли-
тонные импульсы, имеющие форму гиперболиче-
ского секанса, могут распространяться в ОВ только 
в отсутствии потерь. Далее мы будем называть 
такие импульсы секансными. Речь во второй и 
третьей частях статьи будет идти о реальных оп-
тических импульсах, близких по форме к фунда-
ментальному солитону, но в какой-то степени из-

меняющих и периодически восстанавливающих 
свою амплитуду и длительность при распростра-
нении по ОВ. Такие импульсы также называют 
усредненными по длине солитонами. 

В этой части мы проведем учет влияния затуха-
ния оптического излучения в ОВ на решение не-
линейного уравнения Шредингера (НУШ) и прове-
дем моделирование процессов распространения 
секансных импульсов по ОВ с потерями. Далее рас-
смотрим практические возможности сохранения 
квазисолитонного режима распространения се-
кансных импульсов, используя метод так называ-
емого управления потерями в линейном волокон-
но-оптическом тракте [2–6]. Сущность метода со-
стоит в периодической компенсации потерь с по-
мощью оптического усиления, которое может 
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быть выполнено с помощью дискретных или рас-
пределенных оптических усилителей (ОУ). В даль-
нейшем изложении слово квазисолитонный мы 
будем в большинстве случаев опускать. Для про-
верки теоретических положений и технических 
предложений использовалось имитационное мо-
делирование волоконно-оптической системы свя-
зи (ВОСС) с бинарной амплитудной модуляцией с 
помощью программ OptiSystem [7] и AltPhotonic 
Simulation Tool [8].  
 
1. Учет влияния потерь реального ОВ  
на решение НУШ 

Для удобства чтения второй части статьи крат-
ко резюмируем полученные в первой части [1] ре-
зультаты и напомним основные обозначения.  

Итак, компенсация искажений оптических им-
пульсов возможна в ОВ с отрицательным значени-
ем дисперсии групповых скоростей β2 за счет од-
новременного действия хроматической дисперсии 
и фазовой самомодуляции (ФСМ), которая возни-
кает в ОВ при больших мощностях сигналов. ФСМ 
характеризуется коэффициентом нелинейности γ 
[1–6]. Исследование решений НУШ, описывающего 
процессы распространения оптических импульсов 
по ОВ без потерь, предсказывает возможность су-
ществования импульсов секансной формы с опре-
деленной длительностью 2T0, так называемых 
временных фундаментальных солитонов первого 
порядка (N = 1), которые не искажаются при рас-
пространении в ОВ вдоль оси Z. Также были пред-
сказаны солитоны более высоких порядков (с це-
лым значением N > 1), которые по мере распро-
странения периодически изменяют свою форму, 
возвращаясь к исходной.  

Распространение фундаментального солитона 
по ОВ без потерь описывается нормированной 
комплексной амплитудой напряженности (огиба-
ющей импульса) электрического поля световой 
волны, распространяющейся в направлении оси Z 
по ОВ, Вт0.5: 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, τ) = sech(τ) ⋅ exp(𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧 2⁄ ), (1) 

где 𝑧𝑧 = 𝑍𝑍 𝐿𝐿𝐷𝐷⁄  – нормированное расстояние Z вдоль 
ОВ; τ = 𝑇𝑇 𝑇𝑇0⁄  – нормированное время T, отсчитыва-
емое от середины импульса; 𝐿𝐿𝐷𝐷 = 𝑇𝑇02 |β2|⁄  – дис-
персионная длина ОВ, 𝐿𝐿𝑁𝑁𝑁𝑁 = 1 (γ ⋅ 𝑃𝑃0)⁄  – нелиней-
ная длина ОВ; P0 – пиковая мощность импульса на 
входе в ОВ. 

Условием существования солитонов порядка N 
является равенство [1–6]: 

𝑁𝑁2 = 𝐿𝐿𝐷𝐷 𝐿𝐿𝑁𝑁𝑁𝑁⁄ = γ ⋅ 𝑃𝑃0 ⋅ 𝑇𝑇02 |β2| =⁄  
(2) 

= γ ⋅ 𝑊𝑊0 ⋅ 𝑇𝑇0 (2 ⋅ |β2|),⁄  

где W0 – энергия солитона N-го порядка.  

Для учета коэффициента затухания ОВ α нели-
нейное уравнение Шредингера, рассмотренное в 
[1], можно дополнить членом в правой части [2–4]: 

𝑖𝑖
∂𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑧𝑧

+
1
2
⋅
∂2𝑢𝑢
∂τ2

+ |𝑢𝑢|2 ⋅ 𝑢𝑢 = −𝑖𝑖 ⋅ Γ ⋅ 𝑢𝑢, (3) 

где Г – параметр затухания: 

Γ = α ⋅ 𝐿𝐿𝐷𝐷 2⁄ = α ⋅ 𝑇𝑇02 (2 ⋅ |β2|)⁄ . (4) 

При малых Г уравнение (3) можно решить, ис-
пользуя метод обратной задачи рассеяния, если 
рассматривать Г как малое возмущение. Если им-
пульс на входе ОВ имеет форму: 

𝑢𝑢(0, τ) = sech(τ), (5) 

приближенное решение имеет вид [2, 3]: 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, τ) = 𝑢𝑢1 ⋅ sech(𝑢𝑢1 ⋅ τ) ⋅ exp(𝑖𝑖 ⋅ σ). (6) 

Параметры u1 и σ в (6) определяются выраже-
ниями: 

𝑢𝑢1 = exp(−2 ⋅ Γ ⋅ 𝑧𝑧) = exp(−α ⋅ 𝑍𝑍),  
(7) 

σ = [1 − exp(−4 ⋅ 𝛤𝛤 ⋅ 𝑧𝑧)] (8 ⋅ Γ)⁄ . 
Как и следовало ожидать, возмущенное реше-

ние (6) сводится к не возмущенному (1) при Г → 0. 
На рисунке 1 приведены результаты расчетов 

пиковой мощности P0, необходимой для возникно-
вения фундаментальных солитонов и параметра 
затухания Г для двух типов ОВ – стандартного (SF) 
и со смещенной дисперсией (DSF). Параметры этих 
ОВ на длине волны 1550 нм приведены в таблице 
1 [1].  

ТАБЛИЦА 1. Параметры ОВ 

№ Параметр SF DSF 

1 Хроматическая дисперсия Dx, пс / (нм·км) 15.7 1.57 

2 Нелинейный показатель преломления n2, 
м2/Вт 25 10–21 25 10–21 

3 Дисперсия групповых скоростей β2, 
пс2/км –20 –2 

4 Коэффициент нелинейности γ, Вт–1·км–1 1.25 2.5 

5 Коэффициент затухания α, дБ/км 0.2 0.2 

Из рисунка 1 видно, что для обеспечения соли-
тонного режима в ОВ стандартного типа требуется 
очень большая пиковая мощность и использова-
ние этого оптического волокна не целесообразно. 
Поэтому далее будем рассматривать процессы 
распространения секансных импульсов, только в 
ОВ со смещенной дисперсией.  

Для проверки теоретических положений и тех-
нических предложений использовалось имитаци-
онное моделирование волоконно-оптической си-
стемы связи с бинарной амплитудной модуляцией 
[7, 8]. Для исследований использовалась схема 
ВОСС с амплитудной модуляцией (рисунок 2) со 
скоростью передачи B = 10 Гбит/с по ОВ типа DSF с 
параметрами, приведенными в таблице 1. 
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Рис. 1. Результаты расчетов зависимостей: а) пиковой  
мощности фундаментального солитона; б) нормированного 

затухания на дисперсионной длине от полуширины  
секансного импульса 

ГБП ГСИ ФПУ

ОВ

 

 
Рис. 2. Схема моделируемой ВОСС без ОУ 

Схема включает генератор битовой последова-
тельности (ГБП) 010110111, которой модулирует-
ся оптический генератор секансных импульсов 
(ГСИ). Параметры импульсов были выбраны в со-
ответствии с параметрами фундаментального со-
литона: пиковая мощность, рассчитанная по (2), 
составила P0 = 8 мВт; скважность выбрана равной 
q0 = 5; длительность на уровне половины ампли-
туды, рассчитанная по выражению: 

𝑡𝑡𝑢𝑢0 = 1/(𝐵𝐵 ⋅ 𝑞𝑞0), (8) 

составила 20 пс (T0=10 пс). 
Выходной сигнал линейного тракта, представ-

ленного оптическим волокном DSF, поступает на 
оптическое цифровое фотоприемное устройство 
(ФПУ). Для проведения исследований осуществ-
лялся контроль средней оптической мощности, 
спектра излучения и осциллограмм сигнала в раз-
личных точках ВОСС, а также величины Q-фактора 
на выходе ФПУ, который должен быть больше 6-7. 

В результате имитационного моделирования 
процессов распространения секансных импульсов 
по выбранному ОВ были получены зависимости 
длительности и пиковой мощности импульса на 
выходе ОВ, а также Q-фактора от длины ОВ при 
следующих пиковых мощностях на его входе:  
1) P0 = 8 мВт, соответствующая пиковой мощности, 

необходимой для формирования фундамен-
тального солитона в ОВ без потерь;  

2) P0 = 1 мВт, недостаточная для формирования 
фундаментального солитона;  

3) P0 = 32 мВт, существенно превышающая необ-
ходимую для формирования фундаментально-
го солитона.  

Результаты исследований помещены в табли-
цу 2. Видно, что пиковая мощность на входе ОВ, 
равная P0 = 8 мВт, недостаточна для удержания 
солитонного режима в ОВ с потерями. Длитель-
ность импульса с увеличением расстояния сразу 
начинает нарастать, а Q-фактор – уменьшаться, 
хотя и немного медленнее, чем для малой пиковой 
мощности P0 = 1 мВт, при которой нелинейные 
явления практически не проявляются. При боль-
шой входной мощности P0 = 32 мВт длительность 
импульса tu с увеличением расстояния сначала 
уменьшается за счет ФСМ, а затем начинает воз-
растать. Однако увеличение пиковой мощности на 
входе ОВ в целом уменьшает отрицательное влия-
ние хроматической дисперсии. 

ТАБЛИЦА 2. Результаты моделирования процессов  
распространения секансных импульсов по ОВ типа DSF 

Z,  
км 

P0 = 1 мВт P0 = 8 мВт P0 = 32 мВт 

Pl, мкВт tu, пс Q Pl, мкВт tu, пс Q Pl, мкВт tu, пс Q 

0 103 20 – 8·103 20 – 32·103 20 – 

25 280 24 995 2.4·103 22 1657 13.1·103 14 1755 

50 76 28 446 680 25 1353 4.1·103 15 1656 

100 5.6 38 37.8 50 33 286 270 27 913 

150 0.44 50 2.99 3.9 46 24.3 19 36 95.7 

Моделирование, основанное на точном решении 
НУШ (таблица 2), и расчеты по выражению (6) по-
казывают, что изменения выходной мощности с 
увеличением расстояния практически совпадают, 
а изменения длительности существенно различа-
ются. Это связано с тем, что (6) получено при 
Г << 1, а в наших расчетах для ОВ DSF Г = 1.15.  

2. Поддержание квазисолитонного режима 
в ОВ методом управления потерями с помощью 
дискретных оптических усилителей 

Общая идея метода управления потерями с по-
мощью дискретных ОУ состоит в том, чтобы раз-
бить линейный тракт ВОСС на ряд усилительных 
участков (УУ), на которых сохраняется средняя 
величина пиковой мощности 𝑃𝑃�0 секансных им-
пульсов, равной мощности фундаментального со-
литона P0 (2) при отсутствии потерь в ОВ (рису-
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нок 3). Поэтому такие солитоны называют усред-
ненными по длине. Для их существования необхо-
димо, чтобы величина пиковой мощности на входе 
УУ P0max существенно превышала мощность фун-
даментального солитона P0. Далее мы определим 
необходимое значение P0max, которое зависит от 
расстояния LA между ОУ и параметров ОВ.  

В качестве дискретных ОУ обычно используют 
волоконно-оптические эрбиевые усилители. Заме-
тим, что расстояние LA между ОУ должно быть 
достаточно большим, чтобы минимизировать 
стоимость ВОСС. Для несолитонных ВОСС с каска-
дами ОУ LA обычно лежит в пределах 80–100 км. 
Для солитонных ВОСС LA обычно выбирается 
существенно меньше.  

Физическая причина необходимости меньших 
значений LA в том, что ОУ повышают энергию 
солитона до входного уровня на длине эрбиевого 
ОВ длиной несколько метров, а не обеспечивают 
непрерывное восстановление фундаментального 
солитона на протяжении всего УУ. При этом дли-
тельность усиленного солитона динамически вос-
станавливается на выходе ОУ, но в процессе вос-
становления солитон теряет часть энергии в виде 
рассеянного излучения, которое может накапли-
ваться до заметного уровня и его необходимо 
уменьшать, выбирая LA в соответствии с условием: 

LA < LD. (9) 

Дисперсионная длина LD определяется длитель-
ностью импульса T0 и параметром дисперсии 
групповых скоростей β2 и может изменяться в 
широких пределах от 10 до 1000 км для разных ОВ. 
У выбранного нами ОВ DSF LD = 50 км. Исходя из 
(9), можно наложить условие на выбор T0, а тем 
самым и на скорость передачи ВОСС B: 

𝑇𝑇0 > �|β2| ⋅ 𝐿𝐿𝐴𝐴   и   𝐵𝐵2 ⋅ 𝐿𝐿𝐴𝐴 < (4 ⋅ 𝑞𝑞02 ⋅ |β2|)−1. (10) 

Выбирая типичные значения β2 = –2 пс2/км, LA = 
= 50 км и q0 = 5, получим Т0 > 10 пс и В < 10 Гбит/с. 
Очевидно, что использование усредненных по 
длине ОВ солитонов накладывает жесткие условия 
на скорость передачи информации и на расстоя-
ние между усилителями. Однако для уточнения 
ограничений (9) и (10) необходимо провести ими-
тационное моделирование.  

Периодическое дискретное усиление квази-
солитонных импульсов можно математически 
учесть в следующей форме НУШ: 

𝑖𝑖
∂𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑧𝑧 +

1
2 ⋅

∂2𝑢𝑢
∂τ2 + |𝑢𝑢|2 ⋅ 𝑢𝑢 = −𝑖𝑖 ⋅ Γ ⋅ 𝑢𝑢 +

𝑖𝑖
2 ⋅ 𝑔𝑔

(𝑧𝑧) ⋅ 𝐿𝐿𝐷𝐷 ⋅ 𝑢𝑢,  (11) 

где g(z) – функция дискретного усиления в точках 
расположения ОУ: 

𝑔𝑔(𝑧𝑧) = � 𝑔𝑔𝑚𝑚 ⋅ δ(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑚𝑚).
𝑁𝑁𝐴𝐴

𝑚𝑚 = 1

 (12) 
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Рис. 3. Схема линейного тракта ВОСС с ОУ с сосредоточенным усилением 

 
В (11) NA – общее число дискретных ОУ; gm – 

усиление сосредоточенного ОУ, расположенного 
на расстоянии z = zm. Если преположить, что ОУ 
размещены равномерно, то zm = m zA, где zA = LA/LD 
– нормированное расстояние между ОУ.  

Ввиду быстрых изменений энергии солитона, 
вызываемых периодическими изменениями уси-
ления и потерь, представим u в виде: 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, τ) = �𝑝𝑝(𝑧𝑧) ⋅ 𝑣𝑣(𝑧𝑧, τ), (13) 
где p(z) – быстро меняющаяся и v(z, τ) – медленно 
меняющаяся функции z. Подставив (13) в (11), 
найдем, что v(z, τ) удовлетворяет стандартному 
НУШ, полученному для ОВ без потерь [1]: 

𝑖𝑖
∂𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑧𝑧

+
1
2
⋅
∂2𝑣𝑣
∂τ2

+ 𝑝𝑝(𝑧𝑧) ⋅ |𝑣𝑣|2 ⋅ 𝑣𝑣 = 0, 
 

(14) 
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где p(z) – получается решением обыкновенного 
дифференциального уравнения: 

𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑧𝑧

= [𝑔𝑔(𝑧𝑧) ⋅ 𝐿𝐿𝐷𝐷 − Γ] ⋅ 𝑝𝑝. (15) 

Решение уравнения (15) можно найти аналити-
чески с учетом, что дискретное усиление обеспе-
чивает периодичность функции p(z). На каждом 
периоде эта функция экспоненциально убывает 
как p(z) = exp(–2 Г z), а в конце периода скачком 
восстанавливает свое начальное значение p(0) = 1. 
Функция p(z) описывает изменения пиковой 
мощности (или энергии) импульса между двумя 
ОУ. Для ОВ с потерями 0.2 дБ/км p(z) изменяется в 
10 раз, если LA = 50 км.  

В общем случае изменения энергии квазисоли-
тонного импульса сопровождаются изменениями 
его длительности tu. Большие и быстрые измене-
ния p(z) могут разрушить солитон, если его дли-
тельность быстро меняется с испусканием рассе-
янного излучения. Отметим, что форма квазисо-
литонного импульса (и его длительность) мало 
меняется на расстоянии, коротком по сравнению с 
дисперсионной длиной. Действительно при 
zA << 1, длительность солитона практически не 
меняется, а пиковая мощность существенно изме-
няется в каждом сегменте между соседними ОУ. 
Действительно, если zA << 1, в (14) можно заме-
нить функцию p(z) ее средним значением �̅�𝑝.  

Одним из решений (14) является усредненный 
по длине солитон. С практической точки зрения 
такой солитон можно возбудить при увеличении 
пиковой мощности Ps усредненного по длине со-
литона в 1/�̅�𝑝 раз. Для коэффициента усиления ОУ: 

𝐺𝐺 = exp(2 ⋅ Γ ⋅ 𝑧𝑧𝐴𝐴) (16) 

можно определить среднее значение функции �̅�𝑝: 

�̅�𝑝 = 𝑧𝑧𝐴𝐴−1 ⋅ � exp(−2 ⋅ Γ ⋅ 𝑧𝑧) ⋅ 𝑑𝑑𝑧𝑧.

𝑧𝑧𝐴𝐴

0

 (17) 

Далее можно определить коэффициент увеличе-
ния энергии (пиковой мощности) на входе в ОВ со-
литонной ВОСС с управлением потерями по срав-
нению с энергией необходимой для формирования 
фундаментального солитона в ОВ без потерь: 

𝑓𝑓𝑙𝑙𝑚𝑚 =
𝑃𝑃𝑠𝑠
𝑃𝑃0

=
1
�̅�𝑝

=
2 ⋅ Γ ⋅ 𝑧𝑧𝐴𝐴

1 − exp(−2 ⋅ Γ ⋅ 𝑧𝑧𝐴𝐴) =
𝐺𝐺 ⋅ ln(𝐺𝐺)
𝐺𝐺 − 1

, (18) 

где P0 – пиковая мощность в ОВ без потерь. 
Теоретически выполнение условия (9) с учетом 

(16) и (18) при использовании идеального нешу-
мящего ОУ позволяет передавать без искажений 
секансные импульсы на бесконечно большие 
расстояния. В действительности при реальных 
условиях и учете рассеянного излучения и накап-
ливающихся в линейном тракте шумов ОУ это 
расстояние ограничено. 

Для оценки реальных возможностей квазисоли-
тонных ВОСС было проведено моделирование 
процессов распространения секансных импульсов 
со скоростью передачи В = 10 Гбит/с в схеме, со-
держащей несколько усилительных участков с 
дискретными ОУ. Длины усилительных участков 
LA принимались равными 25, 50 и 100 км (zA = 0.5, 1 
и 2 соответственно). Рассчитанные по (18) коэф-
фициенты увеличения энергии составили 1.683, 
2.556 и 4.65, а пиковые мощности 13.46, 20.45 и 
37.5 мВт соответственно. Результаты моделирова-
ния приведены в таблице 3 и на рисунках 4 и 5 
соответственно. 

ТАБЛИЦА 3. Результаты моделирования процессов  
распространения секансных импульсов по ОВ типа DSF  

в ВОСС с дискретными ОУ 

zA l, км 0 25 50 100 200 500 

0.5 

Pml, мВт 13.5 13.5 13.4 13.2 12.8 11.3 

tu, пс 19 18 19 20.5 21 21 

Q – 623 479 458 316 298 

1.0 

Pml, мВт 20.5 – 21 21 19.5 18 

tu, пс 20 – 21 21 21 21.5 

Q – – 405 320 247 170 

2.0 

Pml, мВт 37.5 – – 33 27 23 

tu, пс 20 – – 26 28 30 

Q – – – 169 65.4 22 

Из таблицы 3 видно, что при LA ≤ LD (LA = 25 и 
50 км) квазисолитонный режим распространения 
секансных импульсов сохраняется и качество свя-
зи на достаточно больших расстояниях вплоть до 
Z = 500 км остается высоким (Q > 150). Рисунок 4 
подтверждает сохранение формы выходных им-
пульсов. Таблица 3 также демонстрирует, что при 
LA > LD (LA = 2LD = 100 км) импульсы не только зна-
чительно расширяются, но и сильно искажаются, 
качество связи на расстоянии Z = 500 км уменьша-
ется до Q = 20, оставаясь достаточно высоким. Ри-
сунок 5 подтверждает, что выходные импульсы не 
сохраняют форму даже на выходе одного усили-
тельного участка длиной 100 км, на импульсах 
видны боковые пики рассеянного излучения. С 
дальнейшим увеличением расстояния искажения 
передаваемых импульсов возрастают. 

 
3. Поддержание квазисолитонного режима  
в ОВ методом управления потерями с помощью  
распределенных оптических усилителей 

Альтернативная схема поддержания квази-
солитонного режима в ОВ с потерями использует 
эффект вынужденного рассеяния Рамана, который 
называют также вынужденным комбинационным 
рассеянием (ВКР), для распределенного усиления 
солитонных импульсов. 
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Рис. 4. Формы импульсов в ВОСС с LA = 50 км:  
а) на выходе ГСИ; б) на выходе 2-го УУ; в) на выходе 4-го УУ; г) на выходе 10-го УУ 
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Рис. 5. Формы импульсов в ВОСС с LA = 100 км:  
а) в начале ВОСС; б) на выходе 1-го УУ; в) на выходе 2-го УУ; г) на выходе 5-го УУ 

 

Необходимая для усиления солитонов энергия 
отбирается у непрерывного излучения накачки с 
частотой сдвинутой выше на 13 ТГц по сравнению 

с частотой сигнала.  Поскольку ВКР-усиление рас-
пределено по всей длине ОВ, можно адиабатичес-
ки усиливать солитон, приблизительно поддер-
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живая сохранение формы фундаментального соли-
тона (N = 1). Выполнение этого условия значи-
тельно уменьшает рассеянную долю энергии. С 
этой точки зрения схема, использующая ВКР-уси-
ление, наиболее перспективна в реальных ВОСС.  

Рассмотрим схемы солитонных ВОСС с распре-
деленным усилением, которые обычно использу-
ют встречную или двунаправленную накачку (ри-
сунок 6).  

Линейный тракт содержит два оконечных 
транспондера (ТР), содержащих усилители ВКР с 
накачкой, которая от источников накачки (ИН) 
вводится в ОВ с помощью WDM направленных от-
ветвителей (НО). В усилительных пунктах (УП) 
находятся ИН, которые обеспечивают усиление в 
ОВ, прилегающих к УП с двух сторон. Таким обра-
зом, ОВ на каждом участке является активной сре-
дой для двунаправленной накачки. Исключив из 
схемы рисунка 6 источники попутной накачки, мы 
получим схему со встречной накачкой.  

Запишем уравнение, описывающее изменение пи-
ковой мощности Ps в ОВ, обладающем усилительной 
способностью g(Z) и коэффициентом затухания α: 

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑍𝑍

= [𝑔𝑔(𝑍𝑍) − α] ⋅ 𝑃𝑃𝑠𝑠. (19) 

Если усилительная способность g(Z) постоянна 
и равна α для любых Z, пиковая мощность и энер-
гия солитона остаются постоянными вдоль ОВ. 
Это полностью соответствует ОВ без потерь. 

 

Практически распределенное усиление реали-
зуется периодическим введением накачки в теле-
коммуникационное ОВ с помощью НО. Т.к. мощ-
ность накачки не сохраняется из-за потерь в ОВ и 
ее истощения, усилительная способность g(Z) в 
действительности зависит от Z. Однако, хотя поте-
ри в ОВ нельзя компенсировать в каждой точке, 
возможна общая компенсация на расстоянии ZA 
между ОУ при условии [3]: 

� 𝑔𝑔(𝑍𝑍) ⋅ 𝑑𝑑𝑍𝑍

𝑍𝑍𝐴𝐴

0

= α ⋅ 𝑍𝑍𝐴𝐴. (20) 

В этом случае также можно говорить об усред-
ненных по расстоянию солитонах.  

Рассмотрим схему распределенного ВКР усиле-
ния со встречной накачкой. Если пренебречь ис-
тощением накачки, то для усилительной способ-
ности g(Z) в (20) можно записать: 

𝑔𝑔(𝑍𝑍) = 𝑔𝑔0 ⋅ exp�−α𝑝𝑝 ⋅ (𝑍𝑍𝐴𝐴 − 𝑍𝑍)�, (21) 

где αp – коэффициент затухания ОВ для накачки. 
Запишем нормированное решение уравнения 

(19) с учетом (21) для встречной накачки, обеспе-
чивающей на выходе ОУ пиковую мощность фун-
даментального солитона P0 [3]: 

𝑝𝑝(𝑍𝑍) =
𝑃𝑃(𝑍𝑍)
𝑃𝑃0

= exp �α ⋅ 𝑍𝑍 ⋅ �
exp�α𝑝𝑝 ⋅ 𝑍𝑍 − 1�
exp�α𝑝𝑝 ⋅ 𝑍𝑍𝐴𝐴 − 1�

� − α ⋅ 𝑍𝑍�, (22) 

где g0 выбрано так, чтобы p(ZA) = 1. 
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Рис. 6. Схема линейного тракта ВОСС, использующая распределенные ОУ 
 

В случае использования только встречной 
накачки, как и при использовании дискретных ОУ, 
пиковая мощность входных импульсов должна 
быть больше мощности, необходимой для форми-
рования фундаментального солитона. Коэффици-
ент увеличения мощности определялся по выра-
жению: 

𝑓𝑓𝑙𝑙𝑚𝑚 = 1 �̅�𝑝⁄ = �
1
𝑧𝑧𝐴𝐴
� 𝑝𝑝(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑧𝑧𝐴𝐴

0

�

−1

. (23) 

Для УУ длиной 50 и 100 км коэффициент flm со-
ставил 1.769 и 3.664, соответственно.  
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Рассмотрим также использование двунаправ-
ленной накачки [3]. Коэффициент усиления g(Z) 
без учета истощения накачки имеет вид: 

𝑔𝑔(𝑍𝑍) = 𝑔𝑔1 ⋅ exp�−α𝑝𝑝 ⋅ 𝑍𝑍� + 𝑔𝑔2exp�−α𝑝𝑝 ⋅ (𝐿𝐿𝐴𝐴 − 𝑍𝑍)�, (24) 

где g1 и g2 связаны с мощностями попутной и 
встречной накачки.  

Полагая мощности накачки равными и решая 
(19) с учетом (24), находим изменения энергии 
солитона при двунаправленной накачке [3]: 

𝑝𝑝(𝑍𝑍) =
𝑃𝑃(𝑍𝑍)
𝑃𝑃0

= exp 

�α ⋅ 𝑍𝑍𝐴𝐴 ⋅ �
𝑠𝑠ℎ�α𝑝𝑝 ⋅ (𝑍𝑍 − 𝑍𝑍𝐴𝐴/2)� + 𝑠𝑠ℎ�α𝑝𝑝 ⋅ 𝑍𝑍𝐴𝐴/2�

2 ⋅ 𝑠𝑠ℎ�α𝑝𝑝 ⋅ 𝑍𝑍𝐴𝐴/2�
� − α ⋅ 𝑍𝑍�. 

(25) 

На рисунке 7 показаны нормированные зависи-
мости пиковой мощности p(Z) вдоль ОВ при 
LA = 50 км, α = 0.2 дБ/км, αp = 0.25 дБ/км для 
встречной (1 кривая) и двунаправленной накачки 
(2 кривая).  
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Рис. 7. Нормированные изменения пиковой мощности  
в пределах УУ: а) длиной 50 км; б) длиной 100 км для 

встречной (1) и двунаправленной (2) накачек, 
 а также для дискретного ОУ (3) 

Изменения пиковой мощности на УУ длиной 
50 км (рисунок 7а) не превышают 60 % при 
встречной и 10 % при двунаправленной накачке. 
Для сравнения показано, что изменение пиковой 

мощности при использовании дискретных ОУ со-
ставляет 90 %. Из рисунка 7б видно, что для УУ 
длиной 100 км пиковая мощность при двунаправ-
ленной накачке меняется в 2 раза по сравнению с 
начальным значением.  

На рисунках 8–10 представлены результаты мо-
делирования процессов распространения секанс-
ных импульсов со скоростью передачи 10 Гбит/с в 
схеме, содержащей несколько УУ с распределенны-
ми ОУ. Нормированные входные импульсы показа-
ны на рисунке 8. Длительности входных импульсов 
принимались равными 20 пс, т.е. соответствующи-
ми параметрам фундаментального солитона. 
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Рис. 8. Форма импульсов в начале ВОСС 
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Рис. 9. Формы импульсов: а) на выходе 2-го УУ (на расстоя-
нии 100 км); б) на выходе 4-го УУ (на расстоянии 200 км) 
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Рис. 10. Формы импульсов: а) на выходе 1-го УУ;  
б) на выходе 2-го УУ, в) на выходе 3-го УУ; г) на выходе 5-го УУ 

На рисунке 9 представлены результаты моде-
лирования ВОСС, содержащей несколько УУ дли-
ной 50 км с распределенными ОУ со встречной 
накачкой мощностью 120.95 мВт. Из рисунков 
видно, что один источник накачки на УУ позволя-
ет удовлетворительно поддержать квазисолитон-
ный режим при LD = LA. Сравнение ВОСС, которая 
использует распределенное усиление и встречную 
накачку, с ВОСС с дискретными ОУ показывает 
преимущества распределенного усиления, т.к. для 
поддержания солитонного режима требуются 
меньшие входные мощности 15 мВт, вместо 
20 мВт. Расчеты показали, что для удовлетвори-
тельной поддержки квазисолитонного режима 
при LA = 2LD одного источника встречной накачки 
недостаточно, впрочем, как и использования дис-
кретных ОУ (см. рисунок 5).  

Отличные результаты могут быть получены 
при использовании двунаправленной накачки при 
длине УУ 50 км. В этом случае на вход ВОСС пода-
ется мощность соответствующая фундаменталь-
ному солитону в ОВ без потерь, т.е. в нашем случае 
8 мВт. Даже при увеличении длины УУ до 100 км в 
схеме с двунаправленной накачкой можно полу-
чить удовлетворительные результаты. На рисунке 
10 представлены результаты моделирования про-
цессов распространения секансных импульсов со 
скоростью передачи 10 Гбит/с в схеме, содержа-
щей несколько УУ длиной 100 км с распределен-
ными ОУ с двунаправленной накачкой. Мощности 
попутной и встречной накачек принимались рав-
ными 114.54 мВт. 

Видно, что использование двунаправленной 
накачки позволяет поддержать квазисолитонный 
режим на расстоянии до 300 км. Сопоставляя эти 
результаты с результатами, полученными для ОУ 
со встречной накачкой и с дискретными ОУ, можно 
заключить, что для солитонных ВОСС необходимо 
использовать двунаправленную накачку. Ее недо-
статком, который относится и к схеме со встречной 
накачкой, является необходимость автоматическо-
го и точного поддержания режима усиления, путем 
тонкого управления мощностями накачки на каж-
дом УУ. 

 
Заключение 

Проведенный анализ показал, что: 
1) В реальном ОВ, обладающем потерями, невоз-
можно существование фундаментальных солито-
нов, однако могут существовать квазисолитоны 
или усредненные по расстоянию солитоны, перио-
дически изменяющие и восстанавливающие свою 
амплитуду и длительность за счет ОУ, которые мо-
гут быть как дискретными, так и распределенными.  
2) Расстояние между ОУ в квазисолитонных ВОСС 
должно быть, как правило, меньше или равно дис-
персионной длине ОВ. 
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3) При использовании дискретных и распределен-
ных ОУ со встречной накачкой пиковая мощность 
квазисолитонного импульса на входе в ОВ должна 
быть существенно больше пиковой мощности фун-
даментального солитона.  
4) При использовании в ВОСС ОУ с двунаправлен-
ной накачкой на вход ОВ необходимо подавать со-
литонные импульсы с пиковой мощностью, соот-
ветствующей фундаментальному солитону. Такие 
ВОСС позволяют значительно увеличить длину УУ 
и обеспечивают сохранение квазисолитонного ре-
жима на больших расстояниях (свыше 500 км). 

5) В работе предлагаются простые инженерные 
формулы для проектирования и расчета парамет-
ров солитонных ВОСС, которые обоснованы имита-
ционным моделированием с использованием из-
вестного и вновь разработанного программного 
обеспечения.  
6) Использованное в работе программы AltPhotonic 
Simulation Tool [8] доказало свои преимущества пе-
ред программой OptiSystem в части моделирования 
ВОСС с распределенным усилением. 
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Аннотация: В статье предложена методика модернизации участка Октябрьской железной дороги ст. 
Чудово – ст. Гряды, оснащенного системой транкинговой связи стандарта TETRA. Методика базируется 
на разработанной математической модели, верифицированной на основе натурных измерений. Целью 
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Введение 

Жизненный цикл сети связи можно разбить на 
несколько этапов: проектирование, развертыва-
ние, оптимизация, модернизация. При этом опти-
мизация направлена на повышение качества об-
служивания и проводится через некоторое время 
после запуска сети, так могут изменяться условия 
эксплуатации, наборы услуг и требования к ним. 
Особенно важен этап оптимизации для сетей спе-
циальной связи, так как к ним применяются более 
жесткие требования, чем к коммерческой связи, 
что связано с обеспечением функционирования 
объектов повышенной опасности. Следующим 
этапом, проводимым по результатам оптимиза-
ции, является модернизация, которую необходимо 
реализовывать без простоя сети в целях обеспече-
ния надежности связи.  

Примером сети специальной связи является 
сеть ОАО «РЖД», реализованная на стандарте бес-
проводной связи TETRA. Железная дорога являет-
ся объектом повышенной опасности, поэтому тре-
бования к качеству связи на ней крайне жесткие – 
согласно ГОСТ Р54959 минимально допустимый 
уровень сигнала должен быть не ниже –85 дБм [6]. 
При этом условия распространения радиоволн 
меняются со временем, что связано в том числе с 
изменениями застройки территорий местонахож-
дения базовых станций. При этом необходим по-

стоянный контроль за выполнением требований 
частотно-территориального планирования (ЧТП) 
и электромагнитной совместимости (ЭМС), так как 
сеть TETRA работает в лицензируемом диапазоне 
радиоспектра (таблица 1) [2, 3, 4]. Поэтому для 
обеспечения параметров ЭМС и ЧТП необходима 
коррекция параметров базовых станций, а также, 
при необходимости, модернизация оборудования 

ТАБЛИЦА 1. Частотные диапазоны TETRA (Европа) 

Направление 
передачи Частотный диапазон, МГц 

Uplink 380-
390 

410-
420 

450-
460 

870-
888 

412-
417* 

457,5-
459* 

Downlink 390-
400 

420-
430 

460-
470 

915-
933 

422-
427* 

467,5-
469* 

*Принято в РФ, Решение ГКРЧ от 08 сентября 2011 г. № 11-12-03-1.  
Транкинговые системы – это системы подвиж-

ной связи, предназначенные для построения ком-
муникационных сетей на предприятиях, опериру-
ющих разнесенными в пространстве ресурсами. 
Характерной чертой этих систем является наличие 
диспетчерского (управляющего) центра, распре-
деляющего вызовы и канальный ресурс, что поз-
воляет производить специализированные вызовы: 
вызов с диспетчерского пульта всех пользовате-
лей группы, установление соединения между не-
сколькими подвижными станциями и т.п. [1]. Си-
стемные ресурсы в таких системах состоят из ка-
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налов, являющихся общим ресурсом всех пользо-
вателей данной транкинговой сети. В момент вы-
зова любой свободный канал из общей квоты мо-
жет быть назначен для установления соединения 
между подвижными станциями. После завершения 
сеанса связи канал будет немедленно возвращен 
обратно. В отличие от традиционной диспетчер-
ской сети в случае занятости всех каналов вызов 
не будет отклонен, а встанет в очередь на ожида-
ние свободного канала (рисунок 1). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Различие в обслуживании пользователей: 
а) традиционная диспетчерская сеть; б) транкинговая сеть 

Благодаря модульному построению системы 
TETRA является гибким решением для обеспече-
ния специальной связи, так как сеть может быть 
реализована с различной протяженностью. При 
этом функции центра управления и коммутации 
распределяются по всей сети, что обеспечивает 
надежность при потере связи с отдельными ее 
элементами и быстродействие системы. 

Первоначальный частотно-территориальный 
план позволяет рассчитать размер одной соты в 
зависимости от типа используемого оборудова-
ния, мощностей излучения, направленности ан-
тенных систем и условий распространения волн.  
Полученные данные наносятся на географическую 
карту местности, в которой планируется развора-
чивание сети. Далее проводится компьютерный 
анализ условий распространения радиоволн, что 
позволяет получить грубую оценку зоны обслужи-

вания сети. Подобные измерения производятся 
специализированной аппаратурой, однако данный 
метод требует довольно больших вложений и до-
вольно сложен организационно. На наш взгляд, 
специфика функционирования сетей стандарта 
TETRA вдоль транспортных магистралей позволя-
ет использовать более простые, хотя и менее точ-
ные алгоритмы. Для проверки данной гипотезы 
сравним показатели покрытия сети на основе из-
мерений, проведенных на участке Октябрьской 
железной дороги между станциями Чудово и Гря-
ды, и расчетные значения, полученные согласно 
предлагаемой математической модели.   

 
Измерения параметров связи на участке  
железной дороги 

Для проведения измерений карты покрытия си-
стемы стандарта TETRA на участке железной до-
роги ст. Чудово – ст. Гряды был определен состав 
оборудования для измерения. Натурные измере-
ния проводились с использованием оборудования 
компании Rohde & Schwarz – анализатора радиосе-
тей TSMW, так как его характеристики полностью 
соответствуют требованиям к измерениям систе-
мы TETRA (см. таблицу 1). В составе измеритель-
ного комплекса также использовались: опция ска-
нера для измерения сетей TETRA R&S TSMW-K26; 
программный комплекс R&S ROMES4; источник 
питания; GPS-антенна; внешняя антенна; элек-
тронный ключ eToken для ПО R&S ROMES4 (рису-
нок 2). 

 
Рис. 2. Схема измерительного комплекса сети TETRA 

Результат измерений приведен на карте покры-
тия (рисунок 3). Красным цветом отмечены участ-
ки, уровень сигнала на которых не соответствует 
требованиям ГОСТ Р54959 о технических требова-
ниях к поездной радиосвязи, согласно которым 
минимально допустимый уровень сигнала должен 
быть не ниже –85 дБм. Как видно из рисунка 3, 
длина этого участка составляет около 6 км. 

Таким образом, железнодорожная связь, реали-
зуемая с помощью системы транкинговой связи 
стандарта TETRA, требует модернизации на участ-
ке ст. Чудово – ст. Гряды ввиду невыполнения тре-
бований к радиосвязи на железной дороге по 
20-процентному перекрытию зон покрытия со-
гласно ГОСТ Р54959.   
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Рис. 3. Карта местности с нанесенной картой покрытия 

Разработка математической модели  
частотно-территориального планирования 

Для разработки математической модели расче-
та теоретического радиуса покрытия соты рас-
смотрим подробнее основные аспекты, учитывае-
мые при проектировании станций связи: опреде-
ление местоположения приемопередающего обо-
рудования, его типа и конфигурации. Определение 
емкости сети не требуется, так как при модерни-
зации сохраняется количество абонентов и объем 
предоставляемых им услуг [5].  
Выбор оборудования 

Для уточнения конфигурации оборудования, 
установленного на базовую станцию, произведем 
расчет потерь фидерной трассы для базовых стан-
ций. Отметим, что внутрисистемные помехи сетей 
TETRA, расположенных вдоль дороги, меньше, так 
как базовые станции с одинаковым частотным 
каналом расположены только с двух сторон. 

Для расчета будем использовать базовые стан-
ции БС компании Teltronic серии Nebula, характе-
ристики которой приведены в таблице 2. Teltronic 
Nebula могут разворачиваться как снаружи поме-
щений (outdoor), так и внури (indoor). Также стоит 
отметить, что тройное разнесение позволит рас-
ширить зону покрытия, уменьшив количество ба-
зовых станций, необходимых для заданного реги-
она.  

В качестве мобильной станции МС используется 
портативная радиостанция серии SC20, также раз-

работанная компанией Teltronic (таблица 3). Мо-
бильная станция поддерживает работу в диапазо-
нах 380-430 МГц (SC 2020) и 403–470 МГц 
(SC 2024), включает в себя режим работы DMO с 
классом излучения 3; частоты соответствуют ча-
стотному диапазону, приведенному в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 2. Основные характеристики базовой станции 
Teltronic Nebula 

Характеристики Значения 

Частотный диапазон, МГц 
350-370, 380-400, 410-430,  

450-470 

Количество несущих до 8 

Мощность передатчика 
32 Вт (с усилителем),  
25 (после дуплексора) 

Чувствительность приемника -115 дБм 

Нестабильность частоты 0,2*10-6 

Напряжение электропитания 115/230 В переменного тока 
-24 В постоянного тока 

Максимальная потребляемая 
мощность базовой станции 

на одну несущую 
250 Вт 

В качестве соединительного используется фи-
дерный кабель Cellflex LCF 12-05J 1/2”. Для умень-
шения затухания в кабеле по всей длине трассы 
предлагается коаксиальный кабель 7/8, на концах 
которого устанавливаются переходники на коак-
сиальный кабель 1/2 для коммутации с оборудо-
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ванием (таблица 4). В нашем случае это переход-
ник AL5DM-PS фирмы Andrew (2 шт.) с показате-
лем сопротивления 50 Ом, поддерживающий диа-
пазон 0–5200 МГц и вносящий потери 0,05 дБ. 
Также следует учитывать потери 3 дБ, вносимые 
на шести разъемах.  
ТАБЛИЦА 3. Основные характеристики терминала SC 2024 

Характеристики Значения 

Частотный диапазон, 
МГц 403-470 

Класс мобильной  
станции 3 

Мощность 2,7 Вт 

Чувствительность  
приемника 

-116 дБм статическая 
-107 дБм динамическая 

Источник питания 
Li-Pol 7.4 В, 1160 мА/ч  
(стандартная емкость) 

1880 мА/ч (повышенная емкость) 

Рабочая температура, оС -20…+60 

GPS есть 

Габариты В/Ш/Т 139/61/32,5 мм 

ТАБЛИЦА 4. Характеристики кабеля 

Параметр 
Тип кабеля 

12-05J ½” 7/8’50JA 

Сопротивление 50 ± 1 Ом 50 ± 1 Ом 

Диаметр центрально-
го проводника 4,8 мм 9мм 

Диаметр диэлектрика 11,3 мм 21,4 мм 

Диаметр внешнего 
проводника 13,8 мм 24,9 мм 

Диаметр внешней  
оболочки 15,8 мм 28 мм 

Рабочая температура -50…+85 оС -40…+85оС 

Затухание на частоте 
450 МГц 0.05 дБ/м 0,026 дБ/м 

Учтем потери в пассивных элементах АФС (Ан-
тенно-фидерная система), а именно комбайнерах 
(CDU, от англ. Combiner Division Unit). Комбайнер 
компании ООО «РАДИАЛ» TETRA 2U – двухканаль-
ный комбайнер для диапазона частот 400–490 МГц, 
удовлетворяющий частотному диапазону, выделен-
ному под систему TETRA на железной дороге в Рос-
сийской Федерации, – вносит потери 2 дБ. Четырех-
канальный комбайнер TETRA 4U вносит потери 4 дБ.   
Расчет потерь 

Произведем расчет потерь в антенно-фидерном 
тракте (АФТ) приемника и передатчика [7]: 

𝑊𝑊АФТ = 𝑊𝑊𝑐𝑐𝐿𝐿 + 𝑊𝑊𝑐𝑐𝑐𝑐𝑁𝑁 + 𝑊𝑊𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  , (1) 

где 𝑊𝑊𝑐𝑐  – затухание сигнала в кабеле на рабочей 
частоте, дБ/м; 𝐿𝐿 – длина кабеля, м; 𝑊𝑊𝑐𝑐𝑐𝑐  – потери в 
разъемах, дБ; 𝑁𝑁 – количество разъемов, шт; 

𝑊𝑊𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  – потери на пассивных элементах АФТ 
(комбайнеры, сплиттеры). Результат расчета зату-
хания для различных длин фидерной трассы при-
веден в таблице 5. 

ТАБЛИЦА 5. Затухание на фидерной трассе 
Длина трассы, 

м Длина фидера 7/8, м Затухание на трассе, дБ 

32 30 3,98 

42 40 4,24 

60 58 4,71 

80 78 5,22 

100 98 5,74 

Произведем расчет на примере участка железной 
дороги ст. Чудово – ст. Гряды, включающего в себя 
базовые станции с идентификаторами BS2543 и 
BS2545. В состав оборудования входит рассмотрен-
ная ранее базовая станция Teltronic Nebula, излуча-
ющая антенна фирмы Kathrein с коэффициентом 
усиления 8,5 дБ, установленная на высоте 42 м на 
мачтовой металлоконструкции. Исходные данные 
для расчета приведены в таблицах 6 и 7.  
ТАБЛИЦА 6. Исходные данные для расчета базовой станции 

TETRA 

Параметр Значение 

Частота, МГц 
Downlink 467 

Uplink 457 

Мощность передатчика БС, Вт 25,1 

Чувствительность приемника БС, дБм -115 

Коэффициент усиления антенны, дБ 8,5 

Высота подвеса антенны БС, м 42 

Мощность передатчика МС, Вт 2,7 Вт 

Чувствительность приемника МС, дБм 
-107 

-85* 

Высота мобильной станции, м 4 

*Исходные данные для расчета взяты исходя из требований 
ПАО «РЖД» 

ТАБЛИЦА 7. Исходные данные для расчета (потери) 

Потери, дБ Базовая станция Мобильная станция 

в фидере 4,24 0 

в комбайнере 2,6 0 

в дуплексоре 1 1 

Особенности местности 

в зданиях 15 

в автомобилях 8 

Расчет потерь мощности сигнала при распро-
странении с учетом плотности застройки терри-
тории проведем по модели Окамура-Хата [1], ко-
торая имеет следующий вид [1]: 

𝐿𝐿 = 69,55 + 26,16 lg(𝑓𝑓) − 13,82 lg(ℎБС) − 
− 𝑎𝑎(ℎМС)  + (44,9 − 6,55 lg(ℎБС))lg (𝑅𝑅), 

(2) 
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где 𝑎𝑎(ℎМС) – поправочный коэффициент, исполь-
зуемый при высоте антенны мобильной станции, 
отличной от 1,5 м, для городской застройки. Так 
как рассматриваемый участок железной дороги 
проходит по сельской местности, то согласно мо-
дели Окамуры-Хата, получим:  

𝐿𝐿С = 𝐿𝐿 − 4,78(lg(𝑓𝑓))2 + 18,33 lg(𝑓𝑓) − 40,94, (3) 

где L – распространение в городских условиях из 
(2). Результат расчета представлен на рисунке 4. 

 
Рис. 4. Зависимость потерь при распространении  

радиоволн от расстояния между базовой станцией  
и мобильным терминалом 

Расчет мощности принимаемого сигнала произ-
веден по формуле Гарольда Фрииса [1]: 

𝑃𝑃𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑃𝑃𝑇𝑇𝑅𝑅 ∗
𝐺𝐺𝑇𝑇𝑅𝑅𝐺𝐺𝑅𝑅𝑅𝑅λ2

(4π)2𝑅𝑅2
, (4) 

где 𝑃𝑃𝑅𝑅𝑅𝑅  – мощность, полученная от приемной ан-
тенны; 𝑃𝑃𝑇𝑇𝑅𝑅 – мощность, подаваемая на передаю-
щую антенну; 𝐺𝐺𝑇𝑇𝑅𝑅,𝐺𝐺𝑅𝑅𝑅𝑅 – коэффициенты усиления 
приемной и передающей антенны; λ = 𝑐𝑐

𝑓𝑓
  – длина 

волны (где c = 3*108 м/с). 
Проведем нормирование формулы (4) к децибе-

лам, тогда: 

𝑃𝑃𝑅𝑅𝑅𝑅(дБм) = 𝑃𝑃𝑇𝑇𝑅𝑅(дБм) + 𝐺𝐺𝑇𝑇𝑅𝑅(дБ) + 
+ 𝐺𝐺𝑅𝑅𝑅𝑅(дБ) + 20 lg(λ) − 20 lg(4π) − 20 lg(𝑅𝑅) 

(5) 

Данная формула описывает распространение 
радиоволн в идеальных условиях, то есть такая 
модель не учитывает затухание мощности сигна-
лов от географических особенностей местности и 
типов застройки, то есть необходимо уточнение 
модели. В качестве показателя внесенных в систе-
му потерь примем рассчитанные по модели Ока-
мура-Хата, тогда: 

𝑃𝑃𝑅𝑅𝑅𝑅(дБм) = 𝑃𝑃𝑇𝑇𝑅𝑅(дБм) + 𝐺𝐺𝑇𝑇𝑅𝑅(дБ) + 𝐺𝐺𝑅𝑅𝑅𝑅(дБ) + 

+20 lg(λ) − 20 lg(4π) − 20 lg(𝑅𝑅) −
2
3
𝐿𝐿С, 

(6) 

где 𝐿𝐿С – потери при распространении сигнала в 
сельской местности согласно формуле (3). Значе-
ние 2

3
𝐿𝐿С учитывает компенсацию константы, зави-

сящей от единиц измерения частоты и расстояния. 
Используя формулу (6) произведем расчет зави-

симости средней мощности сигнала от расстояния 
для базовой станции BS2543. Как видно из графи-
ка на рисунке 4, максимальное расстояние обеспе-
чения связи составило 14,5 км при заданной чув-
ствительности приемника –107 дБм. Учтем, что в 
соответствии с ГОСТ Р54959 минимально допу-
стимый уровень сигнала должен быть не ни-
же -85 дБм, тогда расстояние, при котором обеспе-
чивается связь с вероятность 95 %, равно 7 км (ри-
сунок 5) [6]. Уровень допустимых потерь для базо-
вой станции BS2545 составляет 98,21 дБм. 

 
Рис. 5. Зависимость средней мощности сигнала  

от расстояния между базовой станцией и мобильным  
терминалом для базовой станции 2543 

Аналогично рассчитаем зависимости средней 
мощности сигнала от расстояния (рисунок 6). То-
гда максимальное расстояние при чувствительно-
сти портативной радиостанции SC20 –107 дБм со-
ставит 21 км, а расстояние, на котором обеспечи-
вается связь с вероятностью 95 %, равно 0,3 км. 

 
Рис. 6. Зависимость средней мощности сигнала  

от расстояния между базовой станцией и мобильным  
терминалом для базовой станции BS2545 

На рисунке 7 приведены радиусы покрытия ба-
зовых станций BS2543 и BS2545 на карте местно-
сти. Расстояние, на котором уровень сигнала ме-
нее –85 дБм, равно 6,1 км. 
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Рис. 7. Карта местности с нанесенной расчетной картой покрытия 

Сравнивая результат измерений и расчета, лег-
ко заметить, что теоретическая модель достаточ-
но точно описывает реальную картину распро-
странения сигнала в условиях эксплуатации сетей 
TETRA как сетей специальной связи вдоль желез-
ной дороги. Следовательно, полученная матема-
тическая модель может служить опорой для пред-
варительного расчета ЧТП как при проектирова-
нии новых сетей TETRA, так и в случае модерниза-
ции старых.  

 
Рекомендации к модернизации сети TETRA на 
участке ст. Чудово – ст. Гряды 

Для проведения модернизации сети поездной 
радиосвязи, реализованной на стандарте TETRA, 
предложен ряд рекомендаций к модернизации.  

Первая группа рекомендаций относится к уве-
личению покрытия за счет модернизации антен-
ной системы. Во-первых, оператором сети должна 
рассматриваться возможность изменения высоты 
подвеса антенны, то есть смещение фазового цен-
тра антенны на более высокий. Это позволит из-
менить диаграмму направленности антенны, и, 
следовательно, увеличит радиус покрытия базо-
вой станции. Также возможна замена устаревшей 
антенной системы на современную с большим ко-
эффициентом усиления, что также позволит уве-
личить радиус покрытия базовой станции. Кор-

ректировка азимутов антенной системы, то есть 
поворот антенны по азимуту, позволит повернуть 
главный лепесток диаграммы направленности 
антенны по направлению железной дороги.  

Вторая группа рекомендаций носит более мас-
штабный характер и ориентирована на замену ба-
зовых станций. В случаях, когда базовые станции 
значительно разнесены друг относительно друга, 
необходима оценка возможности установки до-
полнительной базовой станции в целях соответ-
ствия требованиям по перекрытию базовых стан-
ций стандарта TETRA [6]. 

Применим рекомендации к рассматриваемому 
участку ст. Чудово – ст. Гряды. Изменение высоты 
подвеса антенны не целесообразно, так как в усло-
виях сельской местности смещение антенны по 
мачтовому сооружению не приведет к существен-
ному увеличению покрытия. Изменение азиму-
тального угла антенны на данном участке не тре-
буется, так как антенная система сонаправлена с 
железнодорожными путями. При этом базовые 
станции уже оснащены современными антеннами 
фирмы Kathrein с максимально возможным коэф-
фициентом усиления антенны для данного класса 
базовых станций. Учтем, что расстояние между 
базовыми станциями, на котором не выполняются 
требования по качеству связи согласно ГОСТ 
Р54959, составляет 6 км, что сопоставимо с покры-



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 2 
 

www.tuzs.sut.ru 42 
 

тием, обеспечиваемым одной базовой станцией. 
Следовательно, необходимо рассмотреть установ-
ку новой базовой станции. Согласно карте покры-
тия и исследованию населенности района, таким 
местом рекомендуется выбрать железнодорожную 
станцию Волхов-Мост, имеющую необходимую 
инфраструктуру для установки телекоммуника-
ционного оборудования. 

Для новой базовой станции BS2544 произведем 
выбор конфигурации оборудования, высоты подве-
са антенны, длин фидерной трассы для расчета ра-
диуса покрытия. По направлению от ст. Чудово к ст. 
Гряды есть перепад высоты местности на 35 мет-

ров [8], следовательно, нужно внести корректиров-
ку местоположения антенны на железнодорожную 
ст. 130-ый километр и выбрать высоту подвеса ан-
тенны не ниже 60 метров с учетом запаса на высоту 
лесополосы и перепада высот (рисунок 8). Угол по-
ворота антенн по азимуту направлен в сторону пу-
тей железной дороги, что определяет направление 
антенны на 310 градусов по направлению к ст. Чу-
дово и на 140 градусов по направлению на ст. Гря-
ды (рисунок 9). Состав оборудования идентичен 
для всех базовых станций, т.е. при расчетах новой 
базовой станции будем использовать данные таб-
лиц 2–7. 

 

Рис. 8. Карта высот ст. Чудово – ст. Гряды 
 

  

Рис. 9. Направление антенн новой базовой станции Рис. 10. Расчетная карта покрытия участка РЖД с установ-
кой новой базовой станции 

 
Согласно расчетам по предложенной модели, 

радиус покрытия новой станции составит 6,7 км. 
Нанесем данный результат на карту, отображен-
ную на рисунке 10 (радиус покрытия станции 
BS2544 отмечен зеленым цветом). Таким образом, 
установка данной станции решит проблему по 
20-процентному перекрытию соседними базовы-
ми станциями.  

 

Заключение  
Предложенная методика позволила найти ре-

шение проблемы покрытия для железнодорожной 
связи на участке ст. Чудово – ст. Гряды и, следова-
тельно, обеспечила необходимое качество голосо-
вых услуг TETRA. После проведения модернизации 
данный участок будет соответствовать требова-
ниям ГОСТ Р54959 по минимально возможному 
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уровню сигнала –85 дБм, отношению сигнал-шум 
и 20-процентному перекрытию зоны покрытия.  
Таким образом, можно заявить о целесообразно-
сти использования данной методики для практи-
ческого применения на реальных объектах. При 
этом отметим, что предложенный вариант по раз-
вертыванию новой базовой станции является эко-
номически ресурсоемким, но все другие варианты 

не приведут к выполнению требований по показа-
телям качества сети железнодорожной связи. 

В дальнейшем необходимо внести в модель 
корректировку, позволяющую учитывать клима-
тические изменения и разработать методику рас-
чета надежности сети железнодорожной связи с 
учетом особенностей технологии TETRA. 
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Аннотация: В статье показано, что задача Аполлония и ее аналоги имеют единый метод решения, в 
отличие от бытующего представления о том, что данные задачи могут быть решены только 
отдельными частными способами. Предложенная автором концепция геометрического эксперимента 
позволила обнаружить многие ранее неизвестные и обсуждаемые в статье закономерности, благодаря 
проведению множества вычислительных испытаний в системе визуального проектирования 
геометрических моделей Симплекс. В статье рассматривается пример решения аналога задачи 
Аполлония для четырехмерного пространства, однако действие алгоритма универсально, и он может 
быть с равным успехом применен к решению подобных задач в пространствах произвольных 
размерностей. Полученные результаты демонстрируют возможности методов конструктивного 
моделирования и многомерной начертательной геометрии в приложении к решению сложных 
математических задач, определяют тенденции развития систем автоматизации конструктивного 
геометрического моделирования. 
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1. Введение 

В наши дни трудно назвать область человече-
ской деятельности, которую бы не затронули ин-
формационные технологии. Поэтому приходится с 
сожалением говорить о том, что до сих пор ин-
форматизация почти не затрагивает сферы при-
ложения геометрических знаний, не способствует 
внедрению методов конструктивной геометрии в 
прикладные разработки и информационные си-
стемы. Геометрическая наука до сих пор не полу-
чает должной поддержки разработчиков про-
граммных систем.  

В чем же кроется причина такого неудовлетво-
рительного положения? Дело в том, что по сей 
день геометрия воспринимается людьми, как до-

статочно сложная, рутинная, трудноусваиваемая и 
даже устаревшая наука, которая не находит себе 
должного практического применения. Дело дошло 
до того, что современная геометрия, являясь пол-
ноправным разделом математики, оказывается не 
в состоянии конкурировать с ее цифровыми (ана-
литическими) методами, к которым приковано 
всеобщее внимание разработчиков и исследовате-
лей, благодаря высокой эффективности реализа-
ции таких методов в виде компьютерных про-
грамм и систем. Конечно, нельзя не вспомнить о 
том, что существуют программные и информаци-
онные средства и для популяризации геометриче-
ских знаний, и даже проведения исследований в 
различных областях, в которых геометрия играет 
основополагающую роль. Здесь же следует упомя-
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нуть успешные разработки множества систем ав-
томатизации проектирования, обеспечения про-
изводственной деятельности, в которых геомет-
рические понятия и средства широко используют-
ся для проектирования формы изделий и выпол-
нения сопутствующих расчетов. Однако, при всем 
совершенстве и разнообразии таких средств, гео-
метрическое моделирование в них используется 
весьма утилитарно и ограниченно. В этой связи 
мы даже становимся свидетелями подмены поня-
тий: во многих литературных источниках, посвя-
щенных т.н. «геометрическому моделированию» 
мы можем не обнаружить ни одного чертежа – од-
ни аналитические формулы, что, вообще говоря, 
должно было бы называться аналитическим мо-
делированием геометрии. То есть происходит 
подмена философских понятий предмета и метода 
научной дисциплины. Но ведь по сути геометриче-
ское моделирование – это процесс создания опи-
саний окружающей действительности на языке 
геометрии, а не аналитики! 

Геометрическое моделирование – это совер-
шенно равноправный и универсальный метод 
научного познания, наряду со всеми другими из-
вестными, и, может быть, еще не существующими 
методами моделирования. В отличие от аналити-
ки, геометрия обладает неоспоримым преимуще-
ством, заключающемся в способности доставлять 
человеку информацию о моделях окружающего 
мира через зрительный канал. Геометрия образна 
и визуальна, и поэтому к ней обращены взоры 
многих исследователей, стремящихся представить 
результаты своих достижений в наглядной, до-
ступной для понимания форме. И, без сомнения, 
это стремление показывает впечатляющие ре-
зультаты. Однако, сущность геометрии заключа-
ется не только в этом. Предоставляя возможность 
оперирования наглядными образами и представ-
лениями, геометрическая наука позволяет иссле-
довать сложнейшие закономерности мироздания, 
дает возможность заглянуть в миры, которые не-
доступны обычному человеческому взору. В том 
числе, в многомерные миры. Складывается пара-
доксальная ситуация: с одной стороны, геометри-
ческая интерпретация – это шанс осознать нечто, 
заглянув туда, где обычным глазом ничего не 
видно, ощутить то, что не осязаемо. С другой сто-
роны, выстраивание логических умозаключений в 
геометрии требует специальных знаний, умения 
мыслить абстрактными образами и, конечно же, 
тренировки. На пути к овладению этими знаниями 
немало проблем, и основная из них – это высокая 
трудоемкость достижения результата.  

В частности, одна из проблем – это существова-
ние в математических задачах мнимых решений 
[1, 2], которые относительно легко воспринима-
ются как результат математических действий, но 
не находят должного понимания в системе гео-
метрических представлений. 

Несмотря на то, что мнимые образы в геомет-
рии не являются чем-то концептуально новым, 
практическое использование таких образов за-
труднено, поскольку их отображение на действи-
тельной плоскости требует косвенных визуальных 
интерпретаций и выполнения множества допол-
нительных операций. Еще в 1847 г. Штаудт в [3] 
сформулировал теорию мнимых элементов при-
менительно к проективной геометрии и предло-
жил, в частности, косвенно отображать мнимые 
точки четверками действительных точек на пря-
мой линии. Несмотря на действенность такого 
подхода и принципиальную возможность опери-
рования мнимыми образами через заменяющие их 
реперы, практическая целесообразность таких 
замен может быть оценена по достоинству лишь в 
узком кругу специалистов, имеющих соответ-
ственную геометрическую подготовку. И, следова-
тельно, такому подходу вряд ли найдется место в 
практике повседневного инженерного проектиро-
вания в среде людей, не знакомых со специальны-
ми разделами геометрии. 

Высокая трудоемкость воплощения теоретиче-
ских моделей в практически значимые расчетные 
приложения, недопонимание их сути и, вследствие 
этого, отсутствие ясного представления о сферах 
приложения этих моделей к реальному проекти-
рованию, в конце концов, влекут за собой и сни-
жение интереса к проведению научных изысканий 
в области конструктивного геометрического мо-
делирования. Отсюда также проистекает и недо-
статочное внимание разработчиков САПР и систем 
автоматизации научных исследований к созданию 
компьютеризированных инструментов, пригод-
ных для работы с геометрическими объектами 
мнимой природы. 

По изложенным выше причинам рассчитывать 
на успех в деле разработки конструктивных гео-
метрических моделей, учитывающих и действи-
тельные, и мнимые геометрические образы, на 
основе традиционных методов исполнения и ви-
зуализации этих моделей в виде графических схем, 
не приходится. Нет сомнения в том, что пришло 
время отказаться от прочно укоренившегося сте-
реотипа, навязывающего понимание науки «гео-
метрия» как системы знаний о действиях, выпол-
няемых с помощью циркуля и линейки. Необходи-
мо перейти к иной парадигме. Средства компью-
терного моделирования позволяют создавать и 
практически применять новые виртуальные ин-
струменты с ранее недоступной исследователям 
функциональностью, которые способны придать 
мощный импульс научным изысканиям в области 
конструктивной геометрии и, соответственно, 
расширить сферы практического приложения 
геометрического метода. Более того, и традици-
онные инструменты в компьютерном исполнении 
приобретают новые качества. Например, компью-
теризированный циркуль относительно несложно 
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наделить способностью проводить не только при-
вычные действительные окружности, но и окруж-
ности мнимого радиуса в мнимом центре, причем 
геометрическая сущность самого действия – про-
ведение окружности – от этого не претерпевает 
никаких изменений. Этот подход исключительно 
важен и ценен тем, что геометрия, приобретающая 
подобные инструменты, в глазах осведомленного 
практика становится по-настоящему полной и 
значимой. 

Концепция создания виртуальных геометриче-
ских инструментов, помимо совершенствования 
геометрической теории, основанной на понимании 
геометрических конструкций как преобразовате-
лей информации – геометрических машин [4], вле-
чет за собой и развитие нового направления науч-
ных исследований. Его предметом являются ин-
формационные системы представления данных, 
выраженных в геометрической форме, и средства 
управления ими посредством визуального графи-
ческого интерфейса. Практическим результатом 
этих исследований должна стать разработка ин-
формационных систем, предназначенных для авто-
матизации представления и приложения геометри-
ческих знаний, реализации конструктивных гео-
метрических моделей в виде действующих компь-
ютерных программ, готовых к применению в тех 
областях человеческой деятельности, в которых 
визуализация является неотъемлемой частью про-
цессов познания, проектирования и управления. 
Новые информационные средства позволяют 
сформулировать и развивать концепцию геометри-
ческого эксперимента, предназначенного для про-
верки научных гипотез и изучения ранее неизвест-
ных свойств геометрических конструкций [5–8]. 

Одной из практически важных задач для проек-
тирования сетей мобильной связи являются зада-
чи позиционирования и зонирования. Геометри-
ческие основы этих задач известны под такими 
названиями, как «Поиск ближайшего соседа», по-
строение диаграммы Вороного, триангуляции Де-
лоне, диаграммы Мебиуса и Аполлония. Известные 
в настоящее время алгоритмы расчета соответ-
ственных геометрических образов являются ин-
формационно насыщенными, ресурсоемкими и 
разработаны только для двумерных и трехмерных 
пространств [9, 10]. Решение подобных задач в 
пространствах более высоких размерностей, в ко-
торых можно было бы учитывать не только чисто 
геометрические характеристики физического про-
странства, но и прочие физические характеристи-
ки, затруднено в связи с отсутствием средств для 
решения задач подобного рода, а также в связи с 
проблемами, связанными с отсутствием методов 
визуализации и управления такими моделями. 
Более того, известные методы не вскрывают про-
ективную сущность этих задач и не касаются про-
блем существования в них мнимых образов. Одна-
ко, как показывают проведенные исследования, 

все эти задачи имеют единый теоретический фун-
дамент. Их геометрические основания, базируются 
на понятиях проективной геометрии, преобразо-
вании инверсии, радикальных пространств, пред-
ставленных в единстве в хорошо известной, но 
недостаточно исследованной задаче Аполлония, 
речь о которой пойдет далее в статье.  

Задача Аполлония, рассматриваемая в данной 
статье как пример, иллюстрирующий высказан-
ные соображения, являет собой исключительно 
изящный и убедительный образец единства гео-
метрической природы действительных и мнимых 
образов. Учет этого единства позволяет разрабо-
тать и применять всего один общий конструктив-
ный алгоритм ее решения, свободный от частных 
исключений, неизбежно присутствующих в ранее 
известных алгоритмах. 

Впервые задача о сопряжении окружностей бы-
ла сформулирована и решена Аполлонием Перг-
ским примерно в 220 г. до н. э. Частичное решение 
задачи Аполлония о построении круга, касающего-
ся трех данных, Франсуа Виет представил в сочи-
нении Apollonius Gallus (1600) [11]. Как известно, 
решение Виета не подходит для случая внешних 
касаний. Жозеф Диас Жергонн в 1816 г. разрабо-
тал изящное решение этой задачи. Многие аспек-
ты решения данной задачи и ряда смежных про-
блем приводятся в работах [4, 12–23]. 

В классической постановке задача Аполлония 
формулируется следующим образом: пусть на 
плоскости даны три несовпадающие и неконцен-
трические в парах окружности; требуется постро-
ить пару окружностей, сопрягающих три заданные 
окружности. В плоскости задача имеет четыре 
различные решения – четыре пары окружностей, 
сопрягающих заданные. Условие задачи легко рас-
пространяется и на пространства больших раз-
мерностей. В трехмерном пространстве задача бу-
дет сформулирована применительно к сферам. В 
данной статье мы распространим формулировку 
задачи на четырехмерное пространство. 

Как уже говорилось, теоретически задача Аппо-
лония имеет не только вещественные, но и мни-
мые решения, которые не удается представить в 
приемлемой визуальной форме, пригодной для 
выполнения дальнейших операций над получае-
мыми мнимыми образами с помощью традицион-
ных инструментальных средств. Позиционные 
отношения, возникающие между исходными 
окружностями (или гиперсферами в многомерных 
случаях), приводят к появлению исключительных 
ситуаций, при которых построение касательных 
окружностей (гиперсфер) оказывается невозмож-
ным. Более того, сама задача Аполлония, в прин-
ципе, может быть поставлена над исходными дан-
ными, имеющими мнимую природу, что еще силь-
нее усугубляет ситуацию. Однако, как уже было 
сказано ранее, эти исключения обусловлены толь-

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%90%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BB%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D1%8F
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ко инструментальными ограничениями геометри-
ческой науки, решения которой принято оформ-
лять в виде чертежей простейшими средствами – 
циркулем и линейкой. Еще раз подчеркнем, что на 
сам предмет науки эти ограничения оказывать 
влияние не могут. Но техническая невозможность 
оперативной работы с мнимыми геометрическими 
образами лишает поиск теоретических обобще-
ний, направленных на выявление геометрической 
сущности данной задачи, практического смысла, 
не позволяет рассматривать ее как цельное звено 
единой геометрической системы. 

Ниже мы рассмотрим ряд теоретических поло-
жений и методов использования компьютерных 
средств визуализации и проектирования геомет-
рических моделей, которые позволят найти не 
только общее проективное решение задачи Апол-
лония, но и в равной степени распространить 
принцип ее решения на пространства высших 
размерностей на примере четвертой [3, 4, 24, 25]. 
Причем для решения задач в многомерных про-
странствах нам понадобятся только средства 
плоской геометрии. В рассматриваемых алгорит-
мах будут учтены и мнимые решения, и возмож-
ность задания в качестве исходных данных объек-
тов с чисто мнимыми и комплексными значения-
ми. Проектирование и исследование алгоритмов, а 
также визуальное сопровождение этого процесса 
осуществляется в среде системы конструктивного 
геометрического моделирования Симплекс [6]. 
Изучение теоретического материала, представ-
ленного в статье, предполагает базовое знаком-
ство читателя с основами проективной геометрии 
[24, 26] и теорией функции комплексного пере-
менного. 

 
2. Теоретические предпосылки решения  
аналогов задачи Аполлония на примере  
двумерного пространства 

Пусть на плоскости заданы три произвольные 
(но не концентрические в парах) окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 
𝑐𝑐. Найдем центры этих окружностей 𝐶𝐶𝑎𝑎⊙𝑎𝑎, 𝐶𝐶𝑏𝑏⊙𝑏𝑏 и 
𝐶𝐶𝑐𝑐⊙𝑐𝑐. Построим треугольник, взяв полученные 
точки за вершины. В предположении, что стороны 
треугольника 𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝐶𝐶𝑏𝑏 ∘ 𝐶𝐶𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑐𝑐 = 𝐶𝐶𝑐𝑐 ∘ 𝐶𝐶𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑐𝑐 = 𝐶𝐶𝑐𝑐 ∘
𝐶𝐶𝑏𝑏 являются бесконечными прямыми, пересечем 
стороны с окружностями, через центры которых 
они проходят: 

𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 = 𝑎𝑎𝑏𝑏 × 𝑎𝑎;    𝐵𝐵1 ,𝐵𝐵2 = 𝑎𝑎𝑏𝑏 × 𝑏𝑏;    𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 = 𝑎𝑎𝑐𝑐 × 𝑎𝑎; 
𝐷𝐷1,𝐷𝐷2 = 𝑎𝑎𝑐𝑐 × 𝑐𝑐;    𝐸𝐸1,𝐸𝐸2 = 𝑏𝑏𝑐𝑐 × 𝑏𝑏;    𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 = 𝑏𝑏𝑐𝑐 × 𝑐𝑐. 

Определим на прямых три инволюции [24, 26]:  

η1|𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐴𝐴1;𝐵𝐵1
𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐴𝐴2;𝐵𝐵2

,    η2|𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐶𝐶1;𝐷𝐷1
𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐶𝐶2;𝐷𝐷2

    и    η3|𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐸𝐸1;𝐹𝐹1
𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐸𝐸2;𝐹𝐹2

,  

где двойные точки инволюций 𝑈𝑈1,𝑈𝑈2 = η1
2

; 𝑉𝑉1,𝑉𝑉2 =
= η2

2
; 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 = η3

2
.  

Выбрав любые три точки из полученных шести, 
построим на них окружность 𝑑𝑑 = 𝑈𝑈1 ∘ 𝑉𝑉1 ∘ 𝑊𝑊1. 
Окружность 𝑑𝑑 является ортогональной к исход-
ным окружностям 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐. 

Воспользуемся теперь следующими инволюци-
ями, определенными точками пересечения окруж-
ностей с соответственными сторонами треуголь-
ника. Определим их: 

ζ1|𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐴𝐴1;𝐴𝐴2
𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐵𝐵2;𝐵𝐵1

,    ξ1|𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐴𝐴1;𝐴𝐴2
𝑎𝑎𝑏𝑏;𝐵𝐵1;𝐵𝐵2

,    ζ2|𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐶𝐶1;𝐶𝐶2
𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐷𝐷2;𝐷𝐷1

,  

 
ξ2|𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐶𝐶1;𝐶𝐶2
𝑎𝑎𝑐𝑐;𝐷𝐷1;𝐷𝐷2

,    ζ3|𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐸𝐸1;𝐸𝐸2
𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐹𝐹2;𝐹𝐹1

,    ξ3|𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐸𝐸1;𝐸𝐸2
𝑏𝑏𝑐𝑐;𝐹𝐹1;𝐹𝐹2

. 

Построим двойные точки инволюций:  

𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 = ζ1
2

,    𝐻𝐻1 ,𝐻𝐻2 = ξ1
2

,    𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2 = ζ2
2

,  
 

𝐽𝐽1, 𝐽𝐽2 = ξ2
2

,    𝐾𝐾1,𝐾𝐾2 = ζ3
2

,    𝐿𝐿1, 𝐿𝐿2 = ξ3
2

, 

каждая пара двойных точек, взятых как диамет-
ральные, задает окружности (вещественные 
и/или мнимые): 𝑔𝑔 = 𝐺𝐺1 ∘ 𝐺𝐺2; ℎ = 𝐻𝐻1 ∘ 𝐻𝐻2; 𝑖𝑖 = 𝐼𝐼1 ∘ 𝐼𝐼2; 
𝑗𝑗 = 𝐽𝐽1 ∘ 𝐽𝐽2; 𝑘𝑘 = 𝐾𝐾1 ∘ 𝐾𝐾2; 𝑙𝑙 = 𝐿𝐿1 ∘ 𝐿𝐿2. Найдем центры 
полученных окружностей 𝐶𝐶𝑔𝑔⊙𝑔𝑔 , 𝐶𝐶ℎ⊙ℎ, 𝐶𝐶𝑖𝑖⊙𝑖𝑖 , 𝐶𝐶𝑗𝑗⊙𝑗𝑗, 
𝐶𝐶𝑘𝑘⊙𝑘𝑘 , 𝐶𝐶𝑙𝑙⊙𝑙𝑙 . На этих точках построим четыре оси 
подобия окружностей: 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑔𝑔 ∘ 𝐶𝐶𝑖𝑖 ∘ 𝐶𝐶𝑘𝑘; ℎ𝑗𝑗𝑘𝑘 =
=  𝐶𝐶ℎ ∘ 𝐶𝐶𝑗𝑗 ∘ 𝐶𝐶𝑘𝑘; ℎ𝑙𝑙𝑖𝑖 = 𝐶𝐶ℎ ∘ 𝐶𝐶𝑙𝑙 ∘ 𝐶𝐶𝑖𝑖; 𝑔𝑔𝑙𝑙𝑗𝑗 = 𝐶𝐶𝑔𝑔 ∘ 𝐶𝐶𝑙𝑙 ∘ 𝐶𝐶𝑗𝑗. 

Продемонстрируем действие алгоритма постро-
ения пары окружностей, касательных к заданным 
окружностям 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 на примере использования 
оси подобия 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘. Остальные решения могут быть 
легко получены заменой оси подобия 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘 на необ-
ходимую. 

Будем считать ось подобия 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘 окружностью 
бесконечно большого радиуса. Проведем три 
окружности перпендикулярно к 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘, 𝑑𝑑 и каждой из 
исходных окружностей 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐: 

𝑟𝑟: 𝑟𝑟 ⊥ 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘, 𝑟𝑟 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑟𝑟 ⊥ 𝑎𝑎; 
𝑠𝑠: 𝑠𝑠 ⊥ 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘, 𝑠𝑠 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑠𝑠 ⊥ 𝑏𝑏; 
𝑡𝑡: 𝑡𝑡 ⊥ 𝑔𝑔𝑖𝑖𝑘𝑘, 𝑡𝑡 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑡𝑡 ⊥ 𝑐𝑐, 

найдем точки пересечения полученных окружно-
стей с соответствующими им исходными окружно-
стями: 𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎 × 𝑟𝑟; 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 = 𝑏𝑏 × 𝑠𝑠; 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2 = 𝑡𝑡 × 𝑐𝑐. 
Соединив полученные точки, получаем искомые 
окружности (рисунок 1): 

𝑒𝑒1 = 𝑅𝑅1 ∘ 𝑆𝑆1 ∘ 𝑇𝑇1, 
𝑒𝑒2 = 𝑅𝑅2 ∘ 𝑆𝑆2 ∘ 𝑇𝑇2. 

Порядок выбора точек требует некоторых пояс-
нений. Окружность 𝑑𝑑 является окружностью ин-
версии для только что построенных окружностей 
𝑒𝑒1 и 𝑒𝑒2. Центр этой окружности является ради-
кальным центром системы окружностей 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐. 
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Рис. 1. Геометрическая модель, вскрывающая проекционный характер решения задачи Аполлония 
 

Пары точек (𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅2), (𝑇𝑇1 − 𝑇𝑇2) и (𝑆𝑆1 − 𝑆𝑆2) распо-
ложены на прямых, проходящих через радикаль-
ный центр, и разделяются окружностью 𝑑𝑑. Вслед-
ствие этого, перечисленные точки могут быть 
упорядочены, и точкам, находящимся в единой 
области, разграниченной окружностью 𝑑𝑑, должен 
быть предписан одноименный индекс. Тогда со-
единение точек в окружность подчинено следую-
щему правилу: если центры сопрягаемых окруж-
ностей находятся в общей полуплоскости, разгра-
ниченной осью подобия окружностей, то окружно-
сти сопряжения проходят через точки с одно-
именными индексами. Если какая-либо из окруж-
ностей имеет центр, расположенный в противопо-
ложной полуплоскости, то индекс точки, через ко-
торую проходит сопрягаемая окружность, проти-
воположен индексам точек, соответствующих 
окружностям противоположной полуплоскости. 

Несмотря на логическую правомерность приве-
денных утверждений, применение алгоритма вы-
явления троек точек, определяющих касательные 
окружности, сопряжено с выполнением ряда 
усложненных операций, в особенности в тех слу-
чаях, когда в операциях участвуют объекты с ком-
плексными значениями. Рассмотрим преобразова-
ние геометрической конструкции задачи, позво-
ляющей свести операцию селекции точек к срав-
нению всего двух расстояний. Для решения этой 
задачи сформулируем и докажем вспомогатель-
ную лемму. 

Лемма: На плоскости даны две окружности 𝑎𝑎 и 
𝑏𝑏. Пусть также центр некоторой окружности 𝑐𝑐 
находится на окружности 𝑚𝑚, переводящей в инду-
цируемом ею преобразовании инверсии 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 друг 
в друга. Тогда образы 𝑎𝑎′ и 𝑏𝑏′ окружностей 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в 

этом преобразовании имеют одинаковый радиус 
(рисунок 2). 

Вначале рассмотрим конструкцию более общего 
вида: на плоскости имеются две окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏; 
построим окружности инверсии 𝑚𝑚,𝑛𝑛 = 𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑏𝑏), пе-
реводящие окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 друг в друга. 

 
Рис. 2. Принцип получения окружностей равного радиуса  

в преобразовании инверсии (плоская модель) 

Выберем на плоскости произвольную окруж-
ность 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 (рисунок 3). Преобразуем в инверсии, 
индуцированной окружностью 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖, окружности 𝑎𝑎 
и 𝑏𝑏, а также производные от них окружности 𝑚𝑚 и 𝑛𝑛. 
В результате будут получены образы: 
𝑎𝑎′ = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖"𝑎𝑎 ,    𝑏𝑏′ = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖"𝑏𝑏 ,    𝑚𝑚′ = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖"𝑚𝑚,    𝑛𝑛′ = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖"𝑛𝑛. 

Поскольку инверсия является конформным 
преобразованием, в образах транзитивно сохра-
нится отношение инверсии 𝑎𝑎′ = 𝑚𝑚′"𝑏𝑏′; 𝑏𝑏′ = 𝑚𝑚′"𝑎𝑎′; 
𝑎𝑎′ = 𝑛𝑛′"𝑏𝑏′; 𝑏𝑏′ = 𝑛𝑛′"𝑎𝑎′. 
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Рис. 3. Геометрическая схема, поясняющая принцип  

получения образов исходных окружностей относительно 
произвольной окружности в плоскости 

Пусть теперь окружность 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 расположится так, 
что ее центр будет находиться на окружности 𝑚𝑚. В 
этом случае окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 также переходят в 
окружности 𝑎𝑎′ и 𝑏𝑏′, а окружность 𝑚𝑚 переходит в пря-
мую 𝑚𝑚′, так как она (𝑚𝑚) проходит через центр 𝐶𝐶 
окружности 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 по условию задачи. Поэтому прямая 
𝑚𝑚′ выполняет функции окружности инверсии, пере-
водящей 𝑎𝑎′ в 𝑏𝑏′ и наоборот, но в этом случае она яв-
ляется также и осью симметрии этих окружностей, 
следовательно, преобразование окружностей 𝑎𝑎′ в 𝑏𝑏′ 
возможно только в том случае, если радиусы этих 
окружностей равны (рисунок 4). Лемма доказана. 

 
Рис. 4. Геометрическая схема к доказательству равенства 

радиусов образов окружностей в преобразовании инверсии 
в соответствии с условиями леммы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟏𝟏

𝟐𝟐 ) 

Вернемся к задаче Аполлония. Пусть теперь да-
ны три окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 (рисунок 5). Построим 
окружности инверсии для пары 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏: 𝑎𝑎𝑏𝑏1, 𝑎𝑎𝑏𝑏2 =
=  𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) и для пары (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐): 𝑎𝑎𝑐𝑐1, 𝑎𝑎𝑐𝑐2 = 𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑐𝑐). По-
строим радикальную ось 𝑖𝑖, например, окружно-
стей 𝑎𝑎𝑏𝑏1 и 𝑎𝑎𝑐𝑐1. Найдем точки пересечения ради-
кальной оси с одной из окружностей, например, 

𝑇𝑇1,𝑇𝑇2 = 𝑎𝑎𝑏𝑏1 × 𝑖𝑖. Проведем окружность 𝑡𝑡 произ-
вольного радиуса с центром в точке 𝑇𝑇1. Тогда в со-
ответствии с доказанной леммой исходные 
окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 будут переведены в преобра-
зования инверсии, индуцированной окружностью 
𝑡𝑡, в окружности-образы 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ одинакового ради-
уса, который обозначим через 𝑟𝑟. Переведенная в 
образы, задача Аполлония может быть решена 
очень просто, так как построение касательных 
окружностей к трем окружностям одинакового 
радиуса тривиально. Проведем окружность 𝑗𝑗 через 
центры 𝐶𝐶𝑎𝑎′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝑏𝑏′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝑐𝑐′⊙𝑐𝑐′ окружностей 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′. 
Поскольку ось подобия, образованная точками 
пересечения «внешних» касательных к окружно-
стям 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ – суть бесконечно удаленная прямая, 
то окружности, проводимые ортогонально к оси 
подобия, к окружности, ортогональной сопрягае-
мой, и каждой окружности из тройки сопрягаемых 
окружностей, имеют бесконечно большой радиус 
и могут быть представлены прямыми линиями, 
проходящими через центры сопрягаемых окруж-
ностей и центр ортогональной окружности. Заме-
тим, что в случае одинаковых радиусов окружно-
стей 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ центр ортогональной окружности и 
центр окружности, проведенной через центры 
𝐶𝐶𝑎𝑎′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝑏𝑏′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝑐𝑐′⊙𝑐𝑐′, совпадают.  

 
Рис. 5. Геометрическая схема, поясняющая способ  

нахождения окружности инверсии, преобразующей три 
произвольные окружности в окружности равного радиуса, 

решение задачи Аполлония в образах и обратное  
преобразование промежуточного решения (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟏𝟏

𝟐𝟐 ) 

Возьмем центры 𝐶𝐶𝑎𝑎′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝑏𝑏′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝑐𝑐′⊙𝑐𝑐′, 𝑂𝑂⊙𝑗𝑗  и 
проведем прямые линии: 

𝑜𝑜𝑎𝑎′ = 𝐶𝐶𝑎𝑎′ ∘ 𝑂𝑂, 𝑜𝑜𝑏𝑏′ = 𝐶𝐶𝑏𝑏′ ∘ 𝑂𝑂,𝑜𝑜𝑐𝑐′ = 𝐶𝐶𝑐𝑐′ ∘ 𝑂𝑂, 

где соблюдено условие равенства расстояний 
|𝐶𝐶𝑎𝑎′ ∘ 𝑂𝑂| = |𝐶𝐶𝑏𝑏′ ∘ 𝑂𝑂| = |𝐶𝐶𝑐𝑐′ ∘ 𝑂𝑂| = 𝑅𝑅. Найдем точки 
пересечения прямых с окружностями-образами:  

𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 = 𝑜𝑜𝑎𝑎′ × 𝑎𝑎′, 𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 = 𝑜𝑜𝑏𝑏′ × 𝑏𝑏′, 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 = 𝑜𝑜𝑐𝑐′ × 𝑐𝑐′, 

пары точек (𝐴𝐴1 − 𝐴𝐴2); (𝐵𝐵1 − 𝐵𝐵2) и (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2) разгра-
ничены ортогональной окружностью 𝑗𝑗. При этом 
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каждая точка пары, находясь на прямой, проходя-
щей через центр 𝑂𝑂, удалена на расстояние радиуса 
окружности 𝑟𝑟. Это обстоятельство позволяет рас-
пределить точки по критерию удаления точек от 
точки 𝑂𝑂 на расстояния вида 𝑅𝑅 ± 𝑟𝑟. После выбора 
троек точек (например, 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 и 𝐴𝐴2,  𝐵𝐵2,  𝐶𝐶2) 
остается лишь провести через них пару окружно-
стей 𝑒𝑒′1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐵𝐵1 ∘ 𝐶𝐶1 и 𝑒𝑒′2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐵𝐵2 ∘ 𝐶𝐶2 и выпол-
нить операцию инверсии над этими окружностя-
ми относительно окружности 𝑡𝑡, чтобы получить 
окружности сопряжения 𝑒𝑒1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖′1  и 𝑒𝑒2 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖′2  по 
исходным данным задачи. 

Представленный алгоритм не претерпевает 
принципиальных изменений в тех случаях, когда 
для нахождения остальных решений задачи во 
взаимодействие вступают незадействованные в 
приведенном примере окружности инверсии (воз-
можно, мнимые), порожденные от пар исходных 
окружностей. Так или иначе, задача будет сведена 
к построению трех (возможно, мнимых) окружно-
стей равного радиуса, что позволит разграничить 
точки в образах сопряжений и, получив промежу-
точное решение, преобразовать его к естествен-
ному виду исходной задачи. 

Совершенно по тому же принципу могут быть 
решены и аналоги задачи Аполлония, сформули-
рованные в терминах многомерного пространства. 
На рисунке 6 представлена обобщенная блок-
схема алгоритма решения этой задачи для про-
странства произвольной размерности. Разумеется, 
под термином «сфера» следует понимать гипер-
сферу соответственной размерности, в том числе 
окружность, сферу, гиперсферу и т.д. 

Таким образом, задачу Аполлония можно счи-
тать полностью решенной. Достоинство представ-
ленного метода заключается в том, что решение 
этой задачи не зависит от расположения исходных 
окружностей и всегда исполняется по одному и 
тому же алгоритму. Более того, алгоритм инвари-
антен к виду исходных данных, он оказывается 
пригодным для решения задачи и в том случае, 
если исходные окружности не являются веще-
ственными, то есть они могут обладать мнимыми 
радиусами и центрами в любых комбинациях. Да-
лее в статье будет представлено решение задачи, 
сформулированное в терминах четырехмерного 
пространства. Для ее геометрического представ-
ления будут использованы три проекционные мо-
дели: 𝐺𝐺2,3

4  – представление четырехмерного про-
странства на плоской картине в трех полях; 𝐺𝐺2,2

3  – 
представление трехмерного пространства на 
плоской картине в двух полях (метод двух изоб-
ражений – эпюр Монжа) и 𝐺𝐺1,1

2  – обычное плоское 
изображение [4]. На приводимых чертежах сплош-
ной линией отображается первая проекция того 
или иного геометрического образа, штриховой 
линией – вторая и пунктирной линией – третья 
проекции. 

Начало
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I=2

Построение  
сфер инверсии 

для первой и i-ой 
сферы

I=I+1

I больше 
количества 

сфер

I=2

Построение 
радикального 

пространства для 
первой и i-ой 

сферы инверсии

I=I+1
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сфер
инверсии
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радикальной оси 
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пересечения 
прямых, 

проходящих 
через центр 
инверсии в 

центры сфер 
образов с этими 

сферами

Распределение 
точек по двум 

множествам по 
критерию 

расстояния до 
радикального 

центра

Проведение 
сфер через точки 

каждого из 
множеств

Конец

да
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нет

нет

Рис. 6. Блок-схема алгоритма решения аналога задачи 
Аполлония в пространстве произвольной размерности 

 
3. Алгоритмическое обеспечение для решения 
аналога задачи Аполлония в четырехмерном 
пространстве 

3.1. Алгоритм построения гиперсфер инверсии 
двух гиперсфер (alg1) 

Пусть имеются две гиперсферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3) (рисунок 7). Требуется найти две ги-
персферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3), переводящие 
гиперсферы δ и γ в инверсии относительно и σ, и ρ 
друг в друга.  

Построим в шестом поле проекции очерки сфер 
δ и γ: 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6. Поскольку в системе проекций, обо-
значенной осью 𝑥𝑥46 линия (𝑜𝑜4, 𝑜𝑜6) является линией 
уровня, а проекция 𝑜𝑜6 изображена в натуральную 
величину, то в проекции окружности инверсий 𝑠𝑠6 
и 𝑟𝑟6, переводящие очерки-окружности 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6 друг 
в друга, могут быть легко найдены, как результат 
решения плоской задачи. Определив центры 𝐶𝐶𝑑𝑑6 и 
𝐶𝐶𝑟𝑟6 этих окружностей, инцидентных 𝑜𝑜6 = 𝐶𝐶𝑔𝑔6 ∘
𝐶𝐶𝑑𝑑6, а также их радиусы, не составит труда найти 
центры 𝐶𝐶𝑠𝑠1, 𝐶𝐶𝑠𝑠2, 𝐶𝐶𝑠𝑠3 и 𝐶𝐶𝑟𝑟1, 𝐶𝐶𝑟𝑟2, 𝐶𝐶𝑟𝑟3 искомых гипер-
сфер σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3) в исходных полях, а 
также построить их очерки. Итак, входными пара-
метрами алгоритма являются очерки гиперсфер 
δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), а выходными – очерки 
искомых гиперсфер σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3). 
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Рис. 7. Схема геометрической машины, предназначенной 
для построения сфер инверсии для двух произвольных 

сфер на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒  

 
3.2. Алгоритм построения радикальных  
пространств двух гиперсфер (alg2) 

Пусть имеются две гиперсферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3). Требуется найти радикальное про-
странство двух гиперсфер (рисунок 8).  

Поскольку радикальное пространство перпен-
дикулярно прямой линии 𝑜𝑜, соединяющей центры 
гиперсфер δ и γ, то такое пространство изобразит-
ся в виде прямой линии-следа в том поле проек-
ций, в котором линия 𝑜𝑜 будет изображена в нату-
ральную величину. По аналогии с предыдущим 
алгоритмом, переведем очерки сфер в шестое по-
ле, где линия, соединяющая их центры, является 
проекцией линии уровня, изображена в натураль-
ную величину. Тогда след радикального простран-
ства будет совпадать с радикальной осью β6 = 𝑒𝑒𝑉𝑉46 
окружностей 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6, а точка 𝑉𝑉6 в шестом поле про-
екций будет моделировать проекцию точки 𝑉𝑉 пе-
ресечения радикального пространства β с прямой, 
соединяющей центры гиперсфер. Восстановив 
проекции точки 𝑉𝑉 в исходных полях, проведем че-
рез нее прямые линии, определяющие репер ради-
кального пространства β. Поскольку радикальное 
пространство ортогонально к прямой 𝑜𝑜, то потре-
буется построить три взаимных перпендикуляра, 
проходящих через точку 𝑉𝑉. В соответствии с прин-
ципом изображения прямых углов на ортогональ-

ных проекциях, проведем проекции трех линий 
репера трехмерного пространства: 

первая прямая 
𝑝𝑝𝑉𝑉1: 𝑝𝑝𝑉𝑉1 ⊥ 𝑜𝑜1,   𝑝𝑝𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉2: ℎ𝑉𝑉2~𝑉𝑉2, 
ℎ𝑉𝑉2 ∥ 𝑥𝑥123,   ℎ𝑉𝑉3: ℎ𝑉𝑉3~𝑉𝑉3,   ℎ𝑉𝑉3 ∥ 𝑥𝑥123; 

  
вторая прямая 

ℎ𝑉𝑉1: ℎ𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉1, ∥ 𝑥𝑥123,   𝑝𝑝𝑉𝑉2: 𝑝𝑝𝑉𝑉2 ⊥ 𝑜𝑜2,  
𝑝𝑝𝑉𝑉2~𝑉𝑉2,   ℎ𝑉𝑉3: ℎ𝑉𝑉3~𝑉𝑉3,   ℎ𝑉𝑉3 ∥ 𝑥𝑥123;  

   
третья прямая 

ℎ𝑉𝑉1: ℎ𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉1 ∥ 𝑥𝑥123,   ℎ𝑉𝑉2: ℎ𝑉𝑉2~𝑉𝑉2, 
ℎ𝑉𝑉2 ∥ 𝑥𝑥123, 𝑒𝑒𝑉𝑉345: 𝑒𝑒𝑉𝑉345 ⊥ 𝑥𝑥345, 𝑒𝑒𝑉𝑉345~𝑉𝑉3. 

 
Входными параметрами алгоритма являются 

очерки проекций двух гиперсфер δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), а выходными – три прямые репера 
пространства:  
β�(𝑝𝑝𝑉𝑉1, ℎ𝑉𝑉2, ℎ𝑉𝑉3), (ℎ𝑉𝑉1, 𝑝𝑝𝑉𝑉2,ℎ𝑉𝑉3), (ℎ𝑉𝑉1, ℎ𝑉𝑉2, 𝑒𝑒𝑉𝑉345)�. 

 
Рис. 8. Схема геометрической машины, предназначенной 

для построения радикального пространства двух  
произвольных гиперсфер на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒  
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3.3. Алгоритм построения прямой линии  
от пересечения трех трехмерных пространств  
в четырехмерном пространстве (alg3) 

Пусть имеется три трехмерные пространства α, 
β и γ. Требуется построить линию их пересечения 
(рисунок 9).  

Пусть плоскости α, β и γ заданы реперными 
элементами:  

α�(𝑝𝑝𝐴𝐴1, ℎ𝐴𝐴2, ℎ𝐴𝐴3), (ℎ𝐴𝐴1, 𝑝𝑝𝐴𝐴2, ℎ𝐴𝐴3), (ℎ𝐴𝐴1, ℎ𝐴𝐴2,𝑝𝑝𝐴𝐴3)�; 
β�(𝑝𝑝𝐵𝐵1, ℎ𝐵𝐵2, ℎ𝐵𝐵3), (ℎ𝐵𝐵1, 𝑝𝑝𝐵𝐵2, ℎ𝐵𝐵3), (ℎ𝐵𝐵1, ℎ𝐵𝐵2 , 𝑝𝑝𝐵𝐵3)�; 
γ�(𝑝𝑝𝐶𝐶1, ℎ𝐶𝐶2, ℎ𝐶𝐶3), (ℎ𝐶𝐶1, 𝑝𝑝𝐶𝐶2, ℎ𝐶𝐶3), (ℎ𝐶𝐶1, ℎ𝐶𝐶2, 𝑝𝑝𝐶𝐶3)�. 

Ввиду большого количества однотипных по-
строений в данном алгоритме приведем лишь его 
основные укрупненные фрагменты, не вдаваясь в 
подробные детали конкретной реализации.  

Задача разбивается на два этапа. Этап первый: 
как известно, в четырехмерном пространстве два 

трехмерных пространства пересекаются по плос-
кости. Следовательно, выбрав две пары трехмер-
ных пространств α − β и α − γ, можно найти две 
плоскости от пересечения трехмерных про-
странств каждой пары: αβ = α × β и αγ = α × γ. Для 
решения этой задачи заключим одну из прямых 
репера первого пространства в дополнительное 
проецирующее пространство. След от такого про-
странства пересечет реперные прямые второго 
пространства в трех точках, что позволит постро-
ить модель плоскости и свести задачу к пересече-
нию первой прямой первого репера с этой плоско-
стью на модели трехмерного пространства 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟐𝟐

𝟑𝟑  с 
получением первой точки-результата. Повторив 
аналогичные действия со второй и третьей пря-
мой репера первого пространства, получим еще 
две точки, которые в совокупности с первой точ-
кой позволят определить плоскость αβ = α × β. 
Аналогично решается задача и для плоскости αγ =
= α × γ. 

Рис. 9. Схема геометрической машины, предназначенной для построения линии пересечения трех трехмерных  
пространств, расположенных в четырехмерном пространстве, на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒
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Поскольку каждая из полученных плоскостей 
инцидентна с одним и тем же трехмерным про-
странством α, т.е. αβ~α и αγ~α, то решение оконча-
тельной задачи можно свести к пересечению двух 
плоскостей в едином трехмерном пространстве. 

Этап второй: понизив размерность простран-
ства до третьего, найдем на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟐𝟐

𝟑𝟑  линию 
пересечения 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑛𝑛𝑒𝑒 плоскостей αβ и αγ: 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑛𝑛𝑒𝑒 = αβ ×
×  αγ. Задача решается путем нахождения точек 
пересечения от первой и второй реперных прямых 
первой плоскости со второй с последующим про-
ведением проекций прямой линии через получен-
ные точки в полях, моделирующих трехмерное 
пространство. По свойствам инцидентности ре-
зультат дополняется недостающей проекцией в 
модели четырехмерного пространства 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 . 
Входными параметрами описанного алгоритма 

являются проекции реперов трех трехмерных про-
странств α, β и γ, выходным параметром – проек-
ции линии пересечения 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑛𝑛𝑒𝑒. 

 
3.4. Алгоритм построения точки пересечения  
гиперсферы и прямой линии (alg4) 

Пусть в четырехмерном пространстве заданы 
гиперсфера δ и прямая линия 𝑜𝑜. Найдем пару то-
чек, являющихся результатом пересечения гипер-
сферы δ и прямой 𝑜𝑜 (рисунок 10). 

На проекционном чертеже гиперсфера δ задана 
тремя очерками – окружностями 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3. Прямая 
линия 𝑜𝑜 задана тремя проекциями 𝑜𝑜1, 𝑜𝑜2, 𝑜𝑜3. Про-
ведем через прямую линию 𝑜𝑜 проецирующее 
трехмерное пространство μ таким образом, чтобы 
в третьем поле она отобразилась следом, совпада-
ющим с проекцией прямой μ = 𝑜𝑜3. Такое простран-
ство высекает из гиперсферы δ в сферу γ, радиус 
которой равен длине хорды 𝑔𝑔3 = 𝐿𝐿3 ∘ 𝐾𝐾3, образо-
ванной точками пересечения прямой 𝑜𝑜3 и окруж-
ности 𝑑𝑑3: 𝐿𝐿3,𝐾𝐾3 = 𝑜𝑜3 × 𝑑𝑑3. 

Выбрав произвольно положение горизонталь-
ной оси 𝑥𝑥123, перейдем к новой системе проекций, 
в которой прямая 𝑜𝑜 представлялась бы линией 
уровня, для чего выберем новую ось проекций 
𝑥𝑥345 ∥ 𝑜𝑜3. Указав на прямой 𝑜𝑜 две произвольные, но 
не совпадающие точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3): 

𝐴𝐴1 = 𝑜𝑜1 × 𝑒𝑒𝐴𝐴123, 𝐴𝐴2 = 𝑜𝑜2 × 𝑒𝑒𝐴𝐴123, 𝐴𝐴3 = 𝑒𝑒𝐴𝐴123 × 𝑜𝑜3; 
𝐵𝐵1 = 𝑜𝑜1 × 𝑒𝑒𝐵𝐵123, 𝐵𝐵2 = 𝑜𝑜2 × 𝑒𝑒𝐵𝐵123, 𝐵𝐵3 = 𝑒𝑒𝐵𝐵123 × 𝑜𝑜3, 

переведем в новую систему исходную прямую с 
получением проекций 𝑜𝑜4 = 𝐴𝐴4 ∘ 𝐵𝐵4, 𝑜𝑜5 = 𝐴𝐴5 ∘ 𝐵𝐵5 и 
построим в этих проекциях очерки 𝑔𝑔4 и 𝑔𝑔5 сферы-
сечения γ. В полученной системе проекций задачу 
можно рассматривать, как трехмерную, то есть 
искать точки пересечения прямой, представлен-
ной проекциями 𝑜𝑜4 и 𝑜𝑜5 и сферы γ, заданной очер-
ками 𝑔𝑔4 и 𝑔𝑔5. Вновь прибегнем к понижению раз-
мерности задачи, назначая новую ось проекций 
𝑥𝑥46, параллельной к одной из проекций прямой, 
например, к прямой 𝑜𝑜4 = 𝐴𝐴4 ∘ 𝐵𝐵4, 𝑥𝑥46 ∥ 𝑜𝑜4. 

 
Рис. 10. Схема геометрической машины, предназначенной 

для построения точек пересечения прямой линии  
с гиперсферой на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒  

Проводя через прямую 𝑜𝑜 проецирующую плос-
кость η таким образом, чтобы ее след совпал с 
проекцией 𝑜𝑜4: η == 𝑜𝑜4, определим длину хорды 
𝑖𝑖5 = 𝑀𝑀4 ∘ 𝑁𝑁4; 𝑁𝑁4,𝑀𝑀4 = 𝑜𝑜4 × 𝑔𝑔4, что позволит в ше-
стом поле построить окружность-сечение 𝑖𝑖6 с цен-
тром в точке 𝐶𝐶6 и диаметром, равным длине хорды 
𝑖𝑖5. Решение задачи в шестом поле очевидно: 
𝑃𝑃6,𝑄𝑄6 = 𝑜𝑜6 × 𝑖𝑖6. Для нахождения точек пересече-
ния гиперсферы и прямой линии в исходных по-
лях, выполним обратный переход по построенным 
системам проекций, последовательно переводя 
точки 𝑄𝑄6, 𝑃𝑃6 по линиям связи на соответственные 
проекции прямой 𝑜𝑜. В итоге получаем две тройки 
точек – проекции искомых точек пересечения ги-
персферы с прямой линией:  

𝑃𝑃1 = 𝑒𝑒𝑃𝑃123 × 𝑜𝑜1 ,   𝑃𝑃2 = 𝑒𝑒𝑃𝑃123 × 𝑜𝑜2,   𝑃𝑃3 = 𝑒𝑒𝑃𝑃345 × 𝑜𝑜3; 
𝑄𝑄1 = 𝑒𝑒𝑄𝑄123 × 𝑜𝑜1,   𝑄𝑄2 = 𝑒𝑒𝑄𝑄123 × 𝑜𝑜2,   𝑄𝑄3 = 𝑒𝑒𝑄𝑄345 × 𝑜𝑜3, 

являющейся решением поставленной задачи. Обо-
значим входные и выходные параметры алгорит-
ма. Его входом являются окружности-очерки 𝑑𝑑1, 
𝑑𝑑2, 𝑑𝑑3 гиперсферы δ и проекции 𝑜𝑜1, 𝑜𝑜2, 𝑜𝑜3 прямой 
линии 𝑜𝑜, а выходом – проекции двух точек 
𝑃𝑃(𝑃𝑃1,𝑃𝑃2,𝑃𝑃3) и 𝑄𝑄(𝑄𝑄1,𝑄𝑄2,𝑄𝑄3). 
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3.5. Алгоритм нахождения расстояния между двумя 
точками в четырехмерном пространстве (alg5) 

Пусть в четырехмерном пространстве заданы 
две точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3) (рисунок 11). 
Для определения расстояния между этими точка-
ми необходимо построить систему плоскостей 
проекций таким образом, чтобы в ней прямая, со-
единяющая точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, стала линией уровня.  

 
Рис. 11. Схема геометрической машины, осуществляющей 

нахождение расстояния между двумя точками  
в четырехмерном пространстве (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

Выберем произвольно положение горизонталь-
ной оси проекций 𝑥𝑥123, а новую ось 𝑥𝑥345 проведем 
параллельно отрезку 𝑜𝑜3 = 𝐵𝐵3 ∘ 𝐴𝐴3: 𝑥𝑥345 ∥ 𝑜𝑜3. Изме-
ряя превышения точек 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2 над осью 𝑥𝑥123, 
отложим их по соответственным линиям связи в 
новые поля для получения проекций 𝐴𝐴4, 𝐴𝐴5, 𝐵𝐵4, 𝐵𝐵5. 
Для сведения задачи к трехмерному случаю следу-
ющую ось проекций 𝑥𝑥46 построим параллельно од-
ному из полученных отрезков 𝑜𝑜4 = 𝐵𝐵4 ∘ 𝐴𝐴4 или 𝑜𝑜5 =
𝐵𝐵5 ∘ 𝐴𝐴5, например, 𝑜𝑜4. Тогда, отложив превышения 
точек 𝐴𝐴5, 𝐵𝐵5 по соответственным линиям в шестое 
поле, получаем проекции 𝐴𝐴6, 𝐵𝐵6. Поскольку в по-
следней системе плоскостей проекций с осью 𝑥𝑥46 
отрезки 𝑜𝑜4 и 𝑜𝑜6 моделируют линию уровня и 𝑜𝑜4 ∥
𝑥𝑥46, то расстояние между точками 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵 может быть 
считано с проекции как длина отрезка 𝑜𝑜6. Входом 
алгоритма являются проекции точек 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, выхо-
дом – величина расстояния между этими точками. 

3.6. Алгоритм построения гиперсферы по пяти  
точкам (alg6) 

Пусть имеются четыре точки, расположенные в че-
тырехмерном пространстве 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 ,𝐵𝐵3), 
𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2 ,𝐷𝐷3) и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3). Требуется 
провести сферу σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) через эти пять точек 
(рисунок 12). Для решения задачи соединим от-
резками прямой точку 𝐴𝐴 с остальными исходными 
точками 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 и 𝐸𝐸:  

𝐴𝐴𝐵𝐵 = (𝑏𝑏1,𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), 

где 𝑏𝑏1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐵𝐵1 , 𝑏𝑏2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐵𝐵2,𝑏𝑏3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐵𝐵3;  

𝐴𝐴𝐶𝐶 = (𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐3), 

где 𝑐𝑐1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐶𝐶1, 𝑐𝑐2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐶𝐶2, 𝑐𝑐3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐶𝐶3; 
𝐴𝐴𝐷𝐷 = (𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3), 

где 𝑑𝑑1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐷𝐷1 , 𝑑𝑑2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐷𝐷2, 𝑑𝑑3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐷𝐷3; 

𝐴𝐴𝐸𝐸 = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3), 

где 𝑒𝑒1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐸𝐸1, 𝑒𝑒2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐸𝐸2, 𝑒𝑒3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐸𝐸3. 

 
Рис. 12. Схема геометрической машины, осуществляющей 

построение гиперсферы по пяти точкам (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

Построим в средних точках АВ, АС, АD и АЕ полу-
ченных отрезков четыре ортогональных трехмер-
ных пространства, соответственно:  

𝐴𝐴𝐵𝐵(𝐴𝐴𝐵𝐵1,𝐴𝐴𝐵𝐵2,𝐴𝐴𝐵𝐵3) β ⊥ 𝐴𝐴𝐵𝐵; 
𝐴𝐴𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐶𝐶1,𝐴𝐴𝐶𝐶2,𝐴𝐴𝐶𝐶3) γ ⊥ 𝐴𝐴𝐶𝐶; 
𝐴𝐴𝐷𝐷(𝐴𝐴𝐷𝐷1,𝐴𝐴𝐷𝐷2,𝐴𝐴𝐷𝐷3)  δ ⊥ 𝐴𝐴𝐷𝐷; 
𝐴𝐴𝐸𝐸(𝐴𝐴𝐸𝐸1,𝐴𝐴𝐸𝐸2,𝐴𝐴𝐸𝐸3) ε ⊥ 𝐴𝐴𝐸𝐸. 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 2 
 

www.tuzs.sut.ru 55 
 

Рассмотрим построение ортогонального про-
странства на примере моделирования простран-
ства β.  

Первая прямая репера этого пространства 
должна отвечать следующим условиям: 
𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏1: 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏1 ⊥ 𝑏𝑏1, 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1;  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2 ∥ 𝑥𝑥123; 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3 ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3 ∥ 𝑥𝑥123.  
Вторая прямая репера должна отвечать следу-

ющим условиям:  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1 ∥ 𝑥𝑥123  
𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏2: 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏2 ⊥ 𝑏𝑏2, 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2;  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3 ∥ 𝑥𝑥123.  
Третья прямая репера должна отвечать следу-

ющим условиям: 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1 ∥ 𝑥𝑥123; 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2 ∥ 𝑥𝑥123; 
𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏3: 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏3 ⊥ 𝑏𝑏3, 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3. 
Моделирование реперов пространств γ, δ и ε 

осуществляется аналогично. Центр 𝑃𝑃(𝑃𝑃1,𝑃𝑃2,𝑃𝑃3) 
искомой гиперсферы σ находится, как точка пере-
сечения четырех трехмерных пространств β, γ, δ и 
ε, а радиус, как расстояние между полученной точ-
кой 𝑃𝑃 и любой из исходных точек, например, 𝐴𝐴 (ал-
горитм alg5). Задача нахождения точки пересече-
ния сводится к двойному применению алгоритма 
alg3, позволяющему найти две прямые от пересе-
чения двух троек пространств β, γ, δ и β, γ, ε. Пере-
секая полученные прямые, находим центр иско-
мой гиперсферы σ. 

Перечислим входные и выходные параметры 
синтезированного алгоритма. Его входом являют-
ся проекции пяти точек 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3), 
𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷3) и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3), а выходом – 
проекции очерков искомой сферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3). 

 
3.7. Алгоритм построения точки в инверсии  
относительно гиперсферы (alg7) 

Пусть имеется точка 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и гиперсфера 
δ, заданная очерками δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) (рисунок 13). 
Соединим центр 𝐶𝐶1⊙𝑑𝑑1

;𝐶𝐶2⊙𝑑𝑑2
;𝐶𝐶3⊙𝑑𝑑3

 сферы δ и точ-
ку 𝐴𝐴 прямой линией 𝑜𝑜1 = 𝐶𝐶1 ∘ 𝐴𝐴1, 𝑜𝑜2 = 𝐶𝐶2 ∘ 𝐴𝐴2, 𝑜𝑜3 =
𝐶𝐶3 ∘ 𝐴𝐴3 и построим систему плоскостей проекций, в 
которой линия 𝑜𝑜 займет положение линии уровня 
по алгоритму, аналогичному алгоритму определе-
ния расстояния между точками. Поскольку в ше-
стом поле проекция 𝑜𝑜6 = 𝐶𝐶6 ∘ 𝐴𝐴6 отображается в 
натуральную величину, то положение шестой про-
екции 𝐵𝐵6 точки-образа исходной точки 𝐴𝐴 в инвер-
сии относительно гиперсферы δ может быть опре-
делено в результате решения задачи о преобразо-
вании точки 𝐴𝐴6 в инверсии относительно очерка 
𝑑𝑑6 в плоской постановке. Для окончательного ре-
шения задачи остается лишь определить положе-
ние проекций точек 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2, 𝐵𝐵3 которые несложно 
построить, восстановив необходимые проекции по 
линиям связи на соответственных проекциях пря-

мой 𝑜𝑜. Входными параметрами данного алгоритма 
являются проекции точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и очерки 
сферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3); выходным параметром – про-
екции 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2, 𝐵𝐵3 точки-образа точки 𝐴𝐴. 

 
Рис. 13. Схема геометрической машины, осуществляющей 

преобразование точки в инверсии относительно  
гиперсферы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 
 

3.8. Алгоритм построения гиперсферы в инверсии 
относительно другой гиперсферы (alg8) 

Пусть имеется гиперсфера δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3), которую 
требуется преобразовать в инверсии относитель-
но гиперсферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) (рисунок 14).  

Для решения задачи выберем на гиперсфере 
пять произвольных несовпадающих точек 
𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3), 𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷3) 
и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3), каждую из которых преобразуем в 
инверсии в точки 𝐴𝐴′(𝐴𝐴′1,𝐴𝐴′2,𝐴𝐴′3), 𝐵𝐵′(𝐵𝐵′1 ,𝐵𝐵′2,𝐵𝐵′3), 
𝐶𝐶′(𝐶𝐶′1,𝐶𝐶′2,𝐶𝐶′3), 𝐷𝐷′(𝐷𝐷′1,𝐷𝐷′2,𝐷𝐷′3) и 𝐸𝐸′(𝐸𝐸′1,𝐸𝐸′2,𝐸𝐸′3) от-
носительно гиперсферы σ в соответствии с алго-
ритмом alg7. Воспользовавшись алгоритмом по-
строения гиперсферы по пяти точкам (alg6) 
найдем искомый образ δ′(𝑑𝑑′1,𝑑𝑑′2,𝑑𝑑′3) исходной 
сферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3). Таким образом, входными пара-
метрами алгоритма являются сфера-прообраз 
δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и сфера инверсии σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3); выход-
ным – сфера-образ δ′(𝑑𝑑′1,𝑑𝑑′2,𝑑𝑑′3).  
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Рис. 14. Схема геометрической машины, осуществляющей 

преобразование сферической поверхности в инверсии  
относительно сферы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 
 

3.9. Общее решение задачи 
Пусть заданы пять гиперсфер: α(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3), 

β(𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и ε(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) 
(рисунок 15).  

Используя алгоритм alg1, построим гиперсферы 
инверсии для пар гиперсфер, образованных общей 
гиперсферой α и остальными исходными гипер-
сферами (рисунок 16): 

αβ(𝑎𝑎𝑏𝑏1, 𝑎𝑎𝑏𝑏2, 𝑎𝑎𝑏𝑏3), αγ(𝑎𝑎𝑔𝑔1, 𝑎𝑎𝑔𝑔2, 𝑎𝑎𝑔𝑔3), 
αδ(𝑎𝑎𝑑𝑑1, 𝑎𝑎𝑑𝑑2, 𝑎𝑎𝑑𝑑3), αε(𝑎𝑎𝑒𝑒1, 𝑎𝑎𝑒𝑒2, 𝑎𝑎𝑒𝑒3). 

Применяя алгоритм alg2, определим радикаль-
ные пространства для пар сфер σ(αβ,αγ), ρ(αβ,αδ) 
и τ(αβ,αε) и с помощью алгоритма alg3 найдем 
линию их пересечения 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑛𝑛𝑒𝑒(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, 𝑡𝑡3) (рисунок 17). 

Построим точки пересечения 𝑉𝑉(𝑉𝑉1,𝑉𝑉2,𝑉𝑉3) и 
𝑊𝑊(𝑊𝑊1,𝑊𝑊2,𝑊𝑊3) найденной линии 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑛𝑛𝑒𝑒 с любой из 
гиперсфер инверсии, например, с гиперсферой αβ, 
реализуя алгоритм alg4 (рисунок 18). 

Выбрав любую из полученных точек, например 
𝑉𝑉, построим с центром в этой точке гиперсферу ψ 
произвольного радиуса. Данная гиперсфера обла-
дает свойством преобразовывать в инверсии ис-
ходные гиперсферы задачи в гиперсферы-образы 

одинакового радиуса. Пользуясь алгоритмом alg8 
выполним это преобразование (рисунок 19): 

α𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖(ψ) = α∗(𝑎𝑎1∗ , 𝑎𝑎2∗ , 𝑎𝑎3∗); β𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖(ψ) = β∗(𝑏𝑏1∗, 𝑏𝑏2∗, 𝑏𝑏3∗); 

γ𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖(ψ) = γ∗(𝑔𝑔1∗,𝑔𝑔2∗,𝑔𝑔3∗); δ𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖(ψ) = δ∗(𝑑𝑑1∗,𝑑𝑑2∗ ,𝑑𝑑3∗); 
ε𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖(ψ) = ε∗(𝑒𝑒1∗, 𝑒𝑒2∗, 𝑒𝑒3∗). 

 
Рис. 15. Исходные данные задачи (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

 
Рис. 16. Результат поиска гиперсфер, задающих инверсии в  

парах гиперсфер (𝒂𝒂 − 𝒃𝒃), (𝒂𝒂− 𝒈𝒈), (𝒂𝒂 − 𝒅𝒅)и (𝒂𝒂 − 𝒆𝒆) на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒  

Поскольку центры гиперсфер α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ 
известны, не составит особого труда построить 
вспомогательную гиперсферу ω, проходящую че-
рез эти пять точек, воспользовавшись алгоритмом 
alg6, найти ее центр (𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3) и ее радиус.  
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Рис. 17. Результат построения трех радикальных про-

странств инверсионных гиперсфер (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

 

 
Рис. 18. Построение радикальной оси трех инверсионных 

гиперсфер и точек пересечения полученной прямой  
с инверсионными гиперсферами (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

Рис. 19. Задание гиперсферы 𝛙𝛙 произвольного радиуса в одной из точек пересечения трех инверсионных гиперсфер  
и результат преобразования исходных гиперсфер в гиперсферы одинакового радиуса в преобразовании инверсии  

относительно 𝛙𝛙 (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 
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Проведем через полученный центр и центры 
гиперсфер α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ прямые линии и найдем 
с помощью алгоритма alg4 точки их пересечения с 
соответственными гиперсферами (рисунок 20): 

𝑡𝑡1𝑎𝑎(𝑇𝑇1𝐴𝐴1,𝑇𝑇1𝐴𝐴2,𝑇𝑇1𝐴𝐴3) 𝑡𝑡1𝑏𝑏(𝑇𝑇1𝐵𝐵1,𝑇𝑇1𝐵𝐵2,𝑇𝑇1𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡2𝑎𝑎(𝑇𝑇2𝐴𝐴1,𝑇𝑇2𝐴𝐴2,𝑇𝑇2𝐴𝐴3) 𝑡𝑡2𝑏𝑏(𝑇𝑇2𝐵𝐵1,𝑇𝑇2𝐵𝐵2,𝑇𝑇2𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡3𝑎𝑎(𝑇𝑇3𝐴𝐴1,𝑇𝑇3𝐴𝐴2,𝑇𝑇3𝐴𝐴3) 𝑡𝑡3𝑏𝑏(𝑇𝑇3𝐵𝐵1,𝑇𝑇3𝐵𝐵2,𝑇𝑇3𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡4𝑎𝑎(𝑇𝑇4𝐴𝐴1,𝑇𝑇4𝐴𝐴2,𝑇𝑇4𝐴𝐴3) 𝑡𝑡4𝑏𝑏(𝑇𝑇4𝐵𝐵1,𝑇𝑇4𝐵𝐵2,𝑇𝑇4𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡5𝑎𝑎(𝑇𝑇5𝐴𝐴1,𝑇𝑇5𝐴𝐴2,𝑇𝑇5𝐴𝐴3) 𝑡𝑡5𝑏𝑏(𝑇𝑇5𝐵𝐵1,𝑇𝑇5𝐵𝐵2 ,𝑇𝑇5𝐵𝐵3). 

Полученные точки есть точки касания двух ги-
персфер к пяти гиперсферам-образам α∗, β∗, γ∗, δ∗ и 
ε∗ равного радиуса. 

 

Рис. 20. Поиск точек касания двух не пересекающихся по 
действительным сферам гиперсфер к пяти гиперсферам 

одинакового радиуса (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

Распределив эти точки касания гиперсфер и ги-
персфер-образов в два множества таким образом 
(используя алгоритм alg5), чтобы расстояние от 

каждой точек первого множества до центра 
(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3) было больше радиуса гиперсферы ω, а от 
точек второго – меньше этого радиуса, построим на 
двух пятерках точек две гиперсферы ρ∗ и τ∗, каса-
тельные к α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ (алгоритм alg8). Тогда 
образы ρ и τ этих гиперсфер в преобразовании ин-
версии относительно гиперсферы ψ будут каса-
тельными к исходным гиперсферам α(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3), 
β(𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и ε(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) 
(рисунок 21). 

Поставленная задача решена. 
 

4. Заключение 
В результате проведенных исследований были 

получены следующие результаты: 
1) Разработана единая конструктивная геометри-
ческая модель, позволяющая решать задачу Апол-
лония без известных исключений и учитывающая 
как действительные, так и мнимые значения ис-
ходных данных и получаемых результатов. 
2) Впервые представлено полное конструктивное 
решение аналога задачи Аполлония для четырех-
мерного пространства. 
3) Представлена методика и продемонстрировано 
ее применение для визуального синтеза компью-
терных программ, основанных на принципах кон-
структивного геометрического моделирования и 
позволяющих применять эти модели в прикладных 
областях, нуждающихся в геометрической интер-
претации и визуализации данных, а также управле-
ния ими через визуально-графический интерфейс. 
4) Продемонстрировано применение средств гео-
метрического моделирования для решения задачи, 
которая трудно формализуется в аналитической 
форме без привлечения геометрической теории. 
5) Представленные чертежи демонстрируют вы-
сокую информационную насыщенность геометри-
ческих моделей, что доказывает невозможность 
ведения исследовательской деятельности и прак-
тических внедрений ее результатов без примене-
ния средств автоматизации соответствующих ис-
следований. 
6) Исследование геометрических моделей и кон-
струкций приобретает ясно очерченный смысл, 
поскольку методика визуального проектирования 
позволяет без каких-либо дополнительных усилий 
и затрат практически претворять результаты ис-
следований в виде действующих программ и аппа-
ратных устройств, формировать востребованную 
систему геометрических знаний. 
7) Продемонстрированы возможности системы 
конструктивного геометрического моделирования 
Симплекс в деле проектирования конструкций 
геометрических машин. 
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Рис. 21. Окончательный результат решения задачи (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 
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Введение 

При современном уровне развития цифровых 
технологий большинство радиоприемников и 
радиопередатчиков могут быть реализованы в 
цифровой форме. Разработчики таких цифровых 
радиоприемных устройств стараются расположить 
блок цифровой обработки как можно ближе к 
антенне. Фактически, размещение аналого-
цифрового предобразователя (АЦП) на выходе 
высокочастотной части и выполнение 
непосредственной дискретизации на радиочастоте 
или на промежуточной частоте может показаться 
привлекательным, однако в таком случае бывает 
сложно получить высокую чувствительность и 
избирательность.  

В радиоприемных устройствах нижняя граница 
динамического диапазона определяется чувстви-
тельностью, а верхняя – заданным уровнем комп-
рессии входного сигнала. В широкополосных 
приемниках динамический диапазон правильней 
определять как отношение полезного сигнала к 
величине максимального побочного канала 
приема. При работе АЦП в многосигнальном 
режиме по входу, верхнюю и нижнюю границу 
динамического диапазона наиболее корректно 
определять с учетом интермодуляционных состав-
ляющих. Однако, точки пересечения продуктов ин-

термодуляции второго и третьего порядка не опре-
делены (не предусмотрены) для АЦП. Для измере-
ния искажений преобразователей используются 
однотональные или многотональные характери-
стики динамического диапазона, свободного от 
гармоник (SFDR, от англ. Spurious-Free Dynamic 
Range). 

Увеличение разрешения АЦП может быть ис-
пользовано для увеличения отношения сиг-
нал/шум (SNR, от англ. Signal to-noise ratio), однако 
при этом динамический диапазон может и не улуч-
шиться. Порог чувствительности цифровых 
радиопремных устройств главным образом будет 
определяться тепловым шумом и шумом АЦП [1]. 

 
Определение коэффициента шума АЦП  

Как известно, АЦП имеет относительно высокий 
коэффициент шума (30–40 дБ) по сравнению с 
другими каскадами, поэтому ему должен 
предшествовать блок малошумящего усилителя. 

Если определить коэффициент шума АЦП по 
аналогии с определением коэффициента шума 
аналоговых устройств как: 

Кш АЦП =  1 +
Pш кв

Pш т

, 

где Рш т – располагаемая мощность тепловых шумов 

эквивалентного генератора; Pш кв – мощность шу-
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мов квантования в полосе пропускания ΔF, при раз-
виваемой мощности на стандартном сопротивле-
нии R0 = 50 Ом:  

Pш кв =  
𝑈ш кв

2

𝑅0

∙
2 ∙ Δ𝐹

𝐹д

, (1) 

тогда выражение для коэффициента шума АЦП в 
относительных единицах принимает вид: 

Кш АЦП =  1 +
𝑈𝑝𝑝

2

22𝑏 ∙ 𝐹д ∙ 6 ∙ 𝑅0 ∙ 𝑘 ∙ 𝑡0

 

или в децибелах: 

Кш АЦП =  10 ∙ log10 (1 +
𝑈𝑝𝑝

2

22𝑏 ∙ 𝐹д ∙ 6 ∙ 𝑅0 ∙ 𝑘 ∙ 𝑡0
)   дБ, (2) 

где k = 1.3810-23 Дж/K – постоянная Больцмана, 𝑡0 – 
температура окружающей среды, при которой 
находится эквивалентный генератор (полагаем 
𝑡0 = 293 K). 

Как и следовало ожидать, коэффициент шума за-
висит от разрядности АЦП (фактически эффектив-
ное число бит – ENOB, от англ. Effective number of 
bits), максимального размаха сигнала на его входе 
UPP, а также частоты дискретизации FД, поскольку, 
чем выше частота дискретизации, тем ниже спек-
тральная плотность шумов квантования в преде-
лах полосы пропускания ΔF. От полосы пропуска-
ния ΔF коэффициент шума АЦП не зависит, по-
скольку и шумы, создаваемые АЦП, и внешние теп-
ловые шумы оцениваются в одинаковой полосе. 

В качестве примера на рисунке 1 приведены гра-
фики зависимости коэффициента шума АЦП от его 
разрядности при нескольких значениях FД для 
UPP = 2,56 В. Видно, что при разрядности 16 и ча-
стоте дискретизации 150–200 МГц удается полу-
чить значения коэффициента шума АЦП приблизи-
тельно 10 дБ.  

 

Рис. 1. Зависимость коэффициента шума АЦП от его разряд-
ности и частоты дискретизации (UPP = 2,56 В) 

С учетом того, что эффективная разрядность 
АЦП ниже номинальной на 2–4 разряда, в случае ис-
пользования 16-разрядных АЦП при указанной ча-
стоте дискретизации можно ожидать получения 
реального значения коэффициента шума АЦП 

около Kш АЦП = (20–30) дБ, а в случае использования 
14-разрядных АЦП – можно ожидать приблизи-
тельно Kш АЦП = (30–40) дБ. Коэффициент шума АЦП, 
оцениваемый с помощью (2), является основным 
параметром, влияющим на выбор коэффициента 
передачи аналогового тракта. 

Шумы радиоприемного тракта с цифровой обра-
боткой складываются из шумов аналогового 
тракта и шумов АЦП. Для их количественной 
оценки удобно использовать коэффициент шума 
приемника. Его можно представит в виде суммы 
двух слагаемых, определяющих вклад шумов ана-
логового тракта и АЦП: 

Kш пр = Кш ан +
Кш АЦП−1

Кр ан
, (3) 

где Кш пр, Кш ан, Кш АЦП – значения коэффициента 
шума приемника, аналогового тракта и АЦП, соот-
ветственно; Кp ан – коэффициент передачи аналого-
вого тракта по мощности; все параметры, входящие 
в (3), должны быть оценены «в разах». 

Из (3) следует, что выбором высокого значения 
Кp ан можно минимизировать вклад шумов АЦП и 
приблизиться к минимальному значению коэффи-
циента шума приемника, ограниченного, в свою 
очередь, значением коэффициента шума аналого-
вого тракта: Kш пр ≈ Kш ан. Это достигается при: 

Кp ан ≫
Kш АЦП − 1

Кш ан

. 

Для снижения собственных шумов АЦП необхо-
димо: 

 увеличивать коэффициент усиления аналого-
вого тракта; 

 увеличивать частоту дискретизации с после-
дующей децимацией сигнала; 

 поддерживать амплитуду сигнала, подавае-
мого на вход АЦП к амплитуде, соответствующей 
полному размаху преобразования; 

 уменьшать величину паразитных интермоду-
ляционных составляющих на выходе АЦП. 

 
Технология передискретизации 

Технология передискретизации (oversampling) – 
это способ уменьшения шума квантования путем 
повышения частоты дискретизации в несколько 
раз. Обычно при осуществлении аналого-цифро-
вого преобразования на вход АЦП включают 
фильтр низкой частоты для защиты от наложения 
спектров, тогда спектральная плотность мощности 
будет определятся выражением: 

σ0
2 = ∫ 𝑒𝑟𝑚𝑠

2
𝑓𝑐

0

(𝑓)𝑑𝑓 = 𝑒𝑟𝑚𝑠
2 (

2𝑓𝑐

𝑓Д

) =
𝑒𝑟𝑚𝑠

2

𝑘
, (4) 

где erms – средняя мощность шума; fД – частота дис-
кретизации; fс – частота сигнала; k – коэффициент 
передискретизации. 
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Выражение (4) показывает, что можно снизить 
мощности шума на выходе АЦП за счет избыточной 
дискретизации (k), не повлияв на полезный сигнал.  

Коэффициент передискретизации k показывает, 
во сколько раз повышается частота дискретизации, 
и определяется выражением: 

𝑘 =
𝑓д

2 ∙ 𝑓𝑐

. 

При использовании передискретизации мощ-
ность шума распространяется в более широком 
диапазоне частот. Таким образом, эффективная 
плотность мощности шума в полосе полезного сиг-
нала оказывается ниже при более высокой частоте 
дискретизации. 

С другой стороны, при известной мощности 
шума можно рассчитать требуемую разрядность 
АЦП. Решая (4), получаем уравнение (5), которое 
показывает, как вычислить эффективное число бит 
при известной мощности шума и коэффициенте пе-
редискретизации: 

𝑏 =
1

2
log2(𝑈𝑝𝑝)

2
−

1

2
log2(σ0

2) −
1

2
log2(12) −

−
1

2
log2(𝑘). 

(5) 

Из (1) следует, что при каждом удвоении ча-
стоты дискретизации уровень мощности шума в 
полосе уменьшается на 3 дБ, и увеличивается раз-
решающая способность на 1/2 бит [2]. Таким обра-
зом, для получения каждого дополнительного бита 
эффективной разрядности требуется увеличение 
частоты дискретизации в 4 раза. 

В системе, где применяется передискретизация 
сигнала на коэффициент k, в тракте цифровой об-
работки сигнала (ЦОС) обычно происходит децима-
ция сигнала на тот же самый коэффициент k. Это 
приводит к снижению шумов квантования на коэф-
фициент k, что приводит к повышению отношения 
сигнал/шум на 10∙log10(k) (таблица 1). 

ТАБЛИЦА 1. Увеличение SNR и ENOB при передискретизации 

Коэффициент  
передискретизации 

k 
Увеличение SNR, дБ 

Увеличение ENOB, 
бит 

2 3 0,5 

4 6 1,0 

8 9 1,5 

16 12 2,0 

32 15 2,5 

64 18 3,0 

128 21 3,5 

256 24 4,0 

512 27 4,5 

1024 30 5,0 

2048 33 5,5 

4096 36 6,0 

Для дополнительного увеличения отношения 
сигнал/шум к сигналу на входе АЦП подмешивают 
треугольный сигнал. Если предположить, что мгно-
венное значение входного сигнала находится 
между q1 и q0 уровнями квантования, то на выходе 
АЦП оно будет преобразовано или в q1, или в q0. При 
добавлении треугольного сигнала, на выходе АЦП 
получается серия из N выборок сигнала, соответ-
ствующих q1 и q0. 

Усредняя значения q1 и q0 в течение заданного 
интервала N, можно определить положение мгно-
венного значения сигнала между двумя уровнями 
квантования. 

В связи с высокой частотой дискретизации изме-
нение входного сигнала можно рассматривать как 
относительно малое. На рисунке 2 [3] показан вход-
ной сигнал с уровнем 0,6 МЗР (младшего значащего 
разряда). 

При обычном аналого-цифровом преобразова-
нии входной сигнал был бы приведен к значению 1 
МЗР. При добавлении треугольного сигнала и пере-
дискретизации на выходе АЦП получается некото-
рое количество отсчетов с 0 и 1. 

При использовании передискретизации в 16 раз, 
получаем на выходе семь «0» и девять «1» отсчетов 
(рисунок 2). Это приводит к значению сигнала на 
выходе 9/16 = 0,563, что намного точнее, чем при 
обычном аналого-цифровом преобразовании. 

 

Рис. 2. Значения отсчетов сигнала на выходе при передис-
кретизации и усреднении 

В общем случае, применимо следующее уравне-
ние при передискретизации с добавлением тре-
угольного сигнала [3]:  

SNR = 20 ∙ 𝑙𝑜𝑔10 (
𝑘

2
) . 

Способ передискретизации с добавлением тре-
угольного сигнала (таблица 2) увеличивает отноше-
ние сигнал/шум примерно на 6 дБ или на один бит 
эффективной разрядности для каждого удвоения 
частоты дискретизации. Это в два раза лучше, чем 
при использовании обычной передискретизации. 

Тем не менее, этот метод требует, чтобы входной 
сигнал был не коррелирован с треугольным сигна-
лом. Если это не может быть обеспечено, то сигнал 
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не должен изменяться более чем на +/– 0,5 МЗР в 
течении периода дискретизации. 

ТАБЛИЦА 2. Увеличение SNR и ENOB при передискретиза-
ции и добавлении треугольного сигнала 

Коэффициент 
передискретизации 

k 
Увеличение SNR, дБ 

Увеличение ENOB, 
бит 

2 - 0 

4 6 1 

8 12 2 

16 18 3 

32 24 4 

64 30 5 

128 36 6 

256 42 7 

512 48 8 

1024 54 9 

2048 60 10 

4096 66 11 

 
Способы подмешивания псевдослучайного 
шума 

Как и в случае использования передискретиза-
ции, задача подмешивания псевдослучайного шума 
(дизера) состоит в декоррелляции отсчетов сиг-
нала на выходе АЦП [4].  

Аналого-цифровой преобразователь имеет два 
типа характерных искажений: статические и дина-
мические. Статическая нелинейность вызвана не-
линейностью передаточной функции АЦП и опре-
деляется через ошибки интегральной нелинейно-
сти (INL, от англ. Integral Non-Linearity) и диффе-
ренциальной нелинейности (DNL, от англ. Differen-
tial Non-Linearity). Динамическая нелинейность 
описывается такими параметрами как SINAD, от 
англ. Signal-to-noise and distortion ratio (отношение 
сигнал/шум и коэффициент искажения), SFDR. 

Добавление к входному сигналу широкополос-
ного шума с амплитудой, приблизительно равной 
половине младшего значащего разряда, позволяет 
улучшить SFDR аналого-цифрового преобразования 
при определенных условиях. Однако, увеличение 
среднеквадратического уровня шума в широкой по-
лосе приводит к соответствующему ухудшению SNR.  

Другим способом, особенно в широкополосных 
приемниках, является внесение узкополосного 
шума вне полосы информационного сигнала. 
Обычно вблизи нулевой частоты компоненты сиг-
нала отсутствуют, поэтому данную низкочастот-
ную область можно занять вносимым шумом. Еще 
одно возможное расположение спектра вносимого 
шума – вблизи частоты fд/2. Поскольку вносимый 
шум занимает гораздо меньшую полосу чем сигнал, 
ухудшение отношения сигнал/шум будет весьма 
незначительным по сравнению со случаем подме-
шивания шума в широкой полосе.  

Существует два вида дизера. Во-первых, псевдо-
случайный шум может быть сгенерирован псевдо-
случайным цифровым генератором чисел в блоке 
ЦОС. Далее этот шум подается на цифро-аналого-
вый преобразователь (ЦАП) и подмешивается к 
входному сигналу АЦП. На выходе АЦП псевдослу-
чайный шум вычитается из сигнала, в результате 
чего не происходит ухудшения SNR. 

Другой метод используется для создания узко-
полосного невычитаемого дизера. Для того, чтобы 
подмешиваемый шум не вносил искажений в при-
нимаемый сигнал, его нужно устанавливать на гра-
ницах зоны Найквиста, а именно вблизи нулевой 
частоты и частоты Найквиста. Как правило эти две 
зоны не используются в приемнике по различным 
причинам. 

Побочные продукты могут быть также удалены 
из сигнала, при выполнении условия [5]:  

Pш лт > P𝐹𝑆 АЦП − 6.02 ∙ 𝑏, 

где Pш лт – мощность шумов аналогового тракта (до 
АЦП); PFS АЦП – мощность сигнала, соответствующая 
полному размаху АЦП; b – разрядность АЦП. 

На рисунке 3а показан спектр сигнала на выходе 
АЦП при отсутствии дизера, а на рисунке 3б – 
спектр сигнала при подмешивании шума в область 
нулевой частоты [4]. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3 Спектр сигнала на выходе АЦП AD9042 при:  
а) отсутствии дизера; б) наличии дизера. 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 2 

 

www.tuzs.sut.ru 65 

 

Как видно из рисунка 3, при использовании ди-
зера происходит увеличение динамического диапа-
зона, свободного от гармоник на 22 дБ, при ухудше-
нии отношения сигнал/шум – на 5 дБ. 

Как показано в [4], отношение сигнала/шум при 
использовании дизера определяется выражением: 

SNR = 20 ∙ log10
√(2π ∙ 𝑓𝑐 ∙ 𝑡𝑗) + (

1 + ε

2𝑏
)

2

+ (
𝑈ш

2𝑏
)

2

, 

где fc – частота сигнала на входе АЦП; tj – средне-
квадратическое значение уровня шума, вызван-
ного джиттером; ε – усредненная DNL; Uш – средне-
квадратичное значение теплового шума. 

Таким образом, добавление дизера увеличивает 
спектральную плотность шума и, следовательно, 
влияет на SNR. Так, выигрыш на 10 дБ в SFDR может 
уменьшить SNR на 3 дБ. В таблице 3 показаны дина-
мические параметры (суммарный коэффициент 
гармонических искажений (THD, от англ. Total 
Harmonic Distorsions), SFDR, SNR) микросхемы АЦП 
AT84AS008 при использовании частоты дискретиза-
ции 1,7 ГГц и подаче на ее вход гармонического сиг-
нала с частотой 710 МГц, с использованием дизера и 
без него.  

ТАБЛИЦА 3. Динамические параметры АЦП при использо-
вании дизера и без него 

Параметр 

Мощность 
входного 
сигнала, 

дБм 

Без дизера, 
дБн 

С дизером 
(уровень 

–17 дБм), дБн 
Разница, дБ 

SFDR 
–5 57 63 6 

–20 44 52 8 

SNR 
–5 49 46,8 –2,2 

–20 34 31 –3 

THD 
–5 52 59,5 7,5 

–20 41 50 9 

Компромисс между выигрышем в SFDR и неболь-
шой потерей в SNR может быть найден за счет оп-
тимизации добавляемого уровня дизерa. Для АЦП 
уровень подмешиваемого шума обычно вычисля-
ется с учетом уровня INL. Чтобы компенсировать 
интегральную нелинейность, ширина полосы шу-
мового сигнала должна быть тем шире, чем больше 
INL, но при этом необходимо избежать резкого сни-
жения SNR. 

В [6] рассмотрено и проанализировано не-
сколько типов дизера и показано, что дизер с нор-
мальным распределением приводит к лучшим ре-
зультатам, при условии, что дисперсия шума σd 
равна шагу квантования. 

Экспериментальные результаты в [7] показы-
вают, что эффективное число битов для 12-разряд-
ного АЦП может быть увеличено до 16 бит с ис-
пользованием невычитаемого стохастического 
равномерного дизера в диапазоне [–Δ, Δ] и 

N = 16384, а для вычитаемого дизера эффективное 
число битов для 12-разрядного АЦП может быть 
увеличено и еще больше. 

 
Методы посткоррекции 

Еще одним способом улучшения характеристик 
АЦП являются методы посткоррекции, где коррек-
ция сигнала осуществляется в блоке ЦОС, позволяя 
компенсировать ошибки в сигнале на выходе АЦП. 
Обзор методов компенсации ошибки приведены в 
[8]. Методы посткоррекции основаны на построе-
нии модели АЦП. Обзор состояния дел в современ-
ных методах моделирования и моделей можно 
найти в [9]. Как правило, модель АЦП строится с по-
мощью высокопроизводительных измерительных 
установок, после чего разрабатывается алгоритм 
посткоррекции. В литературе большинство из 
предлагаемых методов моделирования АЦП опи-
сывают статические свойства преобразователя. 
Методы посткоррекции на основе статической мо-
дели используют таблицы поиска (LUT), то есть, на 
выходе АЦП отсчеты сигнала переназначаются с 
помощью таблицы поиска таким образом, что неко-
торые характеристики АЦП улучшаются [10]. Ме-
тоды посткоррекции на основе LUT показали, что 
возможно улучшить такие параметры АЦП как: 
SFDR, THD, SINAD. Однако, это требует огромных 
вычислительных ресурсов и большого объема па-
мяти для хранения отсчетов сигналов. Как пока-
зано в [11, 12], посткоррекция на основе LUT без 
учета динамики АЦП ограниченна в полосе пропус-
кания. Характеристики и тестирование динамиче-
ских эффектов АЦП имеют важное значение для 
функционирования систем с широкой полосой про-
пускания и высоким динамическим диапазоном. На 
рисунке 4 представлена обобщенная структурная 
схема метода посткоррекции на основе LUT [13], ко-
торая используется для построения различных ал-
горитмов. При этом построение алгоритмов воз-
можно при учете нижеприведенных принципов. 

1) Схема индексирования определяет, как ин-
декс таблицы I формируется из последовательно-
сти отсчетов сигнала на выходе АЦП x(n). Суще-
ствует несколько схем индексирования: статиче-
ская, схема пространства состояний и фазовый ме-
тод коррекции. 

2) Осуществление коррекции сигнала или его за-
мена. Таблица LUT может быть использована для 
хранения корректирующих значений, которые мо-
гут быть добавлены к сигналу на выходе АЦП 
�̂�(𝑛) = 𝑥(𝑛) + 𝑒𝐼 , или замены: �̂�(𝑛) = 𝑒𝐼 . 

3) Осуществление выбора опорного сигнала. Ка-
либровка LUT является непростой задачей, как, 
впрочем, и выбор эталонного сигнала. Выбор эта-
лонного сигнала дает различные варианты получе-
ния опорного сигнала SREF(n), который необходим 
для калибровки LUT. Опорный сигнал, подаваемый 
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на АЦП на стадии тестирования, в идеальном слу-
чае должен иметь бесконечное разрешение. На 
практике же получается, что опорный сигнал оце-
нивается с некоторым приближением. Он получа-
ется путем включения дополнительных устройств, 
таких, как эталонный АЦП, на выходе которого про-
исходит сравнение сигнала с выходным сигналом 
тестируемого АЦП, или ЦАП, на вход которого пода-
ется цифровой сигнал калибровки, и этим сигна-
лом тестируется испытуемый АЦП. 

4) Осуществление выбора метода оценки. В 
[11,13–15] описаны различные способы получения 
таблицы значений из опорного сигнала. 

 
Рис. 4. Обобщенная структурная схема метода посткоррек-

ции на основе LUT 

На рисунке 5 представлена структурная схема 
метода посткоррекции на основе LUT [13]. 

 
Рис. 5. Структурная схема метода посткоррекции  

на основе LUT 

Cхема метода посткоррекции (рисунок 5) поз-
воляет осуществить коррекцию сигнала x(n) на вы-
ходе b-битного АЦП. Она имеет в своем составе блок 
связывания текущего значения отсчета сигнала на 
выходе АЦП x(n) с предыдущем значением x(n – 1). 
Однако, число отсчетов на входе блока связывания 
может быть больше двух (x(n – K)), позволяя тем 
самым увеличить точность оценки. 

На выходе блока содержится адрес I разряд-
ностью B = 2b. Полное адресное пространство 
имеет размер 2b бит, но может быть сокращено в 
блоке битовой маски до величины  бит. Тогда 
количество адресов на выходе блока битовой мас-
ки будет равно 𝐼 = 2β. Значение адреса подается в 
блок таблицы ошибок, которая содержит округ-
ленные значения ошибки, вызванной интег-

ральной нелинейностью �̃�(𝑥, 𝑠) = [INL𝑄(𝑥, 𝑠)] и по-

лученной на стадии тестирования. 

В [16] была произведена оценка работы 
алгоритма. В качестве АЦП была взята микросхема 
Analog Devices AD876 и в таблице 4 представлены 
параметры сигнала на входе, и выходе блока 
посткоррекции. 

ТАБЛИЦА 4. Результат применения метода посткоррекции 

Параметр 
Значение до 

посткоррекции 
Значение после 
посткоррекции 

Разрядность 10 бит 10 бит 

SINAD 56 дБ 60,2 дБ 

ENOB 9 бит – 

THD –62 дБн –72 дБн 

SFDR 65 дБ 75 дБ 

 
Использование компандирования 

Еще один подход регулировки уровня сигнала 
перед АЦП возникает при выполнении задачи раз-
работки шлюзов, сбора данных сети городских дат-
чиков (измерение расхода воды и газа, управление 
парковкой и т.д.), которая связана с реализацией 
различных протоколов связи, поддерживаемых 
[17]. Как следствие, шлюз должен быть достаточно 
гибким в настройке, чтобы его можно было пере-
конфигурировать и обновлять, добавляя новые 
протоколы связи. Это легко реализуется при ис-
пользовании архитектуры программно-определяе-
мой радиосистемы [18], которая позволяет оциф-
ровать всю полосу одновременно, чтобы осуществ-
лять обработку сигнала в цифровом виде. При этом 
АЦП шлюза должен иметь возможность оцифровы-
вать сигналы, имеющие потенциально разные ха-
рактеристики. Следовательно, этот АЦП должен 
иметь достаточное разрешение для одновремен-
ной демодуляции нескольких сигналов, имеющих 
высокий динамический диапазон. Исследование, 
проведенное в [19], показало, что, учитывая усло-
вия и технологии распространения городских дат-
чиков, сигналы могут иметь динамический диапа-
зон более 100 дБ, требующий оцифровки с 21-бит-
ным разрешением, чтобы иметь возможность де-
модулировать каждый из них. Если разрешение 
АЦП ниже, слабый сигнал будет потерян в шуме 
квантования. Поскольку разрешение 21 бит не мо-
жет быть реализовано при оцифровке полосы про-
пускания 8 МГц современными АЦП [20], необхо-
димо найти другой способ оцифровки таких сигна-
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лов. Одним из способов решения этой проблемы яв-
ляется использование методов компандирования. 
В [17] изучается техника компандирования, пред-
ложенная в [21]. 

Для уменьшения требуемого разрешения при 
одновременной оцифровке нескольких сигналов с 
высоким динамическим диапазоном в [17] модели-
ровался алгоритм сжатия с кусочно-линейным, по-
стоянным коэффициентом усиления со смеще-
нием. Данный алгоритм позволяет уменьшить шум 
квантования при декодировании двух различных 
сигналов, находящихся на разных частотах и имею-
щих высокую разность амплитуд. Это позволяет 
уменьшить сложность АЦП для получения низкой 
битовой ошибки, полученной по слабому сигналу. 

В [17] предложены две реализации, основанные 
на каскадных или параллельных компараторах. 
Оба подхода были смоделированы с использова-
нием программного обеспечения Agilent ADS и под-
твердили их ожидаемые теоретические характери-
стики (таблица 5).  

ТАБЛИЦА 5. Величина Bit Error Rate (BER) в зависимости от 
метода компандирования 

Разряд-
ность АЦП 

Величина BER 

Параллельная 
архитектура 

Последователь-
ная 

архитектура 

Без компанди-
рования 

5 1.710-2 1.410-2 3.710-1 

8 1.210-3 1.310-3 8.610-3 

25 1.310-3 1.110-3 1.210-3 

Основным преимуществом каскадной архитек-
туры является ее низкая сложность, тогда как па-
раллельная архитектура позволяет повысить точ-
ность при наличии смещения по постоянному току, 

поскольку ошибка на одном компараторе не рас-
пространяется на другие. Однако, суммарный вы-
игрыш получается в каскадной архитектуре, по-
скольку насыщение компараторов происходит 
быстрее, что приводит к меньшей вероятности 
ошибки при оцифровке. 

Как видно из таблицы 5, обе реализации обеспе-
чивают хорошие результаты: при разрядности в 8 
бит обеспечивают одинаковые значения BER, сопо-
ставимые с 25-битной разрядностью АЦП; при раз-
рядности 5 бит использование компандирования 
обеспечивает существенный выигрыш. 

 
Заключение 

Использование высокой частоты дискретизации 
позволяет уменьшить уровень спектральной плот-
ности мощности шума в полосе пропускания на 
3 дБ при каждом удвоение частоты дискретизации. 
Подмешивание в сигнал псевдослучайного внепо-
лосного шума позволяет улучшить SFDR, но при 
этом SNR ухудшается. Так, за каждый выигрыш в 
SFDR на 10 дБ, SNR уменьшается на 3 дБ. Использо-
вания передискретизации вместе с внеполосным 
дизером позволяет компенсировать ухудшение 
SNR. Методы посткоррекции являются наиболее 
сложными по реализации из всех рассмотренных 
методов и приводят к результатам, схожим с ре-
зультатами использования дизера. Однако, при 
посткоррекции происходит увеличение как SFDR, 
так и SNR. Компанидирование дает существенный 
выигрыш только при использовании АЦП с низкой 
разрядностью (меньше 6). 

В дальнейшей работе планируется осуществить 
сравнительную оценку данных методов при ис-
пользовании одного типа АЦП и для одного кон-
кретного приложения. 
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Введение 

В предыдущей статье [1], посвященной теоре-
тическим основам представления нестационарных 
процессов на основе их совместных частотно-
временных распределений (ЧВР) энергии, были 
подробно рассмотрены причины, побудившие к 
применению методов частотно-временного ана-
лиза. Показана определяющая роль и место функ-
ции Вигнера, как базового ЧВР в классе распреде-
лений Коэна. Приведены аналитические выраже-
ния и результаты экспериментов, характеризую-
щие особенности обработки нестационарных сиг-
налов на основе наиболее известных ЧВР класса 
Коэна. Вместе с тем показаны основные ограниче-
ния частотно-временного анализа, обусловленные 
наличием так называемого интерференционного 
фона, возникающим при обработке, в общем слу-
чае, многокомпонентных сигналов, что ограничи-
вает практическое применение канонических 
форм распределений класса Коэна.  

В связи с этим, в настоящей статье представлены 
ключевые моменты, связанные с дальнейшим гене-
зисом методов теории билинейных распределений, 
направленных на снижение негативных послед-

ствий, вызванных интерференционным фоном. Ос-
нову данному направлению положили работы та-
ких выдающихся ученых как Claasen T.A.C.M., 
Meclenbrauker W.F.G, Choi H., Williams W. [2, 3]. 

 
Проблемы обработки многокомпонентных  
сигналов 

В общем случае многокомпонентные сигналы 
можно представить в следующем виде [4, 5]: 

𝑦(𝑡) =∑𝑧𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=0

, (1) 

где 𝑧𝑖(𝑡) – i-ая компонента каждого из колебаний, 

составляющих многокомпонентный (совокупность 
однокомпонентных сигналов); 𝑛 – общее количе-
ство обрабатываемых компонент.  

С учетом указанных обстоятельств многокомпо-
нентный сигнал можно представить, как формулу: 

𝑧𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖(𝑡)cosθ𝑖(𝑡), (2) 

где 𝐴𝑖(𝑡), θ𝑖(𝑡) – гладкие функции, соответственно, 

амплитуды и полной фазы i-ой компоненты.  
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Многокомпонентная ситуация, как правило, воз-
никает и в условиях сложной сигнально помеховой 
обстановки. В этом случае, ввиду ограниченности 
частотного диапазона устройств обработки, вход-
ной поток будет представлять суммарный процесс 
случайных мешающих воздействий и преднаме-
ренных помех в совокупности с полезным сигналом 
конечной длительности [6, 7].  

Применение ЧВР Вигнера при обработке много-
компонентных сигналов приводит к появлению на 
частотно-временной плоскости наряду с отдель-
ными компонентами так называемых интерферен-
ционных всплесков, представляющих результат 
взаимодействия энергетических составляющих 
входного процесса, расположенных на различных 
частотах временного интервала [8].  

В своей совокупности интерференционные ком-
поненты представляют паразитный помеховый 
фон. Данное утверждение основывается на свой-
ствах функции Вигнера [9].  

Пусть обрабатывается входной поток, состоящий 
из двух независимых сигналов 𝑧(𝑡) и 𝑔(𝑡). Тогда 
распределение Вигнера будет иметь вид [10]: 

ρ𝑧+𝑔(𝑓, 𝑡) = ρ𝑧(𝑓, 𝑡) + ρ𝑔(𝑓, 𝑡) + 2Re[ρ𝑧,𝑔(𝑓, 𝑡)], (3) 

где 

ρ𝑧,𝑔(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑧𝑎
∗ (𝑡 −

τ

2
) 𝑔𝑎 (𝑡 +

τ

2
) e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ −

+∞

−∞

 

взаимное ЧВР Вигнера двух сигналов.  

Анализ выражения (3) показывает, что резуль-
тирующая частотно-временная матрица помимо 
компонентов, соответствующих сигналам 𝑧(𝑡) и 
𝑔(𝑡), содержит компоненты, представляющие ре-

зультат их взаимодействия ρ
𝑧,𝑔
(𝑓, 𝑡), которые и 

являются паразитным интерференционным фоном. 

В подтверждение теоретическим выкладкам на 
рисунке 1 представлен фрагмент распределения 
Вигнера смеси двух независимых сигналов линей-
ной частотной модуляции (ЛЧМ): 

𝑦(𝑡) = cos (2π𝑓1𝑡 +
α1𝑡

2

2
) + 

+cos (2π𝑓2𝑡 + +
α2𝑡

2

2
). 

(4) 

На частотно-временной плоскости распределе-
ния, помимо суммы двух сигналов, отчетливо про-
сматриваются паразитные компоненты взаимодей-
ствия 𝑧(𝑡) и 𝑔(𝑡). Очевидно, что интерференцион-
ный фон значительно усложняет проведение по-
следующего анализа полученного ЧВР. И если при 
использовании тестовых сигналов интерференци-
онный фон еще как-то можно учесть за счет апри-
орных данных о структуре сигнала и локализации 
его компонент на частотно-временной плоскости, 
то при работе с радиоизлучениями, параметры ко-

торых неизвестны, указанная проблема фактически 
не разрешима.  
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Рис. 1. Фрагмент распределения Вигнера тестового  

двухкомпонентного ЛЧМ-сигнала 

Поскольку на практике в полосе полезного сиг-
нала помимо шума могут присутствовать излуче-
ния и других радиоэлектронных средств, включая и 
помехи как преднамеренного характера, так и воз-
никающие в результате многолучевого распро-
странения радиоволн, то в такой ситуации интер-
ференционный фон полностью учесть практически 
невозможно. Следовательно, невозможно и одно-
значно выделить полезный сигнал. 

 
Применение функций в виде ядер  
преобразований для подавления  
интерференционных компонент 

В настоящее время разработаны различные под-
ходы к решению указанной проблемы, среди кото-
рых наиболее конструктивным видится использо-
вание ядра преобразования «экспоненциального» 
вида [3]: 

Φ(τ, ξ) = e−(2πξτ)
2 σ⁄ ,    σ > 0. (5) 

Действительно, для многокомпонентного сигна-
ла (1) с учетом (3) получим распределение следую-
щего вида: 

ρ(𝑓, 𝑡) =∑ρ𝑧𝑖,𝑧𝑖(𝑓, 𝑡) +∑∑ ρ𝑧𝑛,𝑧𝑚(𝑓, 𝑡).

𝑛≠𝑚

𝑁

𝑖=1

 (6) 

В (6) значение ρ
𝑧𝑛,𝑧𝑚

(𝑓, 𝑡) определяется в соот-

ветствии с теоремой Мойалла [11]: 

| ∫ 𝑧𝑎
∗(𝑡)𝑔𝑎(𝑡) 𝑑𝑡

+∞

−∞

|

2

= 

= ∫ ∫ ρ𝑧(𝑓, 𝑡) ⋅ ρ𝑔
∗ (𝑓, 𝑡) 𝑑𝑓𝑑𝑡

∞

−∞

∞

−∞
. 

(7) 

С математической точки зрения первый член ра-
венства (6) соответствует автокорреляции от 
функции неопределенности (ФН). А второй член 
представляет собой взаимную ФН от 𝑁 однокомпо-
нентных сигналов, составляющих многокомпо-
нентный сигнал.  
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С учетом указанных обстоятельств представим 
формулу (7) в следующем виде: 

χ(ξ, τ) =∑χ𝑧𝑖,𝑧𝑖(ξ, τ) +∑∑ χ𝑧𝑛,𝑧𝑚(ξ, τ)

𝑛≠𝑚

𝑁

𝑖=1

. 
(8) 

В соответствии с определением в [12], одна из 
форм ФН имеет вид:  

                      χ𝑧𝑛,𝑧𝑚(ξ, τ) = Φ(ξ, τ) ×

× ∫ 𝑧𝑎𝑛(μ +
τ

2
)

∞

−∞

  𝑧𝑎𝑚
∗ (μ −

τ

2
) e𝑗2π𝑓τ𝑑μ.

 (9) 

Анализ выражений (8) и (9) позволяет опреде-
лить сущность механизма подавления интерферен-
ционного фона, который фильтрует взаимные ин-
гредиенты суммарного распределения.  

Вместе с тем адекватность величин 
∑∑ ρ𝑧𝑛,𝑧𝑚(𝑓, 𝑡)𝑛≠𝑚  и ∑∑ χ𝑧𝑛,𝑧𝑚(ξ, τ)𝑛≠𝑚  указывает 

на то, что решение проблемы подавления интерфе-
ренционного фона может быть обеспечено за счет 
соответствующего ядра преобразования Φ(τ, ξ), вид 
которого обеспечил бы при неизменности первой 
суммы в выражении (8), равенство нулю второй.  

В [13, 14] обосновано, что надлежащий выбор 
ядра приведет к тому, что в выражении (7) интер-
ференционные составляющие могут взаимно ком-
пенсировать друг друга.  

Действительно, в соответствии со свойствами 
распределения, значения функции (9) при 𝑛 = 𝑚 
будут локализоваться вокруг начала координат 
плоскости ФН, в то время как при 𝑛 ≠ 𝑚 точка ло-
кализации будет смещена относительно указанно-
го значения. Причем смещение будет тем сущ-

ственнее, чем сильнее различие между 𝑧𝑛(𝑡) и 𝑧𝑚(𝑡). 

Следовательно, в качестве критерия выбора ядра 
можно рассматривать условия, при которых в пре-
делах значимой области распределения интерфе-
ренционные компоненты были бы минимальны. 

При этом следует учесть, что уменьшение значи-
мой области неизбежно ведет к снижению уровня 
сигнальной энергии в результирующем распреде-
лении [10]. Здесь важен компромисс между степе-
нью подавления интерференционного фона и ча-
стотно-временными размерами области локализа-
ции энергии (обработки).  

Указанным условиям в полной мере соответ-
ствует ядро вида (5). Во-первых, оно отвечает 
большинству ограничений, накладываемых на яд-
ро. Во-вторых, позволяет регулировать степень 
концентрации энергии в начале координат области 
ФН, за счет управления параметром σρ. В-третьих, 
хорошо вписывается в концепцию распределений 
класса Коэна, поскольку при σρ → ∞ оно ведет к ЧВР 
Вигнера. 

Тогда, подставляя значение (5) в обобщенное 
распределение Коэна [1]: 

ρ(𝑓, 𝑡) = ∫ ∫ ∫ exp[𝑗2π(ξ𝑡 − 𝑓τ − ξν)]

∞

−∞

∞

−∞

×

∞

−∞

 

× Φ(τ, ξ)𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
) 𝑧𝑎 (ν +

τ

2
) 𝑑ν𝑑τ𝑑ξ, 

(10) 

окончательно получим: 

ρ𝐶𝑊(𝑓, 𝑡; σρ) = ∫ ∫ ∫ exp[𝑗2π(ξ𝑡 − 𝑓τ − ξν)] ×

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

 

× exp[−(2πξτ)2 σρ⁄ ]𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
) 𝑧𝑎 (ν +

τ

2
)𝑑ν𝑑τ𝑑ξ. 

(11) 

Далее, интегрирование по ξ приводит к следую-
щему виду билинейного ЧВР, получившего назва-
ние распределение Чоя–Вильямса [3]: 

ρ𝐶𝑊(𝑓, 𝑡;   σρ) =
1

4√π3
∫ ∫

1

√τ2/σρ
×

∞

−∞

∞

−∞

 

× exp {−[(ν − 𝑡)2/(4τ2/σρ) ] − 𝑗2πξτ} × 

× 𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
) 𝑧𝑎 (ν +

τ

2
) 𝑑ν𝑑τ. 

(12) 

В практических приложениях часто встречается 
следующая форма представления ЧВР Чоя–
Вильямса [15]: 

ρ𝐶𝑊(𝑓, 𝑡;   σρ) = 2 ∫ ∫
√σρ

4√π| τ |
  e−ν

2σρ/(16τ
2) ×

∞

−∞

∞

−∞

 

× 𝑧 (𝑡 + ν +
τ

2
) 𝑧∗ (𝑡 + ν −

τ

2
) e−𝑗2π𝑓τ𝑑ν𝑑τ. 

(13) 

Распределение (13) локализует обрабатываемый 
фрагмент в частотно-временной области, тем са-
мым в значительной степени подавляя интерфе-
ренционный фон (рисунок 2). 

 

Рис. 2. Фрагмент распределения Чоя−Вильямса  
тестового двухкомпонентного сигнала 

Аанализ полученных результатов показывает, 
что распределение (13) не в полной мере подавляет 
мешающие компоненты на частотно-временной 
плоскости, которые проявляются на рисунке 2 в 
виде вертикальных затемненных полос. 

Действующая область обработки, регулируемая 
ядром (5), позволяет регулировать указанную об-
ласть независимо как в частотном, так и во времен-
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ном направлении.  Расширение временной области 
при одновременном сужении частотной делает ре-
зультирующее распределение (рисунок 3) близким 
по своим характеристикам, в том числе и по нали-
чию интерференции, к ЧВР Вигнера (рисунок 1). 
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Рис. 3. Фрагмент распределения Чоя−Вильямса тестового 
двухкомпонентного сигнала (максимальное расширение 

временной области обработки при одновременном  
сужении частотной) 

В то же время расширение частотной области с 
одновременным сужением временной делает ре-
зультирующее распределение Чоя–Вильямса в 
принципе непригодным для использования его в 
качестве инструмента обработки. Размытость энер-
гии в пределах значимой области обработки значи-
тельно затрудняет определение истинного поло-
жения линий мгновенных частот (рисунок 4). 
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Рис. 4. Фрагмент распределения Чоя−Вильямса тестового  
двухкомпонентного сигнала (максимальное расширение  

частотной области обработки при одновременном сужении 
временной)  

Применение ядра (5) дало возможность создания 
целого класса так называемых распределений 
«экспоненциального» типа. В частности, приведе-
ние выражения (5) к виду: 

Φ𝑅(τ, ξ) = exp[−(2πξτ)
2 σρ⁄ − 𝑗πξτ],    σρ > 0 (14) 

позволяет получить распределение Рихачека «экс-
поненциального» типа [8].  

При модификации ядра, описываемого выраже-
нием (14) имеем плотность распределения актив-
ной энергии «экспоненциального» типа [12]: 

Φ𝐴(τ, ξ) =
1

2
exp[−(2πξτ)2 συ⁄ ]cos(πξτ),   σρ > 0, (15) 

а преобразование (5) к виду: 

Φ𝑃(τ, ξ) = 𝑗exp[−(2πξτ)2 σρ⁄ ]sin(πξτ),    σρ > 0 (16) 

приводит к экспоненциальной плотности распре-
деления «реактивной» энергии [10].  

В [16] профессором А.А. Алексеевым получена 
обобщенная форма для синтеза ЧВР «экспоненци-
ального» типа. С этой целью было предложено вве-

дение в (5) дополнительного параметра αρ , регули-

рующего значимую область главного лепестка, в 
пределах которого осуществляется сигнальная об-
работка: 

Φ(τ, ξ) = 𝑗exp[−(2πξτ)2 σρ⁄ − 𝑗2παρξτ  ], σρ > 0. (17) 

В [3] для модификации ядра (5) предложено ис-
пользовать мультипликативное дополнение 
exp[−𝑗2παρξτ], позволяющее получить: 

Φ(τ, ξ) = exp[−(2πξτ)2 σρ⁄ ] ⋅ exp[−𝑗2παρξτ]. (18) 

С учетом (14) обобщенное распределение «экс-
поненциального» типа принимает следующий вид: 

ρ±
αρ(𝑓, 𝑡) = ∫ exp(−𝑗2π𝑓τ) ×

∞

−∞

 

× { ∫
𝑊σρ,αρ

± (𝑢 − 𝑡, τ)𝑧𝑎 (𝑢 +
τ

2
) 𝑧𝑎

∗  × 

× (u − τ/2)  𝑑𝑢

∞

−∞

}  𝑑τ, 

(19) 

где 

𝑊σρ,αρ
± (𝑢 − 𝑡, τ) =

√σρ

4√πτ2
× 

× {exp (
−(𝑢−𝑡+αρτ)

2

4τ2 σρ⁄
) ± exp (

−(𝑢−𝑡−αρτ)
2

4τ2 σρ⁄
)}. 

(20) 

Действительно, при αρ = 0 приходим к распре-

делению Чоя−Вильямса. При αρ = 0,5 получим мо-

дифицированное ЧВР Рихачека, из составляющих 
которого синтезируется огибающая функции рас-
пределения мгновенной энергии с пониженным 
уровнем интерференционного фона. Однако, в от-
личие от его классической формы, полученная мо-
дификация не имеет отрицательных значений.  

В частности, выбор знака (+) в (19) дает модифи-
цируемое распределение активной энергии, а знак 
(–) приводит к модифицированному распределе-
нию «реактивной» (по Рихачеку) энергии. В то же 
время при σρ → ∞ ЧВР (19) обращается, в зависимо-
сти от знака, в реальную или мнимую часть ком-
плексной функции плотности распределения энер-
гии [16].  

Особенностью распределения (19) является воз-
можность регулировки степени подавления интер-
ференции за счет варьирования параметром σρ.  
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Следует заметить, что характер паразитного фо-
на может быть различным на каждом срезе ЧВР. 
Очевидно, что с его изменением желательно менять 
и значение параметра σρ, поскольку уменьшение 
частотно-временных размеров значимой области 
обработки одновременно с подавлением интерфе-
ренционного фона ведет к существенному умень-
шению уровня положительных (т.е. истинных) 
компонент распределения. 

В [17] предлагается использовать энтропийный 
подход. Его цель состоит в выборе вектора пара-
метров используемого ЧВР таковым, чтобы резуль-
тирующая рельефность спектра (определяемая им) 
была бы максимальной. Другими словами, указан-
ный выбор предполагает, что мера неопределенно-
сти (энтропия) спектра будет максимальной.  

Для континуального случая выражение, учиты-
вающее степень неопределенности, имеет вид: 

max
𝑓
𝐼 = −∫ ρ(𝑓)log2ρ(𝑓)𝑑𝑓

𝐹

0
, (21) 

где ρ(𝑓) – нормированная спектральная характери-
стика анализируемого процесса.  

В общем случае ρ(𝑓) можно рассматривать как 
частотный маргинал любого из распределений 
класса Коэна. Выражение (21) является аналогом 
соответствующего определения энтропии, где вме-
сто вероятностной характеристики процесса ис-
пользуется энергетическая.  

Следует заметить, что «рельефность» описания 
ЧВР, характеризующая его информационное 
наполнение, проявляется в изменении соотноше-
ний между спектральными коэффициентами мощ-
ности по отношению к равномерному спектру.  

Тогда для численного расчета энтропии целесо-
образно воспользоваться следующим выражением: 

𝐼 = −𝑃log (
𝑃

𝑁
) +∑𝑃𝑘

𝑁

𝑘=1

log𝑃𝑘 = 

=∑𝑃𝑘

𝑁

𝑘=1

log (
𝑃𝑘𝑁

𝑃
), 

(22) 

здесь 𝑃 – суммарная мощность сигнала.  

«Энтропия» может быть вычислена не только 
для дискретного спектра. Очевидно, что данный 
подход может быть использован и в отношении 
ЧВР. В частности, в [18] таким образом оценивалась 
«рельефность» срезов билинейных распределений.  

В рассматриваемом случае использования рас-
пределения «экспоненциального» типа в качестве 
энергетической характеристики может выступать 
плотность распределения энергии. В каждый мо-
мент времени она является функцией параметра 
подавления интерференционного фона σρ и функ-
цией эффективной длительности окна 𝑇, т.е. ρ(f, t;    
T, σρ). Динамика изменения качества распределе-
ния предполагает существование определенного 
оптимального вектора параметров (T, σρ) в каждый 

момент времени, который формально может быть 
записан следующим образом: 

max
𝑇,σρ

𝐼𝑡(𝑇, σρ) = max
𝑇,σ

∫ ρ(𝑓, 𝑡;     𝑇, σρ) ×

∞

0

                × log2
ρ(𝑓, 𝑡;     𝑇, σρ)

𝑃(𝑡)
𝑑𝑓,

 (23) 

где 𝑃(𝑡) = ∫ 𝑓 × ρ(𝑓, 𝑡;     𝑇, σρ) 𝑑𝑓
∞

0
 характеризует 

среднее значение энергии ЧВР в момент времени 𝑡.  

К сожалению, непосредственное использование 
критерия (23) связано с трудностями, обусловлен-
ными наличием отрицательных значений у от-
дельных форм ЧВР. Попытки синтезировать ЧВР с 
положительными значениями, предпринятые в [8], 
настолько снижают качество результирующих рас-
пределений, что они по своим свойствам оказыва-
ются не лучше спектрограмм. Использование моду-
ля ЧВР не имеет под собой серьезных оснований.  

В [16] предложено для синтеза ЧВР со свойства-
ми «положительности» на всем временном интер-
вале использовать комплексную функцию Рихаче-
ка, путем добавления в (23) выражения для огиба-
ющей ЧВР мгновенной энергии. К сожалению, по 
степени концентрации сигнальных компонент в 
континууме точек их мгновенных частот и уровню 
паразитного интерференционного фона, огибаю-
щая ЧВР мгновенной энергии заметно уступает 
всем модификациям ЧВР Вигнера и Чоя−Вильямса с 
ядром (5).  

С рассмотренных позиций более интересным ви-
дится подход, основанный на использовании толь-
ко положительной части распределения.  

Базируясь на таком подходе, для ЧВР (19) можно 
записать следующее условие для расчета энтропии: 

𝐼𝑡(σρ) = ∫ ρ̃σρ
αρ(𝑓, 𝑡)log2 [

ρ̃σρ
αρ𝐹max

∫ ρ̃σρ
αρ(𝑓, 𝑡)𝑑𝑓

𝐹max
0

]

𝐹max

0

𝑑𝑓, (24) 

где  

ρ̃σρ
αρ
(𝑓, 𝑡) =

{
 
 

 
 0                                при  ρσρ

αρ
(𝑓, 𝑡) < 0;

ρσρ
αρ
(𝑓, 𝑡)

∫ ρσρ
αρ
(𝑓, 𝑡)𝑑𝑓

𝐹max

0

 при  ρσρ
αρ
(𝑓, 𝑡) ≥ 0.

 

 

(25) 

Проведенные исследования в [10] показали, что 
наиболее значимая величина σρ, влияющая на сте-
пень подавления интерференционного фона, лежит 
в интервале 0,1 < σρ < 10.  

Так, на рисунке 5 представлена нормированная 
величина функции (24) в зависимости от значения 

параметра σρ  для многокомпонентного сигнала 

вида (1).  

Анализ результатов (рисунок 5), позволяют за-
ключить, что функция It(σρ) является гладкой и 
имеет один выраженный экстремум при σρ = 1.  
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Рис. 5. Зависимость «рельефности» (информативности) 
распределения от параметра подавления  

интерференционного фона 

Результаты эксперимента в целом согласуются с 
теоретическими положениями. Действительно, 
ухудшение значений It(σρ) в диапазоне σρ > 10 обу-
словлено тем, что уменьшение действующей ча-
стотно-временной области ведет к снижению кон-
центрации сигнальной энергии ЧВР и, как след-
ствие, к ухудшению разрешающей способности, 
поскольку фильтрующее ядро подавляет не только 
интерференционный фон, но и сигнальные компо-
ненты. В то же время, при выборе значения σρ < 0,1, 
степень подавления интерференции будет недо-
статочной. В результате сопутствующий интерфе-
ренционный фон не позволит однозначно иденти-
фицировать сигнальные компоненты. 

 
Применение сглаживающих функций для  
подавления интерференционных компонент 

Другое направление поиска продуктивных мето-
дов устранения интерференционных явлений, свя-
зано с использованием псевдораспределений.  

Так, анализ континуальной формы распределе-
ния Вигнера [1] показывает, что при расчете каж-
дой из единичных площадок частотно-временных 
матриц распределения требуется обработка вход-
ного процесса в бесконечных пределах: 

ρ𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑧𝑎
∗ (𝑡 −

τ

2
) 𝑧𝑎 ×

∞

−∞

× (𝑡 +
τ

2
) exp(−𝑗2π𝑓τ) 𝑑τ. 

(26) 

Указанное обстоятельство в значительной сте-
пени снижает продуктивность использования ча-
стотно-временного подхода при анализе непре-
рывных процессов. В целях устранения указанного 
недостатка в [2] предложено ограничить времен-
ной интервал наблюдения, т.е. использовать неко-
торую функцию окна h0(τ), в пределах которой и 
проводились бы вычисления.  

Тогда в результате весовой обработки сигнал 
za(τ) будет иметь следующий вид:  

𝑧𝑡(τ) = 𝑧𝑎(τ)ℎ(τ − 𝑡), (27) 

где 𝑡 – момент времени, указывающий на положе-
ние функции окна.  

Распределение Вигнера от сигнала вида (27) 
равносильно распределению (26) для сигнала za(τ), 
но в условиях конечного временного интервала, т.е. 
ρ𝑡(𝑓, 𝑡)|τ=𝑡. 

В то же время распределение вида ρ𝑡(𝑓, 𝑡)|τ=𝑡 
можно синтезировать, используя обобщенное ЧВР 
Коэна (выражение (46) в [1]): 

ρ(𝑓, 𝑡) = ∫ ∫ 𝑈(𝑓 −   ξ, 𝑡 − τ)ρ𝑊(ξ, τ)

∞

−∞

 𝑑τ𝑑ξ

∞

−∞

  . (28) 

В итоге получим: 

ρ𝑡(𝑓, 𝑡)|τ=𝑡 = ∫ 𝑈ℎ(𝑓 − ξ, 𝑡 − τ)ρ𝑊(ξ, τ)𝑑ξ

∞

−∞

. (29) 

Очевидно, что для расчета ρ𝑡(𝑓, 𝑡)|τ=𝑡  нет необ-
ходимости рассматривать всю совокупность значе-
ний временных отчетов, заданных формулой (29). 
Вполне достаточно ограничиться значениями, рас-
положенными на линии τ = 𝑡: 

ρ𝑡(𝑓, τ)|τ=𝑡 = ∫ 𝑈ℎ(𝑓 − ξ, 0) ρ𝑊(ξ, τ)𝑑ξ
∞

−∞
. (30) 

Так как в левой части (30) априори – распреде-
ление Вигнера (в ограниченных интервалах), то 
такой результат возможен лишь только в том слу-
чае, если в качестве весовой функции будет высту-
пать распределение Вигнера функции окна вида: 

𝑈ℎ(𝑓 − ξ, 0) = ρℎ(𝑓 − ξ, 0). (31) 

Формулу (30) можно представить в виде: 

ρ𝑡(𝑓, τ)|τ=𝑡 = ∫ ρℎ(𝑓 − ξ, 0)ρ𝑊(ξ, τ)𝑑ξ
∞

−∞
. (32) 

Обозначим в (32) результат следующим образом: 

ρ̃𝑊(𝑓, 𝑡) = ρ𝑡(𝑓, τ)|τ=𝑡 = 

= ∫ ρℎ(𝑓 − −ξ, 0)ρ𝑊(ξ, τ)𝑑ξ.

∞

−∞

 
(33) 

Распределение вида ρ̃
𝑊
(𝑓, 𝑡) в [2] определено как 

псевдораспределение Вигнера (ПРВ). 

Анализ выражения (30) показывает, что ρ̃
𝑊
(𝑓, 𝑡) 

связано с распределением (26) операцией свертки 
по частоте исходной функции Вигнера с независя-
щей от времени функцией окна, форма которого 
соответствует виду исходной функции.  

Для фиксированного значения 𝑡 ПРВ можно рас-
сматривать, как функцию от 𝑓, которая получается 
операцией фильтрации ρW(𝑓, t) с импульсной ха-
рактеристикой ρh(𝑓 – ξ, 0) (здесь переменная 𝑓 как 
бы играет роль времени [8]). Следовательно, ПРВ 
(рисунок 6) представляет сглаженную по частоте 
версию традиционного ЧВР Вигнера.  

С другой стороны, использование при формиро-
вании ЧВР сигнала вида (27) равносильно введе-
нию в распределение дополнительного окна сле-
дующего вида: ℎ(τ/2)ℎ∗(−τ/2). 
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Рис. 6. Фрагмент псевдораспределения Вигнера  
тестового двухкомпонентного сигнала 

Тогда с учетом симметричной формы записи ПРВ 
во временной области можно представить в следу-
ющем виде: 

ρ̃𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ∗ (−τ/2)𝑧𝑎
∗(𝑡 − τ/2) ×

∞

−∞

          × ℎ (
τ

2
) 𝑧𝑎 (𝑡 +

τ

2
) e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (34) 

Для частотной области:  

ρ̃𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝐻(
𝜈

2
)𝐹𝑎(𝑓 +

ν

2
) ×

∞

−∞

     × 𝐻∗ (−
𝜈

2
)𝐹𝑎

∗ (𝑓 −
ν

2
) e𝑗2π𝑡𝜈𝑑𝜈,

 (35) 

где H* – преобразование Фурье от функции окна. 

Отметим, что псевдо-ЧВР Вигнера является рас-
пределением класса Коэна, синтезируемого из 
обобщенного ЧВР Коэна (выражение (28) в [1]) при 
соответствующем выборе ядра вида: 

Φ(τ, ξ) = ℎ (
τ

2
) ⋅ ℎ∗ (

τ

2
). (36) 

Ядро (36) удовлетворяет ограничениям № 1, 2, 3, 
5, 8, накладываемым на ядро преобразования (таб-
лица 1, которая приведена в [1] и дублируется 
здесь), что позволяет предположить о наличии ука-
занных свойств у псевдо-ЧВР Вигнера. 

В частности, свойство № 6 (временных маргина-
лов) имеет место при условии равенства нулю зна-
чения мгновенной частоты в момент времени τ = 0. 

Единственное невыполнение приходится на 
свойства № 7 (частотных маргиналов) и № 9 (диф-
ференцируемости по частоте) в силу несоответ-
ствия первой части накладываемых ограничений.  

Действительно, среднее время 𝑇𝑧𝑡  в этом случае 

определяется по формуле: 

𝑇𝑧𝑡(𝑓) =
∫ 𝑇𝑧(ξ)|𝐹𝑎(ξ)|

2ρℎ(𝑓 − ξ, 0)𝑑ξ
∞

−∞

∫ |𝐹𝑎(ξ)|
2ρℎ(𝑓 − ξ, 0)𝑑ξ

∞

−∞

. (37) 

 

 

ТАБЛИЦА 1. Желательные свойства ЧВР и соответствующие 
им ограничения, накладываемые на ядро преобразования 

№ 
п/п 

Свойства ЧВР 
Ограничения, накладыва-
емые на ядро преобразо-

вания Коэна 

1 𝑧𝑎(𝑡 − 𝑡0) → 𝜌(𝑓, 𝑡 − 𝑡0)  Φ(τ, ξ) не зависит от 𝑡 

2 𝐹𝑎(𝑓 − 𝑓0) → 𝜌(𝑓 − 𝑓0, 𝑡)  Φ(τ, ξ) не зависит от 𝑓 

3 {
𝑧𝑎(𝑡) = 0,
𝜌(𝑓, 𝑡) = 0.

 при |𝑡| > 𝑇 
∫Ф(𝜏, 𝜉)𝑒𝑗2𝜋𝜉𝜏𝑑𝜉 =  0 

при|τ| < 2|𝑡| 

4 {
𝐹𝑎(𝑓) = 0,
𝜌(𝑓, 𝑡) = 0.

при |𝑓| > Ω/2π 
∫Ф(τ, ξ)𝑒−j2πξτ𝑑τ = 0 

при|ξ| < 2|𝑓| 

5 𝜌(𝑓, 𝑡) = 𝜌∗(𝑓, 𝑡)  Φ(τ, ξ) = Φ∗(−τ,−ξ) 

6 ∫𝜌(𝑓, 𝑡) 𝑑𝑓 = | 𝑧𝑎(𝑡)|
2  Φ(0, ξ) = 1 при всех 𝜉 

7 ∫𝜌(𝑓, 𝑡) 𝑑𝑡 = |𝐹𝑎(𝑓)|
2  Φ(τ, 0) = 1 при всех τ 

8 
∫𝑓⋅𝜌(𝑓,𝑡) 𝑑𝑓

∫𝜌(𝑓,𝑡) 𝑑𝑓
=

𝑑

𝑑𝑡
arctg

𝑧(𝑡)

𝑧(𝑡)
  {

Ф(0, 𝜉) = 1,
𝜕

𝜕𝜉
Ф(𝜏, 𝜉)|𝜏=0

    при всех ξ 

9 
∫ 𝑡⋅𝜌(𝑓,𝑡)d𝑡

∫𝜌(𝑓,𝑡)d𝑡
= −

d

𝑑𝑓
arctg

𝑏(𝑓)

𝑎(𝑓)
  {
Ф(τ, 0) = 1,
∂

∂τ
Ф(τ, ξ)|ξ=0

    при всех τ 

10 𝜌(𝑓, 𝑡) ≥ 0 при всех 𝑓 и 𝑡 
Φ(τ, ξ) – ФН весовой функ-
ции ℎ(𝑡)  

В то же время мгновенный спектр, с точки зре-
ния синтеза близкий по своей природе к псевдо-
ЧВР Вигнера, удовлетворяет лишь ограничениям № 
1, 2, 5 соответствующих свойств (таблица 1). По-
скольку отсутствует возможность выполнения сле-
дующих условий: 

∫|𝐹𝑎(𝑓, 𝑡)|
2𝑑𝑓 =

∞

−∞

∫|𝑧𝑎(τ)|
2|ℎ(τ − 𝑡)|2𝑑τ,

∞

−∞

 (38) 

∫|𝐹𝑎(𝑓, 𝑡)|
2𝑑𝑡 =

∞

−∞

∫|𝐹𝑎(ξ)|
2|𝐻(ξ − 𝑓)|2𝑑ξ

∞

−∞

 , (39) 

свойства № 3 и 4 недоступны для любых форм 
мгновенных спектров. Указанные ограничения 
объясняются тем, что (38) и (39) вместо значения 
мгновенной энергии дают усредненную и взвешен-
ную, в пределах длительности весовой функции, 
плотность энергии. Отсутствие же свойств № 6−9 
объясняется неотрицательностью значения 

|𝐹𝑎(𝑓, 𝑡)|
2

 [8].  

Следует заметить, что под понятием отсутствие 
тех или иных свойств для мгновенных спектров 
следует понимать их строгое невыполнение, что, 
однако, не исключает их соблюдение в среднем. 
Следовательно, при незначительных изменениях 
мгновенных частот в пределах временного интер-
вала эффективной длительности весовых функций 
применение различных форм представления мгно-
венных спектров вполне допустимо. В противном 
случае необходим переход к псевдораспределени-
ям, позволяющих снять с анализируемых сигналов 
ограничения по конечности их энергии.  
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В общем случае понятие псевдораспределения 
может быть обобщено и на другие ЧВР в классе Ко-
эна. В том числе и к распределениям мгновенной 
энергии. В результате будут получены псевдорас-
пределения огибающей и полной фазы [10].  

Наличие положительных свойств у различных 
форм ЧВР позволяет сделать заключение о том, что 
все множество распределений класса Коэна, обла-
дает свойством унитарной эквивалентности [20].  

Физический смысл указанного понятия основы-
вается на том, что любые частотно-временные 
сдвиги, происходящие в исходном сигнале, вызы-
вают аналогичные изменения в соответствующих 
ему распределениях: 

𝑧(𝑡)         →     𝑧(𝑡 − 𝑡′) e
−𝑗2π𝑓′𝑡

    ↓                        ↓

𝐹𝑧(𝑓, 𝑡)    →     𝐹𝑧(𝑓 − 𝑓
′
, 𝑡 − 𝑡

′).
 (40) 

Соблюдение частотно-временной инвариантно-
сти для синтезируемых распределений выступает в 
качестве мощного признака, указывающего на их 
принадлежность к ЧВР класса Коэна.  

Условие (40) можно рассматривать в качестве 
критерия, позволяющего осуществлять поиск ча-
стотно-временных представлений, наиболее адек-
ватно (в соответствии с решаемой задачей) харак-
теризующих распределение энергии анализируе-
мых процессов в пространстве «частота − время».  

Псевдо-ЧВР в значительной степени расширили 
область практического применения билинейных 
распределений. Однако их ограничения, связанные 
с усреднением энергии в пределах окна анализа, 
требуют продолжения поиска форм описания сиг-
налов с лучшими метрологическими свойствами. 

К сожалению, псевдораспределения только ча-
стично решают указанную проблему борьбы с ин-
терференцией, поскольку применение сглаживаю-
щих функций ведет к подавлению негативных ком-
понент только в частотной области, что обусловле-
но свойствами одномерности сглаживающих функ-
ций (рисунок 6). 

Вместе с тем анализ результатов применения 
псевдо-ЧВР Вигнера показывает, что для подавле-
ния мешающих компонент во временной области 
необходимо осуществлять предварительное сгла-
живание обрабатываемого процесса. Следователь-
но, аналитическое выражение такого преобразова-
ния будет иметь следующий вид [10]:  

ρ̂𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ0(τ)

∞

−∞

∫ 𝑔𝑡(ν − 𝑡)𝑧𝑎
∗(ν −

τ

2
)

∞

−∞

×

                      × 𝑧𝑎 (ν +
τ

2
)  𝑑ν  e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ,

 (41) 

здесь 𝑔
𝑡
(ν) – сглаживающая функция для 𝑧𝑎(ν). 

Полученное распределение можно определить 
как сглаженное ПРВ – выражение можно считать 
обобщенным по отношению к (34).  

Действительно, при gt(t) = δ(t) из (41) получаем 
классическую формулу ПРВ. Результат обработки 
тестового сигнала на основе сглаженного псевдо-
ЧВР Вигнера представлен на рисунке 7. 
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Рис. 7. Фрагмент сглаженного псевдораспределения  
Вигнера тестового двухкомпонентного сигнала 

Процедуру синтеза сглаженного псевдо-ЧВР 
Вигнера удобно рассматривать с точки зрения 
предварительной обработки ядра преобразования 
независимыми весовыми функциями в частотной 
h0 и во временной gt области. Управление разреша-
ющей способностью h0 и gt позволяет контролиро-
вать уровень подавления интерференции. 

Действительно, преобразуем форму обобщенно-
го ЧВР Коэна (выражение (46) в [1]): 

ρ  (𝑓, 𝑡) = ∫ ∫ 𝑈(𝑓 −  ξ, 𝑡 − ν) ∫ 𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
)

∞

−∞

×

∞

−∞

∞

−∞

                               × 𝑧𝑎 (ν +
τ

2
) e−𝑗2πξτ𝑑τ𝑑ν𝑑ξ =

 

= ∫ ∫ { ∫ 𝑈(𝑓 −   ξ, 𝑡 − ν) e−𝑗2πξτ𝑑ξ

∞

−∞

} ×

∞

−∞

∞

−∞

        × 𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
) 𝑧𝑎 (ν +

τ

2
) e−𝑗2πξτ𝑑τ𝑑ν.

 

(42) 

В (42) значение, выделенное в фигурные скобки, 
представляет не что иное, как обратное преобразо-
вание Фурье от весовой функции преобразования. 
Тогда с учетом выражения (46) в [1] имеем двойное 
интегрирование по частоте и одно по времени. Сле-
довательно, результирующее значение будет пред-
ставлять некоторую функцию двойного аргумента 
[ϕ(𝑡 − ν, τ) e−𝑗2π𝑓τ]. Таким образом формулу (42) 
запишем в виде следующего выражения: 

ρ(𝑓, 𝑡) = ∫ ∫ ϕ(𝑡 − ν, τ)𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
) ×

∞

−∞

∞

−∞

                    × 𝑧𝑎 (ν +
τ

2
) e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ𝑑ν.

 (43) 
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Полученное выражение в целом не противоречит 
здравому смыслу. Так, подставляя вместо ϕ(𝑡, τ) δ-
функцию, из (43) получаем распределение Вигнера.  

Согласно равенству (43), синтез ЧВР можно трак-
товать как свертку по времени ядра вида ϕ(𝑡, τ) и 

корреляционного процесса 𝑧𝑎
∗
(ν − τ/2)𝑧𝑎(ν + τ/2), 

с последующей реализацией процедуры преобразо-
вания Фурье по переменной времени τ.  

Обобщенное представление (42) можно рассмат-
ривать и в терминах процедуры преобразования 
Фурье: 

ρ(𝑓, 𝑡) = ∫ ∫ Ερ(ξ, 𝑓 − ς)𝐹𝑎
∗ (𝑓 −

ξ

2
) ×

∞

−∞

∞

−∞

                        × 𝐹𝑎 (𝑓 +
ξ

2
) e𝑗2πξ𝑡𝑑ς𝑑ξ ,

 (44) 

где 

Ερ(ξ, 𝑓) = ∫ ∫
ϕ(𝑡, τ) ×

exp[−𝑗2π(ξ𝑡 + 𝑓τ)] 𝑑𝑡𝑑τ

∞

−∞

∞

−∞

. (45) 

Тогда свертка осуществляется в частотной обла-
сти, с последующим выполнением обратного пре-
образования Фурье по переменной ξ. 

Достоинства полученных выражений (43) и (44) 
в том, что они допускают синтез новых форм рас-
пределений на базе существующих ЧВР. Так, для 
формирования псевдораспределения Вигнера ис-
пользуется действительная и симметричная функ-
ция скользящего окна h0(t). В этом случае ядро пре-
образования будет иметь вид: 

ϕ(𝑡, τ) = δ(𝑡)ℎ2 (
τ

2
), (46) 

Ερ(ξ, 𝑓) = 4𝐻(2𝑓) ∗ 𝐻(2𝑓), (47) 

где 𝐻(𝑓) – преобразование Фурье ℎ(τ); (∗) – проце-
дура одномерной свертки. 

Аналитический результат (46) и (47) указывает 
на высокое временное разрешение псевдо-ЧВР. 
Вместе с тем согласно (47) ядро не зависит от ча-
стотного параметра ξ, поэтому псевдораспределе-
ние не способно подавлять интерференционные 
компоненты, расположенные вдоль оси ξ = 0 (ри-
сунок 6). 

Скользящие окна используются и для построе-
ния спектрограмм. В этом случае ядро будет иметь 
вид: 

ϕ(𝑡, τ) = ℎ (𝑡 +
τ

2
)ℎ (𝑡 −

τ

2
), (48) 

Ερ(ξ, 𝑓) = 𝐻 (𝑓 +
ξ

2
)𝐻 (𝑓 −

ξ

2
). (49) 

Анализ (48) показывает, что поскольку ядро за-
висит от 𝑡, то оно в значительной степени будет 
сглаживать сигнальную энергию (возникает эф-
фект размытости). В то же время величина Eρ(ξ, 𝑓) в 
(49) осуществляет фильтрацию как по переменной 

𝑓, так и по ξ . Следовательно, все ЧВР, построенные 
на основе мгновенных спектров (спектрограммы), 
будут подавлять интерференцию, но получаемые 
при этом оценки частоты будут «размыты» (сгла-
жены).  

Данный вывод подтверждают результаты обра-
ботки тестового двухкомпонентного сигнала, пред-
ставленные на рисунке 8. 
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Рис. 8. Фрагмент спектрограммы тестового  
двухкомпонентного сигнала 

Следует заметить, что ЧВР Вигнера не един-
ственное распределение, используемое в качестве 
базовой функции при синтезе новых частотно-
временных описаний. В этих целях также применя-
ется ЧВР Бьорна−Джордона [11]: 

ρ𝐵𝐽(𝑓, 𝑡) = ∫
1

| τ |

∞

−∞

∫ 𝑧𝑎
∗(ν −

τ

2
) ×

𝑡+| τ |/2

𝑡−| τ |/2

                   × 𝑧𝑎 (ν +
τ

2
)  𝑑ν  e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (50) 

Особенность функции (50) состоит в локализа-
ции временной области, в пределах которого обра-
батывается сигнал. В результате ограничивается 
количество спектральных компонент, взаимное 
воздействие которых друг на друга как раз и при-
водит к образованию интерференции. В этих целях 
в [11] предложено результат вычислений внутрен-

него интеграла ЧВР (50) сглаживать окном ℎ0(τ): 

ρ𝑍𝐴𝑀(𝑓, 𝑡) = ∫   [ℎ0(τ) ∫ 𝑧𝑎
∗ (ν −

τ

2
)  ×

𝑡+| τ |/2

𝑡−| τ |/2

∞

−∞

                   × 𝑧𝑎 (ν +
τ

2
)𝑑ν] e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (51) 

Полученное выражение (51) называют распреде-
лением Дзао−Атласа–Маркса [10, 21].  

Фрагмент ЧВР тестового двухкомпонентного 
сигнала, полученного на основе функции (51), 
представлен на рисунке 9. Механизм подавления 
интерференционного фона в ЧВР (51) по своей 
природе аналогичен (41). 
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Рис. 9. Фрагмент распределения Дзао−Атласа−Маркса 

тестового двухкомпонентного сигнала 

Действительно, временной размах билинейной 
корреляции в ЧВР Дзао−Атласа−Маркса определя-
ется переменной 𝑡, а управление аргументом τ при 
сглаживании результата, вычисленного внутрен-
ним интегралом, дает возможность регулировать 
параметры частотного разрешения результирую-
щего распределения.  

Результаты, представленные на рисунке 9, ука-
зывают на высокую фильтрующую способность 
распределения Дзао−Атласа−Маркса, однако по 
степени концентрации полезных сигнальных ком-
понент вдоль линий мгновенных частот оно усту-
пает сглаженному псевдо-ЧВР Вигнера [10].  

Дальнейшие поиски решения проблемы сниже-
ния интерференции преимущественно связаны с 
экспериментами по выбору соответствующей фор-
мы ядра в (43). К таким распределениям следует 
отнести обобщенное прямоугольное ЧВР [22]: 

ρ𝐺𝑅𝐷(𝑓, 𝑡) =
                                

 

(52) = ∫ ∫
2ϕ(𝑡 − ν, τ)

| τ |α
sinc (

2ϕ(𝑡 − ν, τ)ν

| τ |α
) ×

∞

−∞

∞

−∞

                                × 𝐾(𝑡, ν, τ) e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ𝑑ν,

 

где  

𝐾(𝑡, ν, τ) = 𝑧∗ (𝑡 + ν −
τ

2
) ⋅ 𝑧 (𝑡 + ν +

τ

2
) ; 

α – параметр, определяющий степень ассиметрич-
ности функции sinc. 

В общем случае формула (52) не определяет 
форму ядра. Однако сам факт применения функции 
sinc обеспечивает интервалу обработки прямо-
угольность формы при любом выбор ϕ(𝑡, ν, τ).  

 
Модифицированные формы  
частотно-временных распределений 

Следующее направление поиска приемлемых 
форм ЧВР с низким уровнем интерференционного 
фона связано с модификацией ядер в рамках из-
вестных аналитических описаний, теперь уже сгла-
живающих функций. В частности, к таковым следу-
ет отнести распределение с ядром Хеннинга [15]: 

       ρ𝑅𝐼𝐷𝐻(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ0(τ) [ ∫
𝑔𝑡(ν)

| τ |
×  

𝑡+| τ |/2

𝑡−/2

∞

−∞

× (1 + cos(
2πν

τ
))𝐾(𝑡, ν, τ)  𝑑ν] e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (53) 

Выражение (53) представляет собой частотно-
временное распределение с пониженным уровнем 
интерференции за счет использования ядра Хен-
нинга [22].  

Близким по своим свойствам к ЧВР с ядром Хен-
нинга следует отнести и распределение с ядром, в 
основе которого лежит функция с треугольной ха-
рактеристикой [10, 11]: 

ρ𝑅𝐼𝐷𝑇(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ0(τ) [ ∫
2𝑔𝑡(ν)

| τ |
×  

𝑡+| τ |/2

𝑡−| τ |/2

∞

−∞

    × (1 −
2| ν |

| τ |
) 𝐾(𝑡, ν, τ)  𝑑ν]  e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (54) 

К семейству рассматриваемых ЧВР следует отне-
сти и распределение с ядром Бесселя [15]:  

ρ𝑅𝐼𝐷𝐵(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ0(τ) [ ∫
2𝑔𝑡(ν)

π  | τ |
×

𝑡+| τ |/2 

𝑡−| τ |/2

∞

−∞

        × √1 − [
ν − 𝑡

τ
]2 ⋅ 𝐾(ν, τ)  𝑑ν] e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ,

 (55) 

а также – распределение Баттерворта, в основе ядра 
которого лежит функция с амплитудно-частотной 
характеристикой соответствующего фильтра [15]: 

ρ𝐷𝐵(𝑓, 𝑡) = ∫ ∫
√σ

2| τ |
𝑒−| ν |√σ/| τ | ×

∞

−∞

∞

−∞

           × 𝐾(𝑡, ν, τ) e−𝑗2π𝑓τ𝑑ν𝑑τ.

 (56) 

Особое место среди рассматриваемых ЧВР зани-
мает так называемое распределение, ядро которого 
базируется на коэффициенты биноминального 
разложения [15]: 

ρ𝑅𝐼𝐷𝐵𝐶(𝑓, 𝑡) = ∫  [ ∫
1

22| τ |+1
×  

𝑡+| τ |/2

𝑡−| τ |/2

∞

−∞

× (
2| τ | + 1
| τ | + ν + 1

)𝐾(𝑡, ν, τ)  𝑑ν] e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (57) 

Дискретная форма (57) очень удобна с точки 
зрения применимости в практических приложени-
ях, базируемых на технологии цифровой обработки 
сигналов. 

Следует заметить, что поиск приемлемых форм 
ядра может быть, в принципе, бесконечным. Однако 
все возможные ЧВР, синтезированные на основе 
рассмотренной технологии, по своим свойствам 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 2 

 

www.tuzs.sut.ru 79 

 

будут близки к семейству распределений «экспо-
ненциального» типа. В качестве примера на рисун-
ке 10 представлено ЧВР с ядром Бесселя тестового 
двухкомпонентного сигнала. 
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Рис. 10. Фрагмент распределения с ядром Бесселя 
тестового двухкомпонентного сигнала 

Главное отличие каждого из ЧВР рассмотренного 
семейства заключается лишь в реализационной 
сложности ядра той или иной формы. 

Возвращаясь к псевдораспределениям, следует 
отметить, что псевдораспределение активной энер-
гии Рихачека часто называют распределением Мар-
генау−Хилла [8]: 

ρ𝑀𝐻(𝑓, 𝑡) = ∫
ℎ(τ)

2
[𝑧(𝑡 + τ)𝑧∗(𝑡) +

∞

−∞

          +𝑧(𝑡)𝑧∗(𝑡 − τ)]  e−𝑗2π𝑓τ𝑑τ.

 (58) 

Аналитическое выражение (58) очень удобно с 
точки зрения построения на его основе быстрых 
вычислительных алгоритмов с применением тех-
нологии цифровой обработки сигналов. 

Рассмотренные подходы к синтезу билинейных 
распределений довольно полно раскрывают их 
природу с математической точки зрения. Однако 
многие из представленных аналитических пред-
ставлений не всегда удобны в практическом плане.  

В связи с указанными обстоятельствами, более 
привлекательным видится метод прямого синтеза 
билинейных ЧВР из распределений первого поряд-
ка. В частности, для получения ПРВ (34) достаточно 
осуществить свертку двух спектрограмм. 

Действительно, распределение Вигнера в ча-
стотной области имеет следующий вид: 

ρ𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝐹𝑎
∗ (𝑓 −

ν

2
) 𝐹𝑎 (𝑓 +

ν

2
) e𝑗2π𝑡ν𝑑ν

∞

−∞

. (59) 

Учитывая, что Fa* представляет собой преобразо-
вание Фурье от сигнала вида za*, представим исход-
ное выражение следующим образом [23]: 

ρ𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ [ ∫ 𝑧𝑎
∗(τ)𝑒−𝑗2π(𝑓−

𝜈

2
)τ𝑑τ

∞

−∞

]

∗

×

∞

−∞

 

(60) 

× [ ∫ 𝑧𝑎(τ) 𝑒
−𝑗2π(𝑓+𝜈/2)τ𝑑τ

∞

−∞

] e𝑗2π𝑡𝜈𝑑𝜈. 

В полученном преобразовании введем для каж-
дого из сомножителей, выделенных квадратными 
скобками, оконные функции, учитывая, что в каче-
стве переменной 𝑥 в подынтегральных выражениях 
используются значения (𝑓 + ν/2 ) и (𝑓 − ν/2) соот-
ветственно: 

ρ̃𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ [ ∫ ℎ(τ − 𝑡)𝑧𝑎
∗(τ) e−𝑗2π(𝑓−𝜈/2)τ𝑑τ

∞

−∞

]

∗

×

∞

−∞

 

(61) 

  × [ ∫ ℎ∗(τ + 𝑡)𝑧𝑎(τ)  e
−𝑗2π(𝑓+𝜈/2)τ𝑑τ

∞

−∞

] e𝑗2π𝑡ν𝑑𝜈. 

Очевидно, выделенные в квадратные скобки ча-
сти представляют модуль оконного преобразова-
ния Фурье сигнала, по сути – мгновенный спектр.  

Следовательно, после соответствующей замены, 
предложенной в [23], получим выражение: 

ρ̃𝑊(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑆𝑧
∗ (𝑓 −

ν

2
, 𝑡) 𝑆𝑧 (𝑓 +

ν

2
, 𝑡) e𝑗2π𝑡𝑣𝑑𝜈

∞

−∞

. (62) 

Конечное выражение представляет результат 
обратного оконного преобразования Фурье от 
свертки комплексно сопряженных спектрограмм. 

Результирующее выражение (62) открывает но-
вый подход к разработке продуктивных ПРВ.  Дей-
ствительно, его можно интерпретировать как за-
мену сигнала в исходном распределении Вигнера 
на его мгновенный спектр (оконным преобразова-
нием Фурье), вычисляемый по формуле. Общий вид 
аналитического выражения, определяющего ука-
занную операцию, можно представить формулой 
[26]: 

𝑆𝑧(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑧(τ)ℎ(τ − 𝑡)exp(−𝑗2π𝑓τ)𝑑τ,

∞

−∞

 (63) 

где 𝑆𝑧(𝑓, 𝑡)  результат представления процесса на 

частотно-временном плане, называемый оконным 
преобразованием Фурье (преобразование Фурье на 
коротком интервале времени).  

Поскольку представленный подход не меняет 
природы синтезируемого ЧВР, то, следовательно, 
ему присущи те же недостатки, которые свойствен-
ны псевдораспределению Вигнера (34). Прежде 
всего, функции (63) и (34) не обладают свойством 
получения точного маргинального распределения 
по времени (свойство 7 в таблице 1), поскольку не 
удовлетворяют ограничению на ядро преобразова-
ния (Φ(τ, 0) ≡ 1 при всех τ) [10, 11].  
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Заключение 

К сожалению, точного решения задачи полного 
подавления интерференционного фона при обра-
ботке многокомпонентных сигналов, в рамках из-
вестных подходов, не существует.  

Билинейные ЧВР класса Коэна, в общем случае, 
являются подоптимальными, поэтому конкретный 
тип распределения сигнала должен определяться 
целью проводимой обработки. 

Таким образом, для алгоритмов обработки, по-
строенных на рассмотренных выше принципах, 
проблема разделения двух близко расположенных 
по частоте сигналов имеет место. Трудно рассчиты-
вать на ее решение в явном виде, поскольку даже 
доказательство существования такого решения 
проблематично.  

Следовательно, всегда имеется возможность 
дальнейшего поиска эффективных процедур обра-

ботки сигналов в приложении к практическим за-
дачам радиомониторинга [24]. Очевидно, что он 
должен быть направлен на оптимизацию сглажен-
ных форм псевдораспределений, обладающих по-
ниженным уровнем интерференционного фона.  

Другим продуктивным подходом к анализу и об-
работке нестационарных сигналов является ис-
пользование многомерных описаний функции 
плотности распределения их энергии (полиспек-
тральные представления и кумулянты [25]). 

Несмотря на указанные проблемы, билинейные 
распределения все более активно используются в 
решении практических задач обработки сигналов, 
что следует из работ [26−31]. 

Несмотря на то, что теория частотно-временного 
анализа считается уже сформированной, проводи-
мые исследования, в частности [32], открывают 
новые возможности билинейных распределений. 
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Введение 

Анализ основных тенденций развития телеком-
муникационных сетей (ТКС) специального назна-
чения (СН), представленный в работе [1], показал, 
что их особенностью является функционирование 
в условиях преднамеренных дестабилизирующих 
воздействий радиоэлектронного и информаци-
онно-технического характера. При этом используе-
мые в ТКС СН протоколы маршрутизации ориенти-
рованы на псевдостатическую структуру сети и, 
как показали теоретические и экспериментальные 
исследования автора [2, 3], этим протоколам свой-
ственны длительные процессы восстановления 
связи при изменении топологии сети, централиза-
ция принятия решений о перемаршрутизации по-
токов трафика, недостаточно проработанные меха-
низмы своевременного обнаружения изменений в 
топологии сети. Основным концептуальным недо-
статком протоколов маршрутизации является низ-
кая эффективность реакции на изменения тополо-
гии сети их математической основы – алгоритмов 
поиска кратчайших путей. Подавляющая часть ши-
роко используемых протоколов маршрутизации 

(OSPF, IS-IS, IGRP, EIGRP, PNNI и др.) основана на ал-
горитмах Дейкстры и Беллмана-Форда, которые 
являются «поглощающими» и по своей сути не спо-
собны одновременно с поиском кратчайших путей 
в сети строить множество резервных путей, кото-
рые можно использовать в случае изменения топо-
логии. Имеющиеся алгоритмы поиска нескольких 
путей между узлами (например, алгоритм Йена) яв-
ляются итерационными и основаны на последова-
тельном поиске все тех же кратчайших путей при 
удалении отдельных ребер сети. Однако в таких ал-
горитмах количество итераций резко возрастает 
при увеличении размерности сети, что препят-
ствует применению этих алгоритмов в составе про-
токолов маршрутизации реальных ТКС.  Указанные 
факторы ведут к существенному снижению устой-
чивости ТКС СН при использовании в них стандарт-
ных протоколов маршрутизации. 

Одним из направлений устранения вышеуказан-
ных недостатков существующих протоколов марш-
рутизации и, соответственно, повышения устойчи-
вости ТКС СН является использование имеющегося 
топологического ресурса в сети и формирование у 
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известных протоколов маршрутизации дополни-
тельной функциональности – способности одновре-
менно с поиском кратчайших путей находить допол-
нительные резервные пути. Данные пути предпола-
гается использовать в случае, если в результате 
преднамеренных дестабилизирующих воздействий 
топология сети изменилась и требуется произвести 
пересчет кратчайших маршрутов, но без прерыва-
ния процессов передачи трафика.  

Этот подход в теоретическом виде формализо-
ван в форме метода обеспечения устойчивости те-
лекоммуникационной сети за счет использования 
ее топологической избыточности в работе автора 
[4]. В работе автора [5] на основе данного метода 
предложена модификация алгоритма поиска крат-
чайших путей Дейкстры в направлении повыше-
ния устойчивости, за счет дополнительного фор-
мирования в сети как кратчайших, так и резервных 
путей. В настоящей статье предлагается рассмот-
реть применение вышеуказанных методов и моди-
фицированного алгоритма Дейкстры к практике, а 
именно – к совершенствованию протокола марш-
рутизации OSPF (от англ. Open Shortest Pass First) в 
интересах повышения устойчивости ТКС СН, функ-
ционирующей на основе данного протокола. 

 
Особенности протокола OSPF 

Протокол OSPF – стандартный протокол марш-
рутизации по состоянию каналов, поддержи-ваю-
щий работу со стеками протоколов TCP/IP и 
IP/MPLS, алгоритм поиска маршрута в котором ос-
нован на алгоритме Дейкстры. Полное описание 
протокола OSPF представлено в RFC 2328 [6] и в ра-
боте [7]. Рассмотрим основные особенности прото-
кола OSPF, значимые для решения задачи повыше-
ния устойчивости ТКС СН. 

В OSPF в качестве метрики М канала связи (КС) 
используется интегральный коэффициент каче-
ства обслуживания: 

𝑀 = 𝑘1
108

𝐶
+ 𝑘2𝑇зад, (1) 

где C – пропускная способность канала связи, бит/с; 
Тзад – задержка передачи в канале связи, c; k1, k2 – 
коэффициенты, определяющие значимость 
параметров (по умолчанию для протокола OSPF k1 = 
1, k2 = 0). 

Вычисляемая протоколом OSPF метрика пути 
представляет собой сумму метрик всех КС, входя-
щих в состав пути. Если в процессе формирования 
дерева кратчайших путей в ТКС СН маршрутизатор 
обнаруживает более чем один путь к какому-либо 
узлу или подсети, то он использует только один 
путь с наименьшей метрикой. Каждый маршрути-
затор обладает полной информацией о состоянии 
всех интерфейсов всех маршрутизаторов сети и са-
мостоятельно решает задачу определения маршру-
тов передачи трафика. 

Для транспортных целей OSPF напрямую ис-
пользует протокол IP, т.е. он не использует для пе-
редачи своих сообщений протоколы UDP или TCP. 
При отправке своих сообщений протокол OSPF ис-
пользует свой код в соответствующем протоколь-
ном поле IP-заголовка. Так как протокол OSPF не 
требует инкапсуляции своих пакетов, это сильно 
облегчает маршрутизацию в сетях с большим коли-
чеством шлюзов и сложной топологией (так как ис-
ключается лишняя циркуляция пакетов, что сокра-
щает транзитный трафик). 

Протокол OSPF основан на двухуровневой мо-
дели сети. Для обозначения выделенной автоном-
ной области маршрутизации в OSPF используется 
термин «опорной области» («backbone»). К кон-
кретной опорной области все прочие области при-
соединяются через пограничные маршрутизаторы. 
Протокол OSPF реализует функции маршрутиза-
ции лишь в пределах одной конкретной опорной 
области, которая может охватывать любую часть 
сети (однако она должна быть непрерывной). Со-
гласно негласному эмпирическому правилу в од-
ной области не должно быть более 40 маршру-ти-
заторов и она может быть поделена на отдельные 
подобласти, каждая из которых становится отдель-
ным объектом маршрутизации, что позволяет зна-
чительно сократить необходимый объем таблицы 
маршрутизации (ТМ). 

Для передачи маршрутной информации прото-
кол OSPF использует широковещательные рас-
сылки сообщений Hello. В протоколе OSPF исполь-
зуется несколько временных параметров, и среди 
них наиболее важными являются интервал сооб-
щения Hello и интервал отказа маршрутизатора [2]. 
Каждый маршрутизатор отправляет сообщение 
Hello каждому своему смежному маршрутизатору 
один раз на протяжении интервала Hello. Если по 
истечении интервала отказа маршрутизатора сооб-
щение Hello от соседа не получено, то считается, 
что этот смежный маршрутизатор неработоспосо-
бен, и по сети распространяется объявление об из-
менении сетевых связей, чтобы другие маршрути-
заторы произвели пересчет маршрутов. Интервал 
отказа маршрутизатора определяется как количе-
ство интервалов времени, которое должно пройти 
без получения сообщений Hello, чтобы соседний 
маршрутизатор стал считаться недоступным. 
Обычно интервал отказа маршрутизатора равен 
1-5 интервалов Hello. 

При обнаружении нового маршрутизатора смеж-
ные маршрутизаторы обмениваются информацией 
для аутентификации. Если эта операция проходит 
успешно, они передают друг другу свои системные 
идентификаторы. Когда интервал отказа маршрути-
затора истекает, то маршрутизатор с наивысшим 
приоритетом и наибольшим идентификатором объ-
являет себя ответственным маршрутизатором (DR, 
от англ. Designated Router), а следующий за ним по 
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приоритету маршрутизатор объявляет себя резерв-
ным ответственным маршрутизатором (BDR, от 
англ. Backup Designated Roter). В BDR хранится копия 
ТМ и этот маршрутизатор берет на себя функции DR 
в случае, когда тот оказывается недоступным. DR от-
вечает за поддержание актуального состояния и 
синхронизацию ТМ всех маршрутизаторов опорной 
области, обновление информации о метрике КС, а 
также за широковещательную рассылку сообщений 
об изменениях топологии сети в данной опорной об-
ласти. 

При изменении состояния того или иного КС 
маршрутизатор, к которому этот КС подключен, по-
сылает соответствующее сообщение DR, BDR и со-
седним маршрутизаторам, а те, в свою очередь, де-
лают то же самое. Далее маршрутизаторы сравни-
вают номер версии состояния поддерживаемых 
ими КС с номерами версий, хранимых на DR. Ис-
пользуя широковещательные рассылки, маршру-
тизаторы обмениваются сообщениями об измене-
нии состояний КС, поддерживая актуальность как 
своих, так ТМ в DR. Причем в каждом таком сообще-
нии указывается временная метка для того, чтобы 
сообщение, прибывшее позже нового из-за случай-
ных задержек в сети, не нарушило актуальность 
ТМ. В случае отказа КС маршрутизаторы отправ-
ляют друг другу не все содержимое ТМ, а только 
данные о КС, изменивших свое состояние. Маршру-
тизаторы обмениваются не только своими, но и чу-
жими сообщениями о топологических связях, полу-
чая данные о состоянии всех КС сети. На основе 
этих данных формируется граф сети, идентичный 
для всех маршрутизаторов опорной области. Кроме 
данных о соседях, маршрутизатор в своем сообще-
нии перечисляет подсети, с которыми он непосред-
ственно связан. Поэтому после получения инфор-
мации о графе связей в сети, вычисление маршрута 
до каждой подсети производится непосредственно 
по этому графу, при этом вычисление маршрутов, 
как до узлов опорной области, так и к другим под-
сетям производится по алгоритму Дейкстры. 

Общая схема функционирования маршрутиза-
тора со стандартным протоколом OSPF представ-
лена на рисунке 1. 

 
Модифицированный алгоритм Дейкстры 

В основе предлагаемого усовершенствования 
протокола OSPF лежит использование модифици-
рованного алгоритма поиска кратчайших путей 
Дейкстры, представленного в работе автора [5].  

Рассмотрим кратко данный модифицированный 
алгоритм. При его формализации используются 
следующие обозначения: 

D = {di}, i = 1, …, n – множество расстояний до поме-
ченных вершин от начальной вершины;  
di – расстояние от вершины U1 до вершины Ui, полу-
ченное при использовании алгоритма поиска крат-
чайших путей; 
G(U, V) – ориентированный граф, соответствующий 
ТКС СН; 
I = 1, …, n – переменная, счетчик вершин; 
J = 1, …, n – переменная, счетчик вершин; 
L – множество смежных помеченных вершин, со-
держащих множество расстояний от начальной 
вершины до помеченных вершин; 
L = {li}, i = 1, …, n – множество смежных помеченных 
вершин; 
li = Uj – помеченная вершина, через которую достиг-
нута вершина Ui; по окончании работы алгоритма 
переменная li содержит кратчайшие пути от i-ой 
вершине к каждой вершине графа; 
n – количество вершин в графе; 
P – множество помеченных вершин; 
T – переменная, определяющая последнюю поме-
ченную вершину; 
U1 – начальная вершина; 
V(Ui, Uj) – вес ребра, соединяющего i-ую и j-ую вер-
шины; 
R = {r} – множество вершин потенциальных резерв-
ных путей (в это множество вносятся достигнутые 
вершины, смежные с рассматриваемой; в дальней-
шем элементы множества используются при 
нахождении резервных путей); 
C = {c} – множество весов ребер потенциальных ре-
зервных путей (в это множество вносятся веса ре-
бер, исходящих из вершин, вносимых в множество 
R, и входящих в рассматриваемую вершину); 
Z = {z} – множество резервных путей в вершину (со-
держит резервные пути в рассматриваемую вер-
шину, сформированные в результате проведения 
логических операций над входящими в него эле-
ментами и элементами множеств R и L); 
S = {s} – множество весов резервных путей к вер-
шине (содержит веса путей из множества Z и ис-
пользуется для ранжировки резервных путей при 
выводе результатов работы алгоритма). 

Схема модифицированного алгоритма Дейкс-
тры приведена на рисунках 2а и 2б. К новым эле-
ментам алгоритма относятся блоки 16–23, 25.  

В блоках 16–17 реализуется формирование мно-
жества вершин R к текущей рассматриваемой вер-
шине. 

В блоках 18–23, путем пересечения множеств R и 
L, а также Z, осуществляется формирование мно-
жества Z резервных путей.  

В блоке 25 осуществляется ранжировка резерв-
ных путей по сумме весов, входящих в их состав ре-
бер. 
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Да
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Формирование
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из кратчайших путей
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метрики маршрутов 
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За 
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отказа маршрутизатора» 

поступил хотя бы 

один пакет 

Hello
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отвечающих 

маршрутизаторов в 

статус «недоступен»
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«доступен»

Да

Нет

Вычисление 

кратчайших путей 
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НАЧАЛО

Начало работы 
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также смежных маршрутиза-
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Маршрутизация

трафика 

по кратчайшему пути

Оценка интегральной метрики 

подключенных каналов связи

4

5

6

7
8

9

10
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16

Получение 

от основного (DR) или 

смежного маршрутизатора  

сообщения о новой топологии 

сети и метрики каналов
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Рис. 1. Схема функционирования маршрутизатора на основе протокола OSPF 
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Введение необходимых множеств  

и определение  начальных значений элементов множеств

P – множество помеченных вершин;

  – jU= il, множество смежных помеченных вершин – n ,  ,1 = i}, il{= L

по окончании ,  iU через которую достигнута вершина, помеченная вершина

;содержит кратчайшие пути к каждой вершине il работы алгоритма

множество расстояний до помеченных вершин от  – n ,  ,1 = i, }id{=D 

начальной вершины; 

;множество вершин потенциальных резервных путей – }ir{=R 

;множество весов ребер потенциальных резервных путей – }ic{=C

; iU множество весов резервных путей к вершине – }is{=S

 iz аждый элементк ;iU множество резервных путей в вершину – }iz{=Z

представляет собой набор вершин резервных путей.

НАЧАЛО
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P ϵ 1U: 1U Пометка вершины

Задание расстояний 

n...2 = i,  = id: до всех вершин

как последней помеченной  1U Определение

1U=t: вершины

1

2

5

6

 1U Внесение расстояния от вершины          

:D в множество расстояний iU до вершины

i d U D= D     

}i d{ min= i  d|i U: Внесение вершины  

i U U P= P   :P в множество помеченных вершин

с минимальным   i U  Присвоение вершине             

текущим весом значение последней помеченной : 

}i d{ min=i d | i=t

 смежной вершине,   iU Внесение вершины             

в множество , через помеченное ребро  jU

смежных помеченных вершин L:

 iU = j l

11

12

15

.

да

нет

Есть

 непомеченные вершины:

7

Выбор минимального  

 i U расстояния до вершины

})i U ,t(V + t d ,i d{ min  = i d

Для всех 

непомеченных вершин:

|i iU U P 

8

9

 Достигнуты  

 все вершины, и при этом

 i iU d U  

10

      Граф сети является несвязным.

 } )=i U(d| i U{ До множества вершин 

нет - 1U  путей  от вершины

13

да

Определение начальных значений множеств: 

D={ø}; R={ø}; L={ø}; Z={ø};

Р={ø}; C={ø}; W={ø}; S={ø}

24
        Вывод для всех помеченных вершин 

кратчайших расстояний до них и их весов из 

множеств D и L

Определение вершин, достигаемых 

через помеченные вершины

Определение  помеченной вершины 

  и поиск  кратчайшего пути

14

резервных путей   i U Вывод для всех      

из множества Z, ранжированных по 

возрастанию весов из множества S

25

4

Ввод начальных данных:

G(U, V) – граф сети; 

n – количество вершин в графе ; 

i = 1,  , n;  j =1,  , n – переменные, счетчики вершин;

;вершина начальная – 1U

-ю вер-j ю и-i соединяющего, вес ребра – )jU ,iU(V

шины;

; iU до вершины 1U расстояние от вершины  –  id

t  –  переменная, определяющая последнюю 

помеченную вершину.

A

Б

3

1,

i

i

U P
U

i n






нет

Рис. 2а. Модифицированный алгоритм поиска кратчайших путей Дейкстры [5] 
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резервные пути в множестве Z
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Формирование потенциальных 

резервных путей

нет

Формирование 

резервных путей

да

A

Б

 
Рис. 2б. Модифицированный алгоритм поиска кратчайших путей Дейкстры [5] (продолжение) 

Усовершенствование протокола  
маршрутизации OSPF 

В рамках совершенствования протокола OSPF 
для использования его в составе ТКС СН предлага-
ется реализовать несколько направлений дора-
ботки данного протокола: 

– в метрике протокола необходимо явно учесть 
надежность каналов связи путем введения соот-
ветствующего параметра; 

– расчет маршрутов необходимо вести по моди-
фицированному алгоритму поиска кратчайших пу-
тей Дейкстры, представленному в работе [5], кото-
рый одновременно с кратчайшими путями форми-
рует и множество резервных путей; 

– в таблице маршрутизации необходимо хра-
нить как кратчайшие, так и непересекающиеся ре- 

зервные маршруты, ранжированные по уровню 
увеличения суммарной метрики маршрута; 

– при поступлении от ответственного маршру-
тизатора области или от смежных маршрутизато-
ров сообщения об изменении топологии сети или 
метрики КС, а также в случае самостоятельного вы-
явления подобных фактов, маршрутизатор сразу 
же переходит на резервный маршрут, а уже потом 
производит оповещение ответственного маршру-
тизатора и смежных маршрутизаторов, ведет пере-
счет кратчайших путей и формирование новых 
маршрутов. 

Остальные усовершенствования относительно 
стандартного протокола OSPF представлены на ри-
сунке 3. К измененным функциям относятся блоки 
10–12 и 16–19. 
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по кратчайшему пути

Оценка интегральной метрики 
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Да
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11

Произошло 

изменение 

топологии сети?
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2
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маршрутизатор?
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маршрутизатора  сообщения о 

новой топологии сети и метрики 

каналов

13

Рис. 3. Схема функционирования маршрутизатора на основе усовершенствованного протокола OSPF 
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Блок 10 выступает своеобразным «логическим 
вентилем», который на начальном этапе работы 
маршрутизатора позволяет сформировать ТМ из 
кратчайших и резервных путей, а в дальнейшем, 
при любых изменениях в сети, перенаправляет тра-
фик, на который влияют произошедшие измене-
ния, на резервные пути (блоки 11, 12). Переход тра-
фика на резервные пути позволяет не прерывать 
передачу данных при выполнении операций, пред-
ставленных в блоках 14–19. 

Блок 16 содержит изменения связанные с усо-
вершенствованием метрики КС, которые указаны 
ранее, а именно – переход вычислению метрики от 
выражения (1) к выражению (2). 

Блок 17 отличается тем, что в нем вместо стан-
дартного алгоритма Дейкстры вычисление кратчай-
ших и резервных путей реализуется по модифици-
рованному алгоритму. 

В блоке 18 реализуется функция добавления в 
ТМ помимо кратчайших путей еще и резервных пу-
тей. Таким образом, маршрут передачи изменяется 
с резервного пути, введенного в блоке 12, на теку-
щий кратчайший путь. 

Учет в составе метрики КС параметра надежно-
сти предлагается вести путем использования инте-
гральной метрики, подобной той, которая исполь-
зуется в протоколе IGRP: 

𝑀 = (𝑘1
108

𝐶
+ 𝑘2

𝑇зад
10

)
𝑘3

η + 𝑘4
, (2) 

где η – надежность канала связи, как доля успешно 
переданных по каналу связи пакетов; k1, k2, k3, k4 – 
коэффициенты, определяющие значимость пара-
метров. 

Заключение 

В связи с широкой распространенностью прото-
кола OSPF и наличием у него определенных недо-
статков в части обеспечения устойчивости сети, во-
просы его усовершенствования рассматривались 
во многих работах зарубежных и отечественных 
ученых [8–24]. Вместе с тем предложения по совер-
шенствованию протокола маршрутизации OSPF, 
представленные в настоящей статье, отвечают 
критерию технической новизны: 

1) в составе усовершенствованного протокола 
OSPF используется модифицированный алгоритм 
поиска кратчайших путей Дейкстры [5], который 
впервые разработан автором и который одновре-
менно с кратчайшими путями позволяет формиро-
вать и множество резервных путей; 

2) в усовершенствованном протоколе OSPF из-
менена последовательность выполнения опера-
ций, а также введены дополнительные операции, 
выполняемые при изменении топологии сети, что 
позволяет снизить время восстановления связи 
при динамическом изменении как метрики отдель-
ных КС, так и топологии сети в целом. 

Практическая значимость предложений по со-
вершенствованию протокола OSPF заключается в 
том, что они применимы к широкому спектру 
ТКС СН, использующим для маршрутизации тра-
фика стандартный протокол OSPF, и позволяют ре-
ализовать повышение устойчивости ТКС СН по 
двум направлениям – за счет повышения структур-
ной связности сети и за счет снижения длительно-
сти переходных режимов маршрутизации. 
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Многие технические и технологические реше-

ния в современном мире создаются на основе 
большого информационного материала. Инфор-
мационные ресурсы сети Интернет постоянно по-
полняются новыми публикациями, размышлени-
ями и суждениями. Социум средствами телеком-
муникаций воспроизвел огромный научный пласт 
знаний и практических результатов натурных ис-
следований, которые являются основой для кон-
струирования новых понятий, направленных на 
решение актуальных проблем.  

Развитие микроэлектроники традиционно свя-
зано с элементной базой, обеспечивающей созда-
ние сложных вычислительных устройств. Целена-
правленная модернизация элементной базы сего-
дня формируется на основе квантовой теории, 
вскрывающей «тонкие эффекты полупроводника». 
Утонченность новых понятий часто создается по-
средством модели, реализуемой компьютером и 
средствами визуализации результатов, например, 
фрактальными моделями [4]. Введение этих поня-
тий подчеркивает тот факт, что современная мик-
роэлектроника является большим научно-
производственным кластером, обеспечивающим 
прогрессивное развитие социума. В историческом 
отношении развитие микроэлектроники характе-
ризуется серией научных разработок. Научные 
концепции микроэлектроники основываются на 
большом количестве исследовательских работ в 

области кристаллографии, атомарной физики и 
химии. Первые опытные проекты по созданию по-
лупроводниковых структур относят к середине 
двадцатого столетия. Относительно несложные 
физические модели полупроводниковых элемен-
тов, исполненные в лабораторных условиях, ини-
циировали создание первых промышленных об-
разцов полупроводниковых изделий. В дальней-
шем, с развитием промышленного выпуска 
средств вычислительной техники, потребность в 
полупроводниковых изделиях резко возросла. Ти-
пичную группу полупроводников составляют ато-
мы германия, кремния, селена, теллура, мышьяка.  

Наряду с промышленным ростом выпуска полу-
проводников повышались требования к техниче-
ским параметрам изделий. На первых этапах эти 
требования рассматривались на уровне геометри-
ческих размеров, критических параметров работы 
в разных условиях эксплуатации технических из-
делий.  

Совершенствование технологии производства 
микроэлектронных компонентов для вычисли-
тельных систем создало общую концепцию произ-
водства интегральных схем. Этот этап развития 
микроэлектроники стимулировал развитие новой 
концепции технологического развития производ-
ства, где большое внимание уделяется метрологии 
и средствам технологического контроля. Этим ас-
пектам производственного процесса уделяется 
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большое внимание. Совершенствование техниче-
ских показателей полупроводниковых изделий в 
большей степени зависит от качества и состава 
природного материала полупроводников. Совер-
шенствуя научные основы физики полупроводни-
ков, становится возможным создание сложных 
моноструктур.  

Большие интегральные схемы явились логиче-
ской надстройкой в технологии по производству 
средств микроэлектроники. Современные концеп-
ции развития отрасли микроэлектроники свиде-
тельствуют о постоянном росте научного и техно-
логического потенциала, ориентированного на 
создание ультрабольших интегральных схем. Кри-
сталлическая структура таких микроэлектронных 
средств, например, микропроцессора, создается на 
основе примерно 3*109 экземпляров транзисторов, 
обладающих длиной затвора около 8 нм. 

Для микроэлектроники, как промышленного 
кластера, большое значение придается научным 
(физическим) исследованиям, а также разработке 
и освоению новых технологий создания прогрес-
сивных изделий. Прогресс в отрасли наблюдается 
на фоне непрерывного повышения уровня слож-
ности производства и технологии мониторинга 
качества готовых изделий. Так, например, на 
начальном этапе становления отрасли, производ-
ство схем динамической памяти емкостью всего 
64 Кбит на сетке в 3,0 мкм проводилось по техно-
логии в 100 операций и семью литографическими 
процедурами. Эта же технология вначале двадцать 
первого столетия, реализует производство микро-
схем с 1 Гбит памяти 440 операциями на сетке в 
0,13 мкм и посредством 21 литографической про-
цедуры. Совершенствование микроэлектронных 
изделий проводится по широкому перечню полу-
проводников, но основное внимание уделяется 
атомам кремния и германия.  

Выделяя физические аспекты в исследовании 
свойств полупроводников, устанавливается почти 
очевидный факт, что электрические свойства не-
металла сильно зависят от примесей. Именно об-
ширные физические исследования устанавливают 
аномальные свойства типичных полупроводни-
ков: германия и кремния. В промышленности эту 
особенность используют, модулируя нужный тип 
полупроводника. При нормальной температуре 
кремний хрупок, но при нагревании выше 800 С0 
возможна пластическая деформация. Для герма-
ния устанавливается наличие специфических 
свойств, которые позволяют создавать уникаль-
ные приборы, например, видеорегистраторы.  

Существует несколько технологических схем 
получения кристаллического кремния методом 
электрического расплава. В качестве исходного 
материала используется кварцит, иногда кварц. 
Кварцит представляет типичную горную породу 
зернистого строения. Кварц представляет хорошо 

различимую структуру оксида кремния, основу 
которой составляет шестигранная призма. 

Природные формы кремнезема представлены 
минералом кварцем или породами почти полно-
стью им сложенными – кварцитом. Инородные 
минералы, содержащиеся в кварците, золе восста-
новителя и электродах, являются источником по-
ступления в кремний железа, алюминия, кальция 
и других элементов. Относительно несложная тех-
нология добычи кварцита порождает проблемы 
получения образцов кремния с малой долей при-
месей. Типичная характеристика кремневого сы-
рья представляется составом: SiO2 (98 %); Fe2O3 
(0,25 %); Al2O3 (0,6 %); CaO (0,25 %). Конечный 
продукт – кристаллический кремень характеризу-
ется составом: Si (99,2–97,84 %); Fe (0,39–0,8 %); Al 
(0,25–0,45 %); другие примеси (0,32–0,54 %). 

Независимо от типа и происхождения кристал-
лического кремния, полученные квадратные, 
псевдоквадратные призмы и цилиндры из крем-
ния разрезаются на пластины, на которых мето-
дами планарной технологии создаются электрон-
ные приборы. 

Технологический процесс создания кремниевых 
ИС представлен двумя направлениями. Первое 
направление имеет аббревиатуру FEOL (от англ. 
«front end of line» или «front end processing») и ха-
рактеризует процесс создания активных приборов 
– транзисторов. Второе направление – BEOL (от 
англ. «back end of line» или «back end processing») – 
характеризует группу процессов по созданию ме-
жэлементных связей внутри микроструктуры 
электронного изделия. Эти направления имеют 
общую концепцию развития. В относительно не-
давнем прошлом основным тезисом концепции 
являлось уменьшение размеров полупроводнико-
вых приборов, что позволяло повысить рабочую 
частоту. Разработка таких проектов тесно связана 
с технологическими особенностями получения 
кристаллического кремния. Стремление понизить 
размеры полупроводниковых приборов реализо-
вывалось средствами новейших методов и техни-
ческих средств контроля технологического про-
цесса. Развитие технических систем мониторинга 
всего технологического процесса – от производ-
ства кремниевого сырья до полупроводникового 
прибора инициализировало работы по моделиро-
ванию полупроводниковых структур.  

Создание моделей полупроводниковых струк-
тур широко распространено. Для этого направле-
ния характерно рассмотрение некоторого списка 
вопросов, раскрывающих как природные (физиче-
ские (химические) свойства исходного материала), 
так и исключительно виртуальные понятия. Так, 
например, технологические требования создания 
«тонкой области» затвора транзистора, продикто-
ванные практическими соображениями о малых 
размерах полупроводникового прибора, сформи-
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ровали устойчивый образ двумерного и плоского 
слоя. В физическом отношении такие слои созда-
ются на основе связанных атомов. По серии иссле-
дований установлено, что толщина двумерного 
материала много меньше типичных образцов, об-
ладающих «линейной – плоской структурой». 
Двумерный материал полупроводника создается 
как монослой гофрированного типа. В такой 
структуре условно можно выделить «среднюю 
плоскость», относительно которой создается мо-
нослой с чередующимися по высоте расположения 
атомами. Основное преимущество «двумерных 
материалов» в том, что созданный на их основе 
полупроводниковый прибор обладает значитель-
но меньшими размерами. Такой результат дости-
гается посредством предварительного расчета, 
моделирования новой кристаллической структу-
ры и, что самое важное, на основе определенного 
химического состава исходного материала – пла-
стин кремния. 

Пластины кремния, как основа производства 
полупроводниковых приборов, должны соответ-
ствовать определенным требованиям по чистоте. 
В реальных условиях производственной линии 
сверхбольшой интегральной схемы на пластины 
воздействует множество факторов. Технологиче-
ски чистой считается поверхность, концентрация 
примесей на которой не препятствует воспроиз-
водимому получению заданных значений и ста-
бильности параметров интегральной микросхемы. 

Загрязнения можно рассматривать как примеси, 
находящиеся на поверхности пластин. Условно 
такие примеси подразделяются на несколько 
групп. Твердые поверхностные примеси отлича-
ются по физическим и химическим свойствам от 
пластин кварца. Примеси могут неравномерно 
располагаться по поверхности пластин, образуя 
своеобразный рисунок, наблюдаемый посред-
ством электронного микроскопа. Происхождение 
этих примесей разнообразно и не всегда удается 
учету. 

Аморфные примеси, как правило, представлены 
пленками с толщиной слоя 1–2 нм. К этой группе 
следует отнести пленки собственных оксидов 
кремния. Типичное представление о качестве по 
чистоте кремниевого материала формирует пред-
ставление о трех кластерах.  

Первый кластер отождествляют с кремнием вы-
сокого качества (99,999 %), пригодным для созда-
ния электронных изделий и высоким показателем 
времени жизни основных носителей заряда.  

Наличие в полупроводнике, при определенных 
условиях, основных и неосновных носителей заря-
да, характеризует неравновесное состояние. По-
скольку такое состояние не характерно для полу-
проводника, неравновесное состояние сменяется 
равновесным состоянием, как только исчезает 
управляющее внешнее воздействие. Длительность 

перехода к равновесному состоянию определяется 
временем жизни неосновных носителей заряда. 
Поскольку концентрация основных носителей за-
ряда при управляющем воздействии меняется не-
значительно, принято рассматривать время жизни 
неосновных носителей заряда. Так, например, для 
дырочной конструкции полупроводника после 
прекращения управляющей инжекции электронов 
изменение неравновесной концентрации элек-
тронов объясняется наличием разности скоростей 
рекомбинации и генерации. Скорость смены 
управления состоянием полупроводника характе-
ризуется рабочей частотой. Понятие о рабочей 
частоте можно воспроизвести в терминах кванто-
вой теории, где требуется учитывать массу полу-
проводника, образованную разными пропорциями 
позитронов и нейтронов.  

Второй кластер характеризует полупроводни-
ковый кремний (99,999 %) так называемого сол-
нечного вещества, широко используемого в фото-
электрических преобразовательных приборах. 

Третий кластер представлен так называемым 
техническим кремнием (98 %), широко использу-
емым в производстве поликристаллического 
кремния. 

Многие свойства полупроводников объясняют-
ся особенностями атомарной конструкции, со-
зданной на аксиомах квантовой теории. В основе 
атомарной концепции находится постулат, со-
гласно которому в Природе существуют только 
уникальные атомарные конструкции. Изменение 
физических свойств атомов возможно при условии 
модификации массы атома. Следуя этим представ-
лениям, подчеркнем важность понятия связи за-
ряда атома с порядковым номером в таблице хи-
мических элементов Д.И. Менделеева. Наличие 
протонов и нейтронов, реализующих сложный 
процесс взаимного превращения и определяющих 
массу атома, способствует расширению понятия о 
строении атома, о модификации массы, об изотопе 
химического элемента. 

Изменение изотопного состава образца веще-
ства модифицирует физические свойства объекта 
[5]. В целом, для большинства атомов химических 
элементов изменение изотопного состава мало 
влияет на химические свойства, лишь отчасти мо-
дифицируя физически параметры. Однако, для 
типичных полупроводниковых объектов – атомов 
кремния и германия, эти представления можно 
признать неполными. Переход к нанотехнологиям, 
затрагивающим физические эффекты на малых 
атомарных расстояниях, сформировал представ-
ление о важности учета изотопного состава обра-
зов полупроводникового материала.  

Чистые полупроводники являются объектом, 
главным образом, теоретического интереса. Ос-
новные исследования полупроводников связаны с 
созданием сложных атомарных конструкций, 
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обеспечивающих, как минимум, высокое быстро-
действие. Создание сложных атомарных кон-
струкций базируется на теоретических расчетах и 
натурных исследованиях лабораторных образцов. 
Надо признать, что на практике это большие за-
траты. Польза этих исследований часто невелика, 
поскольку трудно изначально разработать гене-
ральный план создания полупроводника с задан-
ными свойствами. Хорошо известно, что чистые 
полупроводниковые материалы, такие как герма-
ний и кремний, содержат при комнатной темпера-
туре небольшое количество электронно-дыроч-
ных пар и поэтому способны поддерживать не-
большие токовые нагрузки. Для увеличения про-
водимости чистых материалов используется про-
цесс легирования.  

Другое направление современных исследова-
ний физики полупроводников базируется на кван-
товой теории, рассматривающей атомарную кон-
струкцию. Известно, что масса атома формируется 
позитрон-нейтронной парой. Изменение количе-
ства нейтронов в структуре атома позиционирует-
ся новой атомарной конструкцией – изотопом. Для 
любого химического элемента известного в насто-
ящее время обнаружен уникальный набор изото-
пов. Кремний и германий, как полупроводниковые 
материалы, не исключение. Современная практика 
создания технологического сырья для полупро-
водниковых изделий дополняется новыми физи-
ческими понятиями. В частности, существенного 
влияния изотопного состава полупроводника на 
технические показатели изделий микроэлектро-
ники. 

В настоящее время известно, что серия методов 
исследования – ядерный магнитный резонанс, по-
строение сечений рассеивания нейтронов и спек-
тра ядерных состояний убедительно свидетель-
ствует об отсутствии явных признаков изменения 
физических и химических свойств атомарных кон-
струкций большинства атомов. Однако, для неко-
торых полупроводниковых атомарных конструк-
ций эти представления не соответствуют дей-
ствительности. В атомарных конструкциях полу-
проводников, где учитывается изотопный состав 
материала, проявляются важные физические эф-
фекты. В самом общем понимании физики наблю-
даемого явления превалирует мнение о наличии 
«скрытых» атомарных процессов.  

Такие изотопические процессы наиболее отчет-
ливо проявляются в типичных полупроводнико-
вых структурах германия и кремния. Интерес к 
детальному изучению физики изотопических про-
цессов обосновывается необходимостью создания 
надежных образцов микроэлектроники. 

В качестве базового тезиса, поясняющего суще-
ство наблюдаемого изотопического явления, рас-
сматривается отчетливо наблюдаемый в экспери-
менте феномен: увеличение теплопроводности 

полупроводниковой структуры, созданной на ос-
нове определенного изотопа. Высокая степень 
теплопроводности полупроводникового материа-
ла позволяет создавать изделия микроэлектрони-
ки, способные работать на высокой тактовой ча-
стоте, и, следовательно, обладать способностью 
реализовывать большее количество вычисли-
тельных процедур. 

В исследовании изотопических явлений тради-
ционно оперируют базовыми понятиями физики. 
Так, при описании динамики смены состояний по-
лупроводниковой кристаллической структуры 
используют терминологию акустики. Это оказы-
вается полезным при формировании кинетиче-
ской модели распределения фононов, сопоставля-
емых с дискретным тепловым потоком. Впервые 
проблема зависимости фононной теплопроводно-
сти от средней массы атома, с учетом изотопного 
состава, рассматривалась в середине двадцатого 
столетия в работах А.Ф. Иоффе [5]. Наблюдаемый 
феномен происходит благодаря уникальному 
строению кристалла атома полупроводника и 
определенной массовой доли нейтронов. Сочета-
ние массовой доли реального атома и нейтронной 
добавки порождает эффект фононного резонанса, 
способствующего увеличению теплопроводности. 
Изотопический эффект отчетливо проявляется у 
атомов кристаллов германия и кремния. Это ока-
зывается полезным при создании аппаратных по-
лупроводниковых изделий микроэлектроники, 
работающих на высоких частотах. 

Рассмотрим типичный набор полупроводнико-
вых структур, основу которых составляют изото-
пы. Часть из них является природными, а другая 
часть получена искусственно. Время жизни изото-
пов оценивается периодом полураспада. Согласно 
кантовой теории некоторые изотопы имеют очень 
большой период полураспада. Это так называемые 
стабильные изотопы [5]. Другие изотопы обнару-
живают изменения массы атома за определенное 
время. 

Типичный перечень изотопов кремния пред-
ставлен в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1. Набор изотопов кремния 

Символ Количество 
протонов (р) 

Количество 
нейтронов 

(n) 

Масса 
изотопа 
(а.е.м.) 

Период 
полураспада 

28Si 14 14 27,976 стабилен 
29Si 14 15 28,976 стабилен 
30Si 14 16 29,973 стабилен 
31Si 14 17 30,975 157,3 мин 
32Si 14 18 31,974 170,0 лет 
33Si 14 19 32,978 6,18 с 
34Si 14 20 33,978 2,77 с 
35Si 14 21 34,982 780 мс 
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На практике широко используются полупро-
водниковые материалы на основе кремния, со-
зданные с участие изотопа 28Si. Именно такая 
структура кристалла кремния, с контролируемым 
энергетическим спектром, позволяет создавать 
современные микроэлектронные изделия.  

Альтернативой атому кремния, для микроэлек-
троники, является атом германия, который часто 
рассматривается в качестве дублера (таблица 2). 

ТАБЛИЦА 2. Набор изотопов атома германия 

Символ Количество 
протонов (р) 

Количество 
нейтронов 

(n) 

Масса 
изотопа 
(а.е.м.) 

Период 
полураспада 

69Ge 32 37 68,927 39,05 ч 
70 Ge 32 38 69,924 стабилен 
71 Ge 32 39 70,9249 11,41 суток 
72 Ge 32 40 71,92207 стабилен 
73 Ge 32 41 72,92345 стабилен 
74 Ge 32 42 73,92117 стабилен 
75 Ge 32 43 74,9228 82,78 мин 
76 Ge 32 44 75,9214 1,58·1021 лет 

Наличие современных информационных техно-
логий, позволяющих создавать компьютерные 
модели на основе разных семантических ресурсов, 
понятий и определений позволяет средствами ма-
тематики проводить построение математической 
модели [4]. Математическая модель рабочей полу-
проводниковой структуры, воспроизводимая с 
учетом постулатов квантовой теории и зонной 
теории проводимости, создается на основе фрак-
тала:  

𝑋𝑋(𝑡𝑡) = (𝑅𝑅 + 𝑟𝑟)Cos(𝑡𝑡) − 𝑟𝑟Cos �
𝑅𝑅 + 𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝑡𝑡� 

𝑌𝑌(𝑡𝑡) = (𝑅𝑅 + 𝑟𝑟)Sin(𝑡𝑡) − 𝑟𝑟Sin(
𝑅𝑅 + 𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝑡𝑡) 
(1) 

Фрактал позиционирует диссипативную систе-
му, отождествляемой с образом полупроводнико-
вой структуры, с учетом установленных парамет-
ров развертки событий. 

Дробный показатель, как первичный признак 
фрактального образа, конструируемого, например, 
в декартовой системе, позволяет использовать 
типичные компьютерные вычислительные среды. 
Выберем в качестве вычислительной среды EXCEL. 
Относительная простота написания макросов поз-
воляет воспроизвести вариативные фрактальные 
образы. 

Выбор функционала проведем на группе соот-
носимых объектов, например, окружностей. Ти-
пичным функционалом, реализующим сложную 
плоскую кривую, является уравнение эпициклои-
ды, где базовыми объектами являются две окруж-
ности с радиусами R и r. Эпициклоида позициони-
руется плоской кривой, образуемой фиксирован-

ной точкой окружности, катящейся по внешней 
стороне другой окружности без скольжения.  

Создадим графический образ для изотопа 28Si. 
Воспользуемся данными таблицы 1 и выражения 
(1). Предположим, что R = p и r = n, тогда R = p = 14, 
r = n = 12, при t = (0,2 π) (рисунок 1).  

Согласно сведениям натурных исследований, 
такая структура атома кремния воспроизводит 
показатель теплопроводности на 24 % больше, 
чем при иных сочетаниях протонов и нейтронов в 
атомарной конструкции кремния [6]. 

Резюмируя многочисленные научные материа-
лы по теме высокой теплопроводности полупро-
водниковой структуры, созданной на основе 
кремния 28Si, примем фрактальный образ за осно-
ву. Для образа введем показатель: 

Ω =
𝑃𝑃
𝑛𝑛

= 1,0 (2) 

 
Рис. 1. Фрактальный образ атома кремния 28Si, Ω = 1.0 

Формально такая атомарная конструкция отож-
дествляется с естественной природной конструк-
цией атома кремния. В качестве суждения по это-
му тезису следует указать, что в прошлом, когда 
изотопному составу полупроводника не уделялось 
должного внимания, в производстве и технологии 
создания средств микроэлектроники это пред-
ставлялось обычным совпадением оптимальных 
условий физической реализации материального 
объекта. Однако стремление улучшить проводи-
мость полупроводника методом легирования спо-
собствовало актуализации натурных исследова-
ний, а затем теоретического осмысления рабочих 
процессов полупроводниковой структуры в раз-
ных, в энергетическом смысле, атомарных кон-
струкциях. Долгий и затратный механизм созда-
ния новых полупроводниковых структур на осно-
ве натурных исследований дополнился теоретиче-
скими положениями [2, 3]. На практике решение 
этой проблемы можно рассматривать на основе 
квантовой теории атома, реализуемой средствами 
моделирования атомарных конструкций [1], в том 
числе и сложных атомарных конструкций, получа-
емых методом легирования. В этом смысле, высо-
кая скорость получения результатов посредством 
компьютерного моделирования, позволяет сокра-
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тить финансовые и временные затраты и, одно-
временно с этим, указать направление высоко 
перспективных разработок полупроводниковых 
структур [3]. Выделяя этот тезис, воспроизведем 
серию фрактальных образов на основе атома 
кремния. 

По аналогии создадим графический образ для 
изотопа 29Si. Полагая p = 14, n = 15 представим об-
раз на рисунке 2. 

 
Рис. 2. Фрактальный образ атома кремния 29Si, Ω = 0,93 

Исполнив необходимые расчеты, создадим об-
раз 30Si (рисунок 3). 

Отмечаем, что изменение изотопного состава 
кремния ухудшает теплопроводность. Это следует 
из анализа серии графических образов атомов 
кремния. По мере добавления в композицию ато-
мов новых изотопов происходит искажение базо-
вого образа (рисунок 1). Акцентируя внимание на 
модификации исходного образа, можем констати-
ровать возможность получения количественных 
показателей фрактального набора. Представлен-
ная процедура создания структуры полупровод-
ника, на основе нескольких изотопов кремния, де-
монстрирует утрату высокого показателя тепло-
проводности (Ω → 0). Это суждение реализуется на 
основе простых вычислений, реализуемых выра-
жением (1).  

 
Рис. 3. Фрактальный образ атома кремния 30Si, Ω = 0,88 

 

Рассмотрим типичную композицию атомов 
кремния 28Si, 29Si и 30Si (рисунок 4), созданную по 
технологии легирования (28Si = 0,87, 29Si = 0,008, 
30Si = 0,122). 

 
Рис. 4. Фрактальный образ атомов кремния 28Si, 29Si, 30Si, 

Ω = 0,93 

Проведем аналогичные вычисления для струк-
тур полупроводников на основе германия. При-
родный атом германия характеризуется парамет-
рами p = 32, n = 32. (64Ge). Типичный стабильный 
природный образец изотопа атома (70Ge) герма-
ния: p = 32, n = 38. Это атомарная конструкция со-
здана на основе стабильного изотопа германия с 
наименьшим количеством нейтронов. Образ изо-
топа атома 70Ge представлен на рисунке 5. 

 
Рис. 5. Фрактальный образ атома германия 70Ge, Ω = 0,8421 

Теплопроводность германия-70 (70Ge) в не-
сколько раз выше, чем у германия природного 
изотопного состава.  

Фрактальный образ для изотопа 72Ge представ-
лен на рисунке 6, а для изотопа 73Ge на рисунке 7. 
Композиционный образ полупроводника создан-
ного на основе технологии легирования (70Ge, 72Ge, 
73Ge) представлен на рисунке 8. 

Продолжим создание типичного набора фрак-
тальных образов на основе изотопов германия и 
проведем сравнение с изотопным набором атомов 
кремния. 
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Рис. 6. Фрактальный образ атома германия 72Ge, Ω = 0,8 

 
Рис. 7. Фрактальный образ атома германия 73Ge, Ω = 0,7804 

 
Рис. 8. Фрактальный образ атомов германия 70Ge, 72Ge, 73Ge, 

Ω = 0,8067 

Представленные результаты в формате графи-
ческих образов, созданных на основе функционала 
(1), свидетельствуют о подобии полупроводнико-
вых структур германия и кремния. Наряду с этим 
использование базовой фрактальной модели по-
зиционирования атомов полупроводниковых 
структур убедительно свидетельствует о возмож-
ности проведения широкого списка исследова-
тельских задач. В качестве иллюстрации создан-
ных представлений создадим таблицу сводных 
результатов (таблица 3). 

 
 

ТАБЛИЦА 3. Сводные данные результатов расчета 

№ Итерации анализа Показатель теплопроводности 
Ω 

Кремний 

1. 28Si 1 

2. 29Si 0,931 

3. 30Si 0,881 

4. Si (28 + 29 + 30) 0,933 

Германий 

1. 70Ge 0,842 

2. 72Ge 0,8 

3. 73Ge 0,780 

4. Ge (70 + 72 + 73) 0,806 

Представленные данные оформим графически – 
в виде треков для разных атомов изотопов. 

Рис. 9. Треки изменения теплопроводности для разных 
изотопов германия и кремния 

Представленные результаты свидетельствуют о 
важности рассмотрения вопросов теплопроводно-
сти полупроводников с учетом изотопного состава 
материала. Данное суждение основывается на су-
ществовании многочисленных результатов натур-
ных исследований, исполненных в рамках пред-
ставлений о диссипативной системе атомарной 
конструкции полупроводника.  

 
Заключение 

Стремление создать совершенную элементную 
основу в микроэлектронике по современным 
представлениям достижимо, но требует проведе-
ния натурных исследований, которые всегда со-
пряжены с большими затратами. Принимая этот 
тезис за основу, и понимая важность натурных 
исследований, актуализируется задача предсказа-
ния свойств полупроводникового материала на 
основе имеющихся физических данных. Априор-
ные сведения о полупроводниковой структуре 
можно получить посредством моделирования, 
например, на основе фрактальной модели. Пред-
ложенный формальный процесс построения моде-
ли и реализм получаемых априорных результатов 
о свойствах полупроводниковой структуры, на 
серии подобных исследований полупроводников 
убедительно демонстрирует общий тезис об адек-
ватности модели.  
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Предложенная модель построения фрактально-
го образа полупроводника хорошо согласуется с 
имеющимися физическими понятиями об измене-
ниях свойств полупроводников при легировании. 
Развивая эти представления, можно создать до-
статочно сложные аддитивные композиции полу-
проводниковых структур, естественно, обладаю-

щих нелинейными показателями, в частности, по-
казателем теплопроводности. Наличие такой мо-
дели, как инструмента познания и конструирова-
ния полупроводниковых структур, способствует 
развитию технологий производства сложных из-
делий микроэлектроники. 
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