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СВОЙСТВА ВРЕМЕННЫХ ОПТИЧЕСКИХ 
СОЛИТОНОВ В ОПТИЧЕСКИХ ВОЛОКНАХ  
И ВОЗМОЖНОСТЬ ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ  

В ТЕЛЕКОММУНИКАЦИЯХ. ЧАСТЬ 1 
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Ссылка для цитирования: Андреева Е.И., Былина М.С., Глаголев С.Ф., Чаймарданов П.А. Свойства 
временных оптических солитонов в оптических волокнах и возможность их использования в 
телекоммуникациях. Часть 1 // Труды учебных заведений связи. 2018. Т. 4. № 1. С. 5–12. 
 
Аннотация: В первой части работы приведено теоретическое обоснование существования и устойчиво-
сти солитонов в одномодовом оптическом волокне без потерь. Показана возможность применения соли-
тонов в оптических системах связи. Рассмотрены проблемы, связанные с взаимодействием солитонов. 
Приведены результаты моделирования процессов распространения солитонов по оптическому волокну. 
Во второй и третьей частях будут рассмотрены вопросы сохранения солитонного режима в одномодо-
вом оптическом волокне с помощью управления потерями и дисперсией в линейном тракте волоконно-
оптической системы связи. 
 
Ключевые слова: оптические солитоны, временны́е оптические солитоны, одномодовое оптическое во-
локно, волоконно-оптическая система связи, дисперсия групповых скоростей, фазовая самомодуляция. 

 
Введение 

Условия существования временны́х светлых оп-
тических солитонов в одномодовых оптических 
волокнах и возможности их использования для 
телекоммуникаций были высказаны Хасегавой и 
Таппертом в 1973 году. В 1980 году Молленауэром, 
Столеном и Гордоном существование светлых со-
литонов в одномодовых оптических волокнах бы-
ло экспериментально подтверждено [1, 2]. В рабо-
те мы не будем обсуждать пространственные оп-
тические солитоны и временны́е темные солито-
ны. Все это систематически представлено в [2]. В 
дальнейшем изложении временны́е светлые опти-
ческие солитоны мы будем называть просто соли-
тонами. 

Работа включает три части. Первая посвящена 
вопросам теоретического обоснования существо-
вания и устойчивости солитонов в оптических во-
локнах без потерь. В следующих частях реальные 
потери в оптических волокнах учитываются: во 
второй части рассматриваются практические во-
просы сохранения солитонного режима в оптиче-
ских волокнах с использованием техники управ-
ления потерями в линейном тракте волоконно-

оптической системы связи, а в третьей – вопросы 
сохранения солитонного режима с помощью 
управления дисперсией в линейном тракте воло-
конно-оптических систем связи (ВОСС). В работе 
для проверки теории и получения наглядных ре-
зультатов широко используется имитационное 
моделирование процессов, происходящих в ли-
нейном тракте ВОСС.  

 
1. Теоретическое обоснование существования 
солитонов в оптическом волокне без потерь 

Солитоны формируются внутри одномодового 
оптического волокна вследствие баланса между 
дисперсией групповых скоростей (ДГС) β2 и фазо-
вой самомодуляцией (ФСМ).  

Теоретически существование солитонов в 
оптических волокнах может быть обосновано с 
помощью решения нелинейного уравнения 
Шредингера (НУШ), которое для оптического во-
локна без потерь имеет вид [1–4]: 

𝑖𝑖 ∂𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1
2
β2

∂2𝐴𝐴
∂𝑇𝑇2

− γ|𝐴𝐴|2𝐴𝐴, (1) 
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где A – нормированная комплексная амплитуда 
напряженности (огибающая импульса) электриче-
ского поля световой волны, распространяющейся 
в направлении оси z по оптическим волокнам, 
Вт0.5; T – время, отсчитываемое от середины им-
пульса, пс; β2 – ДГС, пс2/км; γ – коэффициент нели-
нейности, (Вт·км)–1; Z – расстояние от начала оп-
тического волокна, км. 

Введем обозначения: 

𝑢𝑢 = 𝑁𝑁 ⋅ 𝑈𝑈,  𝑧𝑧 = 𝑍𝑍 𝐿𝐿𝐷𝐷⁄ , τ = 𝑇𝑇 𝑇𝑇0⁄ , 𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 �𝑃𝑃0⁄ , 
𝑁𝑁2 = 𝐿𝐿𝐷𝐷 𝐿𝐿𝑁𝑁𝑁𝑁⁄ , 𝐿𝐿𝐷𝐷 = 𝑇𝑇02 |β2|⁄ , 𝐿𝐿𝑁𝑁𝑁𝑁 = 1 (γ ⋅ 𝑃𝑃0)⁄ , 

(2) 

где LD – дисперсионная длина оптического волок-
на; T0 – полуширина импульса на входе в оптиче-
ское волокно, пс; LNL – нелинейная длина волокна; 
P0 – пиковая мощность импульса. 

Учитывая, что в области аномальной дисперсии 
β2 < 0, и используя обозначения (2), преобразуем 
(1) к стандартному виду НУШ, в котором все пара-
метры безразмерные: 

𝑖𝑖
∂𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑧𝑧

+
1
2
⋅
∂2𝑢𝑢
∂τ2

+ |𝑢𝑢|2 ⋅ 𝑢𝑢 = 0. (3) 

НУШ позволяет решить прямую задачу об изме-
нении формы и спектра оптического сигнала про-
извольной формы после прохождения его по оп-
тическому волокну с известными параметрами.  

Решением обратной задачи рассеяния является 
определение параметров сигнала на входе в опти-
ческое волокно для достижения определенной 
цели. Например, одной из целей решения обрат-
ной задачи является определение формы и мощ-
ности (энергии) оптического импульса на входе 
оптического волокна, который сохраняет свою 
форму (не расширяется) или периодически вос-
станавливает свою форму при прохождении по 
оптическому волокну больших расстояний. 

Особое значение имеет решение, получившее 
название фундаментального солитона, который 
при распространении по оптическому волокну без 
потерь не меняет свою форму, т.е. не подвержен 
влиянию хроматической дисперсии (ХД). Фунда-
ментальный солитон имеет огибающую напря-
женности электрического поля в форме гипербо-
лического секанса, и его распространение по оп-
тическому волокну без потерь описывается функ-
цией [1–4]: 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, τ) = sech(τ) ⋅ exp(𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧 2⁄ ). (4) 

Фундаментальный солитон также называют со-
литоном 1-го порядка, так как для него N = 1. Из 
(2) можно определить соотношение между пико-
вой мощностью и длительностью солитона 1-го 
порядка [1]: 
𝑃𝑃0 = |β2| (γ ⋅ 𝑇𝑇02)⁄ ≈ 3.11 ⋅ |β2| (γ ⋅ 𝑇𝑇𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

2 )⁄ , (5) 

где TFWHM – длительность импульса, имеющего 
форму гиперболического секанса, на полувысоте 
по интенсивности: 

𝑇𝑇𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = 2𝑇𝑇0 ⋅ ln�1 + √2� ≈ 1.763 ⋅ 𝑇𝑇0. (6) 

На рисунке 1 представлены результаты расче-
тов по (5). Из графиков видно, что для стандартно-
го одномодового оптического волокна (G.652) на 
длине волны 1550 нм при β2 = –20 пс2/км пиковая 
мощность составляет Р0 = 5 Вт при Т0 = 1 пс и 50 
мВт при Т0 = 10 пс. Для оптического волокна со 
смещенной дисперсией (G.653) с β2 = –2 пс2/км при 
Т0 = 10 пс значение Р0 уменьшается до 5 мВт.  
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G.653

T0 = 1 пс
T0 = 10 пс

 
Рис. 1. Зависимости пиковой мощности, необходимой  
для возбуждения фундаментального солитона, от ДГС 

На рисунке 2 показаны результаты расчета оги-
бающей по интенсивности u2(0, τ) и по амплитуде 
напряженности поля u(0, τ) фундаментального 
солитона в начале оптического волокна. Для срав-
нения на рисунке представлены результаты ана-
логичных расчетов для гауссовского импульса, 
огибающая которого в начале оптического волок-
на имеет вид: 
𝑢𝑢𝑔𝑔(0, τ) = exp(−τ2 2⁄ ), 𝑢𝑢𝑔𝑔2(0, τ) = exp(−τ2). (7) 

Отметим, что солитонный импульс имеет боль-
шую ширину по сравнению с гауссовским. Для 
гауссовского импульса длительность на полувы-
соте по интенсивности равна TFWHM = 1.665T0.  

Среди солитонов высших порядков особую роль 
играют солитоны, имеющие начальную форму 
(при z = 0) в виде гиперболического секанса [1]: 

𝑢𝑢(0, τ) = 𝑁𝑁 ⋅ sech(τ), (8) 

где N – целочисленный порядок солитона. Из (2) 
следует выражение для мощности, необходимой 
для формирования солитона N-го порядка: 

𝑃𝑃0𝑁𝑁 = 𝑁𝑁2 ⋅ |β2| (γ ⋅ 𝑇𝑇02) ≈⁄ 𝑁𝑁2 ⋅ 3.11 ⋅ |β2| (γ ⋅ 𝑇𝑇𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
2 )⁄  (9) 

Из (5) и (9) следует, что значение пиковой мощ-
ности, необходимой для создания солитона N–го 
порядка, в N2 раз больше, чем для возбуждения 
фундаментального солитона. 
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Рис. 2. Формы огибающих фундаментального солитона 
и гауссовского импульса по интенсивности (а) 

и напряженности электрического поля (б) 

Форма и спектр солитонов высших порядков 
периодически изменяется при распространении 
по оптическому волокну, возвращаясь в конце пе-
риода к исходной форме. Период изменения со-
ставляет z = z0 = π/2 или: 

𝑍𝑍0 =
π
2
𝐿𝐿𝐷𝐷 =

π
2
⋅
𝑇𝑇02

|β2| = 0.322
π ⋅ 𝑇𝑇𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

2

2 ⋅ |β2|  (10) 

На рисунке 3 представлены результаты расче-
тов по (10). Из рисунка 3 видно, что для стандарт-
ного оптического волокна (G.652) с β2 = –20 пс2/км 
на длине волны λ = 1550 нм при Т0 = 10 пс период 
солитона составляет Z0 = 8 км. Для оптического 
волокна со смещенной дисперсией (G.653) и β2 = –2 
пс2/км на длине волны λ = 1550 нм при Т0 = 10 пс 
период солитона составляет Z0 = 80 км. 

На рисунке 4 показаны изменения формы и 
спектра солитонов 2-го и 3-го порядков по интен-
сивности на расстоянии, равном одному периоду. 

Для понимания физического смысла распро-
странения солитонов высших порядков рассмот-
рим изменения формы и спектра солитона третье-
го порядка (см. рисунок 4), которые обусловлены 
совместным действием ФСМ и ДГС. 
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Рис. 3. Зависимости периода изменения формы солитонов 

высших порядков от ДГС 

2

1

–10
0

10 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

2û
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Рис. 4. Изменение формы (а, б) и спектра (в, г) солитона 
второго (а, в) и третьего (б, г) порядков на одном периоде 
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Известно, что ФСМ и ДГС приводят к возникно-
вению частотной модуляции или чирпинга внутри 
оптического импульса. Чирпинг, вызванный ФСМ, 
всегда положителен, то есть частота внутри им-
пульса нарастает. При этом частота на переднем 
фронте импульса смещается в стоксову область 
(более низкие частоты), а на заднем фронте в ан-
тистоксову (более высокие частоты). На рисун-
ке 4г при z / z0 = 0.2 хорошо видны типичные для 
ФСМ расширение спектра и появление модуляции 
(два пика). 

Чирпинг, вызванный ДГС, зависит от ее знака. 
Он положителен при нормальной дисперсии 
(β2 > 0) и отрицателен при аномальной (β2 < 0). 
Поэтому при β2 < 0 ДГС может сжимать импульс, 
имеющий положительный чирпинг. Сокращает 
свою длительность только центральная часть им-
пульса (хорошо видно на рисунке 4б при 
z / z0 = 0.2), т.к. только там частотная модуляция 
является линейной. Из-за существенного увеличе-
ния интенсивности в центральной части импульса 
его спектр также значительно изменяется (см. ри-
сунок 4г для z / z0 = 0.3).  

Важное свойство оптических солитонов – это их 
высокая устойчивость к возмущениям. Поэтому, 
хотя для формирования солитона и требуется спе-
циальная форма импульса и определенная пико-
вая мощность, он может быть создан, даже если 
форма импульса и пиковая мощность отклоняются 
от идеальных условий.  

Влияние начальной формы импульса на форми-
рование солитона может быть исследовано путем 
численного решения уравнения (3).  

На рисунке 5а показана динамика импульса с 
пиковой мощностью, соответствующей мощности 
фундаментального солитона (N = 1), но имеющего 
гауссово начальное распределение поля (7). Им-
пульс распространяется в среде без потерь с ано-
мальной дисперсией (β2 < 0). Из рисунка 5а видно, 
что форма импульса изменяется при его распро-
странении, поскольку вначале она отличается от 
гиперболического секанса, характерного для фун-
даментального солитона. Гауссовский импульс 
здесь асимптотически стремится к фундаменталь-
ному солитону. Эволюция фактически заканчива-
ется при Z / LD = 5, что соответствует примерно 
трем периодам солитона. 

Похожая картина имеет место и для импульсов с 
другими начальными формами, например, с супер-
гауссовской. Длительность солитона в конечном 
состоянии и расстояние, необходимое для эволю-
ции импульса в солитон, зависит от начальной 
формы, но качественно поведение остается одним 
и тем же. Ясно, что солитон может быть сформи-
рован при пиковой мощности начального импуль-
са, превышающей пороговую величину. 
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Рис. 5. Изменение формы импульса, распространяющегося 
в среде с аномальной дисперсией: а) гауссовского при N = 1, 

б) секансного при N > 1 

Рассмотрим случай, когда значение пиковой 
мощности не точно соответствует условию (9), 
полученному для оптического волокна без потерь 
(величина N, определенная по выражению (2) не 
является целым числом). Использование теории 
возмущений для решения НУШ показывает, что 
такой импульс, распространяясь по оптическому 
волокну, асимптотически преобразуется в соли-
тон, порядок которого есть целое число 𝑁𝑁�, бли-
жайшее к начальному значению N. Часть его энер-
гии при этом рассеивается.  

Представим изначальное значение N в виде 𝑁𝑁 =
𝑁𝑁� + ε, где |ε| < 0.5, тогда (8) примет вид: 

𝑢𝑢(0, τ) = (𝑁𝑁� + 2ε) ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ[(1 + 2ε/𝑁𝑁�) ⋅ τ]. (11) 

Длительность импульса в (11) будет равна: 

𝑇𝑇0′ =
𝑁𝑁�

𝑁𝑁� + 2ε
⋅ 𝑇𝑇0. (12) 

Из (10) следует, что для фундаментального со-
литона (𝑁𝑁� = 1) длительность возрастает при ε < 0 
(при N ≤ 0.5 солитон не образуется) и уменьшается 
при ε > 0.  

На рис. 5б показана динамика секансного им-
пульса (11) с N = 1.2. Длительность импульса и его 
пиковая мощность сначала осциллируют, но по-
степенно стабилизируются до того момента, когда 
наконец параметры импульса будут удовлетво-
рять условию N = 1. 

 
2. Общие вопросы использования солитонов  
в волоконно-оптических системах связи 

Работа высокоскоростных ВОСС с бинарной ам-
плитудной модуляцией обычно ограничена ХД, из-
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за которой импульс расширяется и возникает 
межсимвольная интерференция. Поскольку соли-
тоны могут сохранять свою форму благодаря ба-
лансу между нелинейными и дисперсионными 
эффектами, их использование могло бы увеличить 
расстояние и скорость передачи ВОСС с амплитуд-
ной модуляцией. Однако, для практического ис-
пользования солитонных ВОСС, необходимо рас-
смотреть эффекты, ограничивающие их возмож-
ности. Наиболее важными из них являются: 1) по-
тери в оптическом волокне, 2) наличие частотной 
модуляции в начальном импульсе, 3) взаимодей-
ствие соседних импульсов.  

На рисунке 6 изображен солитонный поток 
двоичных сигналов с RZ кодированием. Обычно 
расстояние между солитонами превышает их пол-
ную длительность по уровню 0.5 от максимума 
(FWHM) в несколько раз. Математически солитон 
имеет бесконечную длительность. На практике 
солитонное решение справедливо только при 
больших скважностях солитонных импульсов. За-
пишем выражение для скорости передачи [2]: 

𝐵𝐵 = 1
𝑇𝑇𝐵𝐵

= 1
2𝑞𝑞0𝑇𝑇0

≈ 0.88
𝑞𝑞0𝑇𝑇𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

, (13) 

где TB – длительность битового интервала; 
2q0 = TB / T0 – нормированное расстояние между 
соседними солитонами.  

Из выражений (2) и (8) следует, что мощность 
фундаментального солитона равна [2]: 

𝑃𝑃(τ) = 𝑃𝑃0 ⋅ sech2(τ), (14) 

где P0 определяется выражением (5). Энергия 
фундаментального солитона получается интегри-
рованием мощности по внутриимпульсному вре-
мени T = τ·T0 [2]: 

𝐸𝐸𝑠𝑠 = � 𝑃𝑃(𝑇𝑇)
∞

−∞

⋅ 𝑑𝑑𝑇𝑇 = 2𝑃𝑃0 ⋅ 𝑇𝑇0. (15) 

В предположении равной вероятности нулей и 
единиц в передаваемом сигнале средняя мощ-
ность RZ сигнала становится равной: 

𝑃𝑃𝑠𝑠 = 𝐸𝐸𝑠𝑠 ⋅ (𝐵𝐵/2) = 𝑃𝑃0/2𝑞𝑞0. (16) 

Например, для солитонной ВОСС со скоростью 
передачи 10 Гбит/с получим T0 = 10 пс, если вы-
брать q0 = 5. Длительность импульса по уровню 0.5 
составит 17.6 пс. Пиковая мощность входного им-
пульса составит 5 мВт при значениях β2 = –1 
пс2/км и γ = 2 (Вт·км)–1, типичных для оптического 
волокна со смещенной дисперсией (DSF). Это зна-
чение пиковой мощности отвечает энергии им-
пульса 0.1 пДж и уровню средней мощности всего 
лишь 0.5 мВт.  

 

1 1 0 1 0 1

TB = 1/B
Солитон

Рис. 6. Последовательность солитонов при двоичном кодировании сигналов в RZ формате 
 

3. Взаимодействие солитонов 
Рассмотрим проблемы, возникающие из-за вза-

имодействия соседних солитонов в ВОСС. Наличие 
импульсов в соседних битах искажает временно́й 
солитон уже потому, что суммарное поле не явля-
ется решением НУШ. Из-за нелинейного взаимо-
действия соседние солитоны либо сближаются 
(притягиваются), либо расходятся (отталкивают-
ся). Для понимания процессов взаимодействия 
солитонов можно численно решить НУШ с началь-
ными условиями в виде пары солитонов [2, 4]: 

𝑢𝑢(0, τ) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ(τ − 𝑞𝑞0) + 𝑟𝑟 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ[𝑟𝑟 ⋅ (τ + 𝑞𝑞0)] ×
× 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑖𝑖 ⋅ θ), (17) 

где r – отношение амплитуд двух солитонов; θ –
относительная фаза; 2q0 – начальное нормирован-
ное расстояние.  

С помощью численного решения НУШ можно 
определить расстояние между солитонами qs в 
зависимости от расстояния z вдоль оптического 
волокна для начального расстояния q0 между 
солитонами. При q0 >> 1 можно использовать 
теорию возмущений. В частном случае при r = 1 и 
θ = 0 текущее расстояние между солитонами qs 
можно определить по выражению: 

2 ⋅ exp[2 ⋅ (𝑞𝑞𝑠𝑠 − 𝑞𝑞0)] = 
= 1 + cos[4 ⋅ 𝑧𝑧 ⋅ exp(−𝑞𝑞0)]. 

(18) 

Это соотношение показывает, что расстояние 
qs(z) между соседними солитонами периодически 
колеблется с периодом: 

𝑧𝑧𝑝𝑝 =
π
2

exp(𝑞𝑞0). (19) 
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На рисунке 7 приведены результаты расчета 
зависимости периода взаимодействия двух соли-
тонов zp от начального расстояния q0 между ними.  
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5 8

 
Рис. 7. Зависимость периода изменения взаимодействия двух 

солитонов от первоначального расстояния между ними 

Выражение (19) обеспечивает достаточную 
точность при q0 > 3 и может использоваться при 
проектировании солитонных ВОСС. Если величина 

zp·LD много больше длины линии передачи LT, 
взаимодействием солитонов можно пренебречь, 
так как расстояние между солитонами будет лишь 
незначительно отклоняться от своего перво-
начального значения. При q0 = 6 получим zp = 634. 
Положив дисперсионную длину равной LD = 100 
км, получим, что LT << zp·LD даже при LT = 10000 км.  

C учетом (2), (13) и (19) условие LT << zp·LD 
можно записать в виде: 

𝐵𝐵2𝐿𝐿𝑇𝑇 <<
π ⋅ exp(𝑞𝑞0)
8 ⋅ 𝑞𝑞02 ⋅ |β2|. (20) 

На рисунке 8 показаны рассчитанные по (20) 
зависимости максимальной длины солитонной 
линии, ограниченной взаимодействием соседних 
солитонов, от скорости передачи при различных q0 
и ДГС. Видно, что ограничения на длину солитон-
ной линии существенны только при высоких ско-
ростях передачи и малых относительных расстоя-
ниях между солитонами. 
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Рис. 8. Зависимости максимальной длины солитонной линии от скорости передачи при различных нормированных 
начальных расстояниях между солитонами (а) и при различных значениях ДГС (б) 

 

4. Моделирование процессов распространения 
импульсов секансной формы по оптическому 
волокну 

Для подтверждения изложенной теории было 
проведено моделирование ВОСС со скоростью пе-
редачи В = 10 Гбит/с на основе оптического во-
локна со смещенной дисперсией длиной 200 км со 
следующими параметрами: β2 = –1.9 пс2/км, α = 0, 
γ = 2.6 (Вт·км)–1. 

На рисунке 9 представлены последовательности 
входных и выходных импульсов, имеющих пара-
метры q0 = 5, T0 = 11.3 пс, P0 = 6 мВт. Видно, что ре-
ализован режим распространения фундаменталь-

ных солитонов, т.к. длительности и амплитуды 
импульсов одинаковы. ХД полностью компенсиру-
ется фазовой самомодуляцией на всем протяже-
нии оптического волокна.  

Для полноты картины на рисунке 10 представ-
лены последовательности входных и выходных 
импульсов при входной мощности P0 = 3 мВт в два 
раза меньшей той, которая нужна для формирова-
ния фундаментального солитона. Видно, что пре-
обладает ХД, выходной импульс расширился, а его 
амплитуда равная 1.7 мВт значительно меньше 
амплитуды входного импульса.  
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Рис. 9. Последовательности импульсов на входе (а) и выходе (б) оптического волокна в режиме распространения фундаментальных 
солитонов 
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Рис. 10. Последовательности импульсов на входе (а) и выходе (б) оптического волокна, мощность которых в два раза  
меньше необходимой для формирования фундаментальных солитонов 
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Рис. 11. Последовательности импульсов на входе (а) и выходе (б) оптического волокна, мощность которых в два раза 
больше необходимой для формирования фундаментальных солитонов. 

На рисунке 11 представлены последовательно-
сти входных и выходных импульсов при входной 
мощности P0 = 12 мВт в два раза большей той, кото-
рая нужна для формирования фундаментального 

солитона. Видно, что преобладает фазовая самомо-
дуляция, выходные импульсы сузились, а их ампли-
туда стала равной 18 мВт (значительно больше ам-
плитуд входных импульсов, составляющих 12 мВт). 
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Заключение 
Проведенный анализ показал, что: 
– во-первых, в оптическом волокне с аномальной 

дисперсией (отрицательной ДГС) может быть 
сформирован солитонный импульс, сохраняющий 
или периодически восстанавливающий свою форму 
в процессе распространения по волокну; период 
изменения формы солитона увеличивается при 
возрастании его длительности и уменьшении ДГС 
волокна; 

– во-вторых, для формирования солитона требу-
ется специальная форма импульса и определенная 
пиковая мощность, однако высокая устойчивость 
солитона к возмущениям позволяет создать его, 
даже если форма импульса и пиковая мощность 
отклоняются от идеальных условий;  

– и в-третьих, дальность связи солитонной ли-
нии LTmax теоретически ограничивается фактом 
взаимодействия соседних солитонов при распро-
странении по волокну, однако эти ограничения 
существенны только при высоких скоростях пере-
дачи и малых относительных расстояниях между 
солитонами. 

Таким образом, можно утверждать, что исполь-
зование солитонных линий позволяет обеспечить 
высокое качество связи на большие расстояния при 
сравнительно небольших мощностях источников 
излучения. В следующих частях будут рассмотре-
ны проблемы, возникающие при учете потерь в 
оптических волокнах, и методы их решения. Авто-
ры надеются, что данная публикация будет спо-
собствовать возрождению интереса к использова-
нию оптических солитонов в телекоммуникациях. 
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Развитие современного вооружения и военной 

техники, а также опыт локальных вооруженных 
конфликтов в различных точках планеты показал 
необходимость создания эффективной и устойчи-
вой системы связи, не требующей значительных 
затрат времени на развертывание. При таких 
условиях развитие и совершенствование средств 
радиосвязи, размещаемых на подвижных объек-
тах, является актуальной задачей. 

Однако при размещении средств радиосвязи и 
их антенн на подвижных объектах возникают раз-
личного рода трудности, связанные с необходимо-
стью обеспечения электромагнитной совместимо-
сти технических средств, а также с влиянием ме-
таллической конструкции объекта на электриче-
ские параметры антенного устройства. Особенно 
претерпевает изменения характеристика направ-
ленности антенн, которая будет существенно ме-
няться в зависимости от положения антенны на 
объекте и от рабочей частоты [1]. 

В вооруженных силах различных стран, в том 
числе и в нашей стране, в настоящее время приме-
няются подвижные средства радиосвязи, распо-
ложенные на небольших, быстрых и маневренных 
автомобилях. Одним из таких подвижных объек-

тов связи является командно-штабная машина 
(КШМ) Р-145БМА на базе ГАЗ-2330 (далее по тек-
сту – КШМ).  

Размещение антенно-фидерных устройств 
(АФУ) радиосредств на КШМ накладывает опреде-
ленные трудности, связанные с конструкционны-
ми особенностями объекта, металлический корпус 
которого будет оказывать влияние на характери-
стику направленности антенн [2]. От выбора места 
размещения будет зависеть форма диаграммы 
направленности, а соответственно и качество 
обеспечения связи для разного направления на 
корреспондента будет отличаться.  

При этом антенны должны обладать малыми 
размерами и позволять обеспечивать радиосвязь 
как в движении, так и на стоянках, никак не огра-
ничивать перемещение КШМ по пересеченной 
местности и в различных сложных условиях об-
становки, а также при ведении боевых действий. В 
основном радиосредства КШМ предназначены для 
обеспечения взаимодействия и управления под-
разделениями при работе в радиосети, поэтому 
необходимо иметь антенны с ненаправленной 
диаграммой в горизонтальной плоскости.  
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В настоящее время в известной литературе от-
сутствуют публикации, в которых были бы пред-
ставлены результаты исследований влияния ме-
таллического корпуса автомобильной базы КШМ 
Р-145БМА на электрические характеристики ан-
тенн, размещаемых на ней. 

Известно, что для исследования влияния объек-
та-носителя на электрические характеристики 
антенн необходимо знать особенности его эксплу-
атации и габариты. КШМ предназначена для орга-
низации связи руководителя специального меро-
приятия на стоянке и в движении с руководством 
федеральных органов исполнительной власти, 
подчиненными силами и подразделениями, с вза-
имодействующими органами управления, мест-
ными органами исполнительной власти. КШМ со 
второй половины 2000-х годов эксплуатируется 
Внутренними Войсками (Росгвардией) МВД РФ и 
Российской Армией. Рабочие места расчета и целе-
вое оборудование машины размещены внутри за-
крытого стального цельносварного броневого 
корпуса с двумя боковыми и одной задней двух-
створчатой дверями, установленного на раме шас-
си за моторным отсеком.  

В состав оснащения КШМ входят несколько 
ультракоротковолновых (УКВ) радиостанций, ра-
бочий диапазон которых занимает полосу частот 
от 30 до 463 МГц. Внешний вид КШМ с АФУ пред-
ставлен на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Внешний вид КШМ Р-145БМА с АФУ 

Для того, чтобы провести расчет влияния авто-
мобиля на характеристику направленности, необ-
ходимо знать его габариты, а также электрические 
параметры материала, из которого изготовлен 
автомобиль. На рисунке 2 представлена конфигу-
рация и размеры автомобиля ГАЗ-2330. 

 

Рис. 2. Габариты автомобиля Газ-2330 

Корпус автомобиля состоит из автомобильной 
бронированной стали с удельной проводимостью 
σ = 7,6 ⋅ 106  см/м. Бронированное стекло автомо-
биля имеет следующие электрические параметры: 
σ = 10−10  см/м, относительная диэлектрическая 
проницаемость ε = 6, относительная магнитная 
проницаемость µ = 12,6. Для исследования влия-
ния корпуса автомобиля на характеристику 
направленности расположенных на нем антенн 
необходимо решить задачу дифракции электро-
магнитных волн (ЭМВ), возбуждаемых излучате-
лем. Для этого следует применить численный ме-
тод решения задач электродинамики: в частности, 
метод конечных разностей во временной области 
(КРВО) гипотетически позволяет решить задачу 
дифракции и производить расчеты характеристики 
направленности антенн с учетом влияния металли-
ческого корпуса объекта, на котором они размеща-
ются [3].  

Однако моделирование электродинамических 
процессов в КРВО имеет особенность, которая за-
ключается в том, что при решении задач этим ме-
тодом в начальный момент времени 𝑡𝑡 = 0 во всей 
расчетной области электрические и магнитные со-
ставляющие электромагнитного поля (ЭМП) равны 
нулю, а с течением времени происходит плавное 
увеличение амплитуд компонент ЭМП до наступле-
ния установившихся гармонических колебаний. 
Время от начала процесса расчета методом КРВО до 
изменения компонент ЭМП по гармоническому за-
кону называется временем длительности переход-
ных процессов 𝑡𝑡прх. Для различных форм объектов 
это время различно, но, как правило, среднее его 
значение составляет четыре периода изменения 
компонент ЭМП, поэтому возникает необходимость 
отсрочки начала исследования распределения ЭМП 
на время протекания переходных процессов. И по-
скольку расчетная область пространства всегда 
ограничена, очень важно, чтобы отраженная от ее 
границ волна не успела достичь точки наблюдения. 
Пример мгновенного изменения значения тока в 
точке питания антенны представлен на рисунке 3. 
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Рис. 3. Переходный процесс при мгновенном  
распределении тока в точке питания антенны 

На первоначальном этапе необходимо создать 
массивы для хранения составляющих ЭМП; разме-
ры этих массивов равны количеству узлов, полу-
чающихся при разбиении расчетной области в со-
ответствии с выбранным шагом дискретизации. 

На рисунке 4. представлен шаблон для вычис-
ления методом КРВО 𝐻𝐻𝑥𝑥-составляющей ЭМП. 

 
Рис. 4. Вычислительный шаблон 

Для расчета методом КРВО составляющих векто-
ра напряженности электрического 𝐸𝐸� и магнитного 
 𝐻𝐻� поля известные уравнения Максвелла, записан-
ные в конечно-разностной форме, преобразуются 
к виду [4]:  

 

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛−1(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘) ⋅
1 − ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

+
∆𝑡𝑡

ε(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
⋅

1

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

×

× �
𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 − 1, 𝑘𝑘)

∆𝑦𝑦
−
𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 − 1)

∆𝑧𝑧
�, 

(1) 

𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛−1(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘) ⋅
1 − ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

+
∆𝑡𝑡

ε(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
⋅

1

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

×

× �
𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 − 1)

∆𝑧𝑧
−
𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖 − 1, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)

∆𝑥𝑥
�, 

(2) 

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛−1(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘) ⋅
1 − ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

+
∆𝑡𝑡

ε(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
⋅

1

1 + ∆𝑡𝑡σ(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)
2ε(𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘)

×

× �
𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖 − 1, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)

∆𝑥𝑥
−
𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 − 1, 𝑘𝑘)

∆𝑦𝑦
�, 

(3) 

𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐻𝐻𝑥𝑥𝑛𝑛−0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) +
∆𝑡𝑡

µ(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
× �

𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 + 1) − 𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
∆𝑧𝑧

−
𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 + 1, 𝑘𝑘) − 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)

∆𝑦𝑦
�, (4) 

𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐻𝐻𝑦𝑦𝑛𝑛−0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) +
∆𝑡𝑡

µ(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
× �

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖 + 1, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
∆𝑥𝑥

−
𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 + 1) − 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)

∆𝑧𝑧
�, (5) 

𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛+0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑛𝑛−0.5(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) +
∆𝑡𝑡

µ(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
× �

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 + 1, 𝑘𝑘) − 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
∆𝑦𝑦

−
𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑖𝑖 + 1, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) − 𝐸𝐸𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)

∆𝑥𝑥
�. (6) 

 

В формулах (1)–(6) полуцелые индексы замене-
ны на целые путем уменьшения на пол-индекса. 
Например, для 𝐻𝐻𝑥𝑥  составляющей 𝑗𝑗 + 0.5 заменено 
на 𝑗𝑗, а 𝑘𝑘 + 0.5 заменено на 𝑘𝑘. Тем самым исключены 
полуцелые индексы (см. рисунок 4), которые одно-
временно выполняют роль координат элементов 
массива, хранящего численные значения проекций 
векторов ЭМП и пространственных координат со-
ответствующих проекций векторов ЭМП.  

Поля 𝐸𝐸� и 𝐻𝐻� вычисляются со сдвигом на полшага 
по времени. Будем использовать следующие обо-
значения: 𝐸𝐸𝑛𝑛 – значение поля 𝐸𝐸� на только что вы-
численном шаге; 𝐸𝐸𝑛𝑛+1 – значение поля E на вычис-
ляемом сейчас шаге; 𝐻𝐻𝑛𝑛−0.5 – значение поля 𝐻𝐻� на 
только что вычисленном шаге; 𝐻𝐻𝑛𝑛+0.5 – значение 
поля на вычисляемом сейчас полушаге. Отсюда 
следует, что процедура вычислений начинается с 
поля 𝐻𝐻𝑛𝑛+0.5, потому что в момент 𝑡𝑡 = 0 (𝑛𝑛 = 0) 
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установлены начальные условия по всему счетно-
му объему: все значения полей 𝐸𝐸� и 𝐻𝐻� равны нулю. 
Можно считать, что пространственная сетка про-
ходит через вектор 𝐻𝐻�; процедура счета начинается 
с поля 𝐸𝐸� . Для учета объектов и среды распростра-
нения ЭМВ при расчете методом КРВО необходимо 
задать ε, µ, σ для каждого узла расчетной области, 
причем для каждой проекции свои. Параметры 
среды ε, µ, σ задаются в виде массивов. Размеры 
массивов ε, µ, σ и размеры массивов проекций 
векторов ЭМП равны между собой. Создание мас-
сивов параметров среды вызвано тем, что проек-
ции векторов ЭМП при вычислении методом КРВО 
разнесены в пространстве. Из-за этого на границе 
раздела сред для элементов массивов проекций 
векторов ЭМП при одинаковых (𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘), будут раз-
личные численные значения (ε1, µ1, σ1 или ε2, µ2,
σ2).  

Для пояснения рассмотрим небольшой пример. 
На рисунке 5 изображена дискретизированная об-
ласть, заполненная вакуумом (σ1, ε1) и идеально 
проводящий прямоугольник (σ2, ε2). 

 
Рис. 5. Схема пространства КРВО с различными 

 параметрами среды 

Согласно схеме (см. рисунок 5), при вычислении 
𝐸𝐸𝑦𝑦 в столбцах со второго по третий включительно 
во второй строке σ, ε = σ2, ε2, во всех остальных 
узлах σ, ε = σ1, ε1. При вычислении 𝐸𝐸𝑧𝑧 в столбцах 
со второго по четвертый включительно в строках 
с первой по вторую σ, ε = σ2, ε2, во всех осталь-
ных узлах σ, ε  =   σ1, ε1.  

Рассмотрим основные этапы решения задач ди-
фракции, которое осуществляется методом КРВО 
путем моделированием электродинамических про-
цессов на основе исходных данных. 

1) Ввод исходных данных. В декартовой системе 
координат задается трехмерная расчетная область 
Vi, j, k , состоящая из элементарных ячеек КРВО и 
достаточная  для завершения переходного процес-
са. В i, j, k–узлах ячеек расчетной области задаются 
различные параметры моделируемых объектов и 
пространства ε, µ, σ. 

2) Определение размеров расчетной области. 
Доказано, что для завершения переходных про-
цессов необходимо задавать размеры расчетной 
области вдоль осей координат не менее десяти 
длин волн [4]. 

3) Определение приращений по пространству. 
Точность и устойчивость алгоритмов, реализующих 
вычисления на основе метода КРВО, определяется 
выбором величины шага сетки по осям координат 
∆𝑥𝑥, ∆𝑦𝑦 и ∆𝑧𝑧, которые должны быть малы по сравне-
нию с длиной волны. Размер ячеек вдоль осей ко-
ординат задается в зависимости от шага дискрети-
зации 𝑑𝑑. Для упрощения вычислений и программ-
ного моделирования объектов сложной формы це-
лесообразно выбирать равные размеры ячейки 
вдоль осей координат. Шаг дискретизации выбира-
ется так, чтобы при аппроксимации была возмож-
ность максимально точно детализировать объект 
сложной формы. При этом шаг дискретизации дол-
жен быть 𝑑𝑑 ≥ λ

10
, где λ – длина волны, на которой 

проводятся расчеты. Однако очень малый шаг по-
требует значительных объемов оперативной памя-
ти, что ограничивает выбор шага дискретизации.  

4) Расчет приращения по времени согласно 
условию Куранта–Фридрихса–Леви. Расчет в ме-
тоде КРВО проводится как в пространстве, так и во 
времени. В трехмерной задаче для обеспечения 
пошаговой устойчивости алгоритма во времени, 
шаг временной дискретизации ∆t выбирают со-
гласно условию Куранта–Фридрихса–Леви [4]. 

5) Аппроксимация объекта, антенны и модели 
возбуждения. В методе КРВО объект сложной гео-
метрической формы аппроксимируется элементар-
ными кубическими ячейками; при выборе малого 
шага дискретизации можно аппроксимировать 
объекты практически любой геометрической 
сложности. В центр расчетной области помещается 
аппроксимационная модель объекта. Согласно ме-
сту ее расположения в расчетной области записы-
ваются численные значения электромагнитных 
параметров среды в зависимости от 𝑖𝑖 = 1, 2, …  𝑖𝑖𝑛𝑛, 
𝑗𝑗 = 1, 2, …  𝑗𝑗𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = 1, 2, …  𝑘𝑘𝑛𝑛. Так как дискретиза-
ция расчетного пространства производится экви-
дистантной сеткой, то создается по одному массиву 
для каждого параметра среды. Выбирается модель 
излучателя: самым простым является модель бес-
конечно тонкого вертикального несимметричного 
вибратора. Антенна помещается над моделью объ-
екта на расстоянии одной ячейки КРВО. Между из-
лучателем и металлическим экраном задается ис-
точник возбуждения антенны в возбуждающем за-
зоре 𝑈𝑈 = 𝐴𝐴sin(2π𝑓𝑓𝑛𝑛∆𝑡𝑡), где 𝑛𝑛 – номер временного 
шага. Так как метод КРВО оперирует значениями 
векторов поля 𝐸𝐸� и 𝐻𝐻�, то напряжение задается через 
напряженность электрического поля 𝑈𝑈 =
−𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)∆𝑧𝑧, где 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) – составляющая вектора 
напряженности электрического поля, в точке пита-
ния антенны, узле с координатами 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 [5]. 
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6) Ввод времени наблюдения за исследуемым 
объектом. Количество временных отсчетов 𝑁𝑁𝑡𝑡  вы-
бирается таким, чтобы за этот интервал 𝑡𝑡 закон-
чился переходный процесс излучения. Математи-
чески это выражается, как 𝑁𝑁𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡прх/∆𝑡𝑡, где: 𝑡𝑡прх – 
время, необходимое для завершения переходного 
процесса, ∆𝑡𝑡 – шаг временной дискретизации. 

7) Создание массивов проекций векторов ЭМП. 
Уравнения Максвелла записываются в конечно-
разностной форме относительно осей координат 
(1)–(6). В начальный момент времени во всей рас-
четной области значение полей 𝐸𝐸� , 𝐻𝐻�  равны нулю. 
Источник генерирует значение напряжения, вы-
раженного через напряженность электрического 
поля в возбуждающем зазоре на каждом времен-
ном шаге. Поля 𝐸𝐸� и 𝐻𝐻� вычисляются со сдвигом на 
полшага по времени. Сначала вычисляются значе-
ния магнитных составляющих ЭМВ (𝐻𝐻𝑥𝑥 , 𝐻𝐻𝑦𝑦 , 𝐻𝐻𝑧𝑧) на 
временном отсчете 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 0,5 во всей расчетной 
области. Далее методом КРВО вычисляются зна-
чения электрических составляющих ЭМВ (𝐸𝐸𝑥𝑥 , 𝐸𝐸𝑦𝑦 ,
𝐸𝐸𝑧𝑧) на временном шаге 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1, с использовани-
ем обновленных значений 𝐻𝐻𝑥𝑥 , 𝐻𝐻𝑦𝑦 , 𝐻𝐻𝑧𝑧 . Процесс вы-
числений повторяется в течение всего заданного 
цикла. Время и пространство рассчитано таким 
образом, что просчитывается пять периодов изме-
нения составляющих ЭМП. Этого достаточно для 
установления гармонических колебаний и полу-
чения достаточно точного результата.  

8) Расчет характеристики направленности. 
Производится расчет амплитудного распределе-
ния вектора напряженности электрического поля 
с учетом отраженных волн, а также расчет харак-
теристики направленности, искажаемой объек-
том, на котором размещаются излучатель [5].  

Для исследования влияния металлического 
корпуса реального автомобиля ГАЗ-2330 СПМ-2 
«Тигр» на характеристику установленных на нем 
АФУ в качестве излучателя выберем четвертьвол-
новый вертикальный несимметричный вибратор. 
Расчеты проведем для различных мест его разме-
щения на крыше автомобиля; места положения 
излучателя на рисунке 6 обозначены А1, А2 и А3. 
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Рис. 6. Схема размещения антенн на автомобиле ГАЗ-2330 

Схема расчетной области для решения задачи 
дифракции электромагнитных волн, возбуждае-
мых излучателем, установленным на крыше авто-
мобиля, представлена на рисунке 7.  
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Рис. 7. Схема расчетной области 

Количество ячеек вдоль осей координат задает-
ся в зависимости от шага дискретизации 𝑑𝑑 = ∆𝑥𝑥 =
∆𝑦𝑦 = ∆𝑧𝑧, где ∆𝑥𝑥 = ∆𝑦𝑦 = ∆𝑧𝑧 – длина сторон кубиче-
ской решетки, по осям координат эквидистантной 
сетки. Размер пространственной решетки расчет-
ной области V определятся согласно выражению: 

𝑁𝑁реш =
ℓ𝑣𝑣 ⋅ ℎ𝑣𝑣 ⋅ 𝑤𝑤𝑣𝑣

𝑑𝑑3
= 𝑁𝑁𝑉𝑉𝑥𝑥𝑁𝑁𝑉𝑉𝑦𝑦𝑁𝑁𝑉𝑉𝑧𝑧 

где ℓ𝑣𝑣 , 𝑤𝑤𝑣𝑣 , ℎ𝑣𝑣 – длина, ширина и высота расчетной 
области; 𝑁𝑁𝑉𝑉𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑉𝑉𝑦𝑦 , 𝑁𝑁𝑉𝑉𝑧𝑧 – количество узлов расчет-
ной области вдоль осей x, y, z. 

Так как точность вычислений на основе метода 
КРВО определяется выбором величины шага сетки 
∆𝑥𝑥, ∆𝑦𝑦, ∆𝑧𝑧, которые должны быть малы по сравне-
нию с длиной волны, то для того, чтобы погреш-
ность расчетов не превышала 5% [3], выбран шаг 
дискретизации 𝑑𝑑 = λ/40.  

Задача решается в трехмерной области, поэтому 
для обеспечения пошаговой устойчивости алго-
ритма во времени шаг временной дискретизации ∆t 
выбирается согласно условию, которое для эквиди-
стантных сеток (∆𝑥𝑥 = ∆𝑦𝑦 = ∆𝑧𝑧) примет вид [4]: 

∆𝑡𝑡 =
∆𝑥𝑥
√3𝑐𝑐

. 

где 𝑐𝑐 – скорость света в вакууме, м/с.  
Между излучателем и объектом задается источ-

ник возбуждения антенны: 

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) = −
𝐴𝐴sin(2π𝑓𝑓𝑛𝑛∆𝑡𝑡)

∆𝑧𝑧
, 

где 𝑛𝑛 – номер временного шага;  𝑓𝑓 – частота; A –
 амплитуда напряжения; 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘) – составляющая 
вектора напряженности электрического поля в 
точке питания антенны.  

Используя разработанную схему (см. рисунок 7), 
был проведен расчет диаграмм направленности 
антенн на частотах 30, 60 и 100 МГц, 
расположенных в различных местах крыши 
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автомобиля ГАЗ-2330 (см. рисунок 6). Результаты 
расчета диаграмм направленности представлены 
на рисунке 8.  
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Рис. 8. Диаграммы направленности антенн в горизонталь-
ной плоскости: а) антенна A1 расположена на левом перед-

нем крае крыши; б) антенна A2 расположена на правом 
заднем крае крыши; в) антенна A3 расположена на равном 

расстоянии от бортов на расстоянии 1 м от заднего края 
крыши 

Трехмерные диаграммы направленности на ча-
стоте 30 МГц представлены на рисунке 9. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 9. Трехмерные диаграммы направленности:  
а) антенна A1; б) антенна A2 

Как видно из результатов расчета, диаграмма 
направленности в горизонтальной плоскости вер-
тикального несимметричного вибратора суще-
ственно искажается под влиянием металлического 
корпуса автомобиля. Причем на характеристику 
направленности влияет как положение антенны, 
так и частота, на которой она излучает. Этот факт, 
несомненно, будет оказывать влияние, как на 
дальность, так и на качество связи с корреспон-
дентами, находящимися под различными азиму-
тами. 

Для того, чтобы численно оценить, как корпус 
ГАЗ-2330 будет влиять на диаграмму направлен-
ности антенн при различном их положении на 
крыше и различной частоте, рассчитаем коэффи-
циент неравномерности N по формуле [2]: 

𝑁𝑁 = 𝐸𝐸max − 𝐸𝐸min, 

где 𝐸𝐸max ,𝐸𝐸min – максимальное и минимальное зна-
чение напряженности электрического поля излу-
чения в децибелах. Для несимметричного вибрато-
ра над идеально проводящей плоскостью N = 0. 

Результаты расчета коэффициента неравно-
мерности представлены в таблице 1. 
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ТАБЛИЦА 1. Коэффициент неравномерности диаграммы 
направленности 

№ 
п/п Место размещения антенны Частота, МГц N, дБ 

1. А1 

30 4,2 

60 5,6 

100 5,7 

2. А2 

30 5,8 

60 7,2 

100 7,5 

3. А3 

30 4,1 

60 4,2 

100 4,2 

Результаты расчета (см. рисунок 8) показали, что 
диаграмма направленности вертикального несим-
метричного вибратора, размещенного на крыше 
автомобиля ГАЗ-2330, существенно отличается от 
круговой и сильно зависит от места расположения 
излучателя и частоты ЭМВ. Результаты расчета  
коэффициента неравномерности N (см. таблицу 1) 
позволяют численно оценить величину влияния 
объекта на диаграмму направленности антенны, 
который, в свою очередь, зависит от места распо-
ложения излучателя и частоты ЭМВ. Установлен-
ный эффект следует принимать во внимание при 
расчете энергетических параметров УКВ-радио-
линии, для чего в уравнении радиопередачи необ-
ходимо учесть изменение коэффициента усиления 
в зависимости от азимута корреспондента. С учетом 
этого обстоятельства мощность сигнала на входе 
приемника P2 в децибелах рассчитывается с помо-
щью следующего выражения [6]: 

𝑃𝑃2 = 𝑃𝑃1 + 𝐺𝐺1 + 𝐺𝐺2 + ηф1 + ηф2 + 𝑊𝑊0 + 𝑊𝑊т + ∆𝐺𝐺1(ϕ), 

где 𝑃𝑃1 – мощность передатчика; 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 − коэффици-
ент усиления передающей и приемной антенн; 
ηф1, ηф2 − коэффициент полезного действия фиде-
ра передающей и приемной антенн; ∆𝐺𝐺1(ϕ) − из-
менение коэффициента усиления передающей ан-
тенны в зависимости от азимута корреспондента; 
𝑊𝑊0  − множитель ослабления свободного про-
странства; 𝑊𝑊т − множитель ослабления трассы, 
который определяется из графиков, рассчитанных 
для антенн, высота которых не превышает 5 м 
(рисунок 10).  

На наземных радиолиниях строгое решение за-
дач энергетического расчета УКВ-радиотрасс прак-
тически невозможно. Поэтому положим, что вдоль 
трассы тропосфера однородна, а неровность релье-
фа местности не превышает 50 м. Расчет радиоли-
нии проводится, исходя из того, что расстояние 
𝑟𝑟0 прямой видимости определяется по формуле: 

𝑟𝑟0(км) = 4,12 ��ℎ1(м) + �ℎ2(м)�, 

где ℎ1(м)− высота подъема передающей антенны, м;  
ℎ2(м)− высота подъема приемной антенны, м. 
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Рис. 10. Множитель ослабления радиотрассы 
с гладкой сферической землей 

Качество радиосвязи (или устойчивость работы 
радиолиний) определяется минимально необхо-
димым отношением мощностей сигнал/помеха на 
входе приемного устройства:  

𝑃𝑃с − 𝑃𝑃п ≥ 𝑧𝑧, 

где 𝑧𝑧 − превышение среднего уровня сигнала над 
средним уровнем помехи, дБ; 𝑃𝑃п− суммарная мощ-
ность внешних помех и внутренних шумов высоко-
частотного (ВЧ) тракта приемного устройства, дБ. 

Мощность помех и шумов на входе приемника 
чаще всего принято определять через эквива-
лентную шумовую температуру всего ВЧ-тракта, 
пересчитанную на вход приемника: 

𝑃𝑃п = 𝑘𝑘б∆𝑓𝑓�𝑇𝑇A + 𝑇𝑇прм�, 

где 𝑘𝑘б − постоянная Больцмана; ∆𝑓𝑓− полоса про-
пускания приемника, Гц.  

Полная эквивалентная шумовая температура 
приемника равна: 

𝑇𝑇прм = 𝑇𝑇0(𝑛𝑛ш − 1), 

где 𝑇𝑇0 = 288 К° – стандартная абсолютная темпе-
ратура в Кельвинах; 𝑛𝑛ш – коэффициент шума при-
емника.  

Эффективная шумовая температура антенны, 
приведенная к входу приемника, определяется 
согласно выражения: 

𝑇𝑇A = η2𝑇𝑇я + 𝑇𝑇аф, 

где η2 = ηA2ηФ2; 𝑇𝑇я − яркостная температура 
внешних шумов, К°; 𝑇𝑇аф − вклад в шумовую темпе-
ратуру антенны из-за флюктуаций в неидеальных 
проводниках и диэлектриках в АФУ. 

Изменение коэффициента усиления несиммет-
ричного вибратора, расположенного на КШМ, рас-
считывается из характеристик направленности 
антенны, нормированной относительно значения 
𝐸𝐸𝑧𝑧-составляющей вектора напряженности элек-
трического поля вертикального несимметричного 
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вибратора, расположенного над идеально прово-
дящей плоскостью.  

Графики зависимости коэффициента неравно-
мерности ∆G от направления на корреспондента 
φ°, с помощью которых можно оценить влияние 
автомобиля ГАЗ-2330 на коэффициент усиления 
при различных местах размещения антенны на 
крыше автомобиля ГАЗ-2330 на частотах 30, 60 и 
100 МГц представлены на рисунке 11. 
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Рис. 11. Коэффициент усиления в зависимости 
от азимута корреспондента: а) А1; б) А2; в) А3 

Результаты энергетического расчета УКВ-
радиолинии с учетом максимального (∆𝐺𝐺1max(φ°)) 
и минимального (∆𝐺𝐺1min(φ°)) значения изменения 
коэффициента усиления для антенн, расположен-
ных на крыше КШМ пространства при работе на 
частотах 30 МГц и 60 МГц представлены в табли-
цах 2 и 3 соответственно. 

ТАБЛИЦА 2. Результаты энергетического расчета  
при f = 30 МГц 

№ 
п/п 

Положение 
антенны 

∆G1max, 
(дБ) 

∆G1min, 
(дБ) 

P2, 
(дБ) 

Pп, 
(дБ) 

z, 
(дБ) 

1.1 𝐴𝐴1 2,3  −133,725 −134,895 1,17 

1.2 𝐴𝐴1  −3,2 −139,225 −134,895 −4,33 

2.1 𝐴𝐴2 2,2  −133,825 −134,895 1,07 

2.2 𝐴𝐴2  −3,1 −139,125 −134,895 −3,16 

3.1 𝐴𝐴3 3  −133,025 −134,895 1,87 

3.2 𝐴𝐴3  −1 −137,025 −134,895 −2,13 

ТАБЛИЦА 3. Результаты энергетического расчета  
при f = 60 МГц 

 

№ 
п/п 

Положение 
антенны 

∆G1max, 
(дБ) 

∆G1min, 
(дБ) 

P2, 
(дБ) 

Pп, 
(дБ) 

z, 
(дБ) 

1.1 𝐴𝐴1(0; 0) 1,5  −138,546 −144,882 6,336 

1.2 𝐴𝐴1(0; 0)  −5,1 −145,146 −144,882 −0,264 

2.1 𝐴𝐴2(0; 2,5) 2,3  −137,746 −144,882 7,136 

2.2 𝐴𝐴2(0; 2,5)  −4,7 −141,746 −144,882 3,136 

3.1 𝐴𝐴3(0; 7,5) 1,2  −138,846 −144,882 6,036 

3.2 𝐴𝐴3(0; 7,5)  −2,1 −142,146 −144,882 2,736 

В результате проведенного исследования уста-
новлено существенное влияние на электрические 
свойства ненаправленных УКВ-антенн (и, соответ-
ственно, на дальность и качество обеспечения свя-
зи) металлического корпуса автомобиля; диа-
граммы направленности таких антенн всегда вы-
тянуты вдоль его корпуса. Из проведенного расче-
та энергетических параметров можно сделать вы-
вод, что коэффициент усиления антенн зависит от 
направления на корреспондента, поэтому выбор 
места размещения антенны и рабочая частота ра-
диостанции будут оказывать влияние на даль-
ность и качество связи.  

Результаты энергетического расчета показали, 
что в зависимости от направления на корреспон-
дента (см. рисунок 11) превышения уровня сигна-
ла над уровнем шума может меняться более чем на 
7 дБ. Обеспечение связи с требуемым качеством, в 
таком случае, сильно зависит не только от рассто-
яния до корреспондента, но и от его положения 
относительно КШМ в азимутальной плоскости.  

На основе проведенного исследования можно 
сделать вывод, что выбор мест размещения ан-
тенн на крыше автомобиля должен осуществлять-
ся с учетом влияния объекта на диаграмму 
направленности антенн. Для случая, рассмотрен-
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ного в примере, с учетом выбранных мест, 
наибольшее искажение (см. N в таблице 1) диа-
граммы направленности наблюдается у антенн А1 
и А2. Поэтому для снижения коэффициента нерав-
номерности и повышения помехоустойчивости 
при работе в радиосети целесообразно обеспечить 
работу радиостанций совместно с антенной, рас-

положенной в центре крыши автомобиля, что поз-
воляет уменьшить коэффициент неравномерности 
диаграммы направленности. Такой подход позво-
лит снизить резкие изменения уровня сигнала при 
различном направлении на корреспондента, и, как 
следствие, повысить помехоустойчивость системы 
радиосвязи. 
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Аннотация: Современное развитие систем цифровой передачи сообщений все в большей степени ориен-
тируется на применение широкополосных методов передачи, основанных, в частности, на расширении 
спектра прямой последовательностью. Применение широкополосных сигналов обеспечивает повышение 
эффективности систем по таким показателям, как помехоустойчивость, снижение энергии передавае-
мых сигналов, повышение уровня скрытности самого процесса передачи информации по каналу с помеха-
ми, повышение эффективности работы системы фазирования и др. Наиболее часто для расширения 
спектра прямой последовательностью выбирают М-последовательности и последовательности Голда, 
характеристики и методы обработки которых достаточно подробно изучены и представлены во многих 
публикациях. Статья посвящена последовательностям малого семейства Касами, которые имеют ряд 
преимуществ по сравнению с М-последовательностями и последовательностями Голда. Рассматривает-
ся новый подход к обработке последовательностей малого семейства Касами на основе двойственного 
базиса. 
 
Ключевые слова: последовательности Касами, малое множество последовательностей Касами, двой-
ственный базис, вероятность ошибки. 

 
Введение 

Во многих радиотехнических системах приме-
няются специальные последовательности, к кото-
рым относятся следующие: М-последователь-
ности, составные последовательности Голда, ЛРД-
последовательности, а также малое и большое се-
мейства последовательностей Касами. Их исполь-
зуют для расширения спектра прямой последова-
тельностью, адресации в многоадресатных систе-
мах, скремблировании потоков цифровых данных, 
синхронизации приемо-передатчика, измерения 
дальности до объекта. Общей характерной осо-
бенностью указанных выше последовательностей 
является их рекуррентность. 

В процессе декодирования последовательности 
необходимо, как правило, после ее обнаружения, 
определить фазу последовательности. Для этого 
используют различные структурные свойства 
применяемых последовательностей, в частности 
свойство рекуррентности. В качестве критериев 
оценки эффективности методов обнаружения и 

обработки рекуррентных последовательностей 
чаще всего используют вероятности правильного 
и неправильного декодирования, временные за-
держки анализа, а также сложность аппаратно-
программной реализации. 

Наиболее простыми методами обнаружения и 
обработки рекуррентных последовательностей 
являются метод приема по безошибочному участ-
ку рекуррентной последовательности [1] и метод 
последовательной оценки Уорда [2]. Но эти мето-
ды неприменимы в случае асинхронно-адресных 
систем, где каждому адресату соответствует своя 
начальная фаза последовательности. В то же вре-
мя методы имеют широкое применение как в 
асинхронных системах для фазового запуска при-
емника, так и в синхронных системах для кон-
троля за синфазным состоянием приемника. Од-
нако в этих случаях указанные методы не обеспе-
чивают высокой надежности выделения рекур-
рентной последовательности при наличии ошибок 
в канале связи. 
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С целью повышения надежности декодирова-
ния таких последовательностей часто применяют 
корреляционные методы обработки [3]. Эти мето-
ды практически применяют на уровне звена дан-
ных. В случае же многоадресатной передачи они 
могут быть применены только в строго синхрон-
ной сети. При этом последовательности должны 
обладать хорошими ортогональными или ква-
зиортогональными свойствами. 

Актуальной задачей поэтому является разра-
ботка новых, более эффективных, методов обна-
ружения и декодирования рекуррентных, главным 
образом составных, последовательностей, в том 
числе и последовательностей малого семейства 
Касами [4, 5]. К числу таких методов относятся 
методы декодирования составных последователь-
ностей на основе теории полей Галуа с использо-
ванием сопровождающей матрицы и мажоритар-
ной оценкой значений элементов декодируемой 
составной последовательности [6]. Рассмотрим 
далее метод декодирования последовательностей 
малого семейства Касами на основе двойственного 
базиса над расширенным полем Галуа GF(2n) [7]. 

 
Свойства и формирование последовательно-
стей малого семейства Касами 

Прежде всего приведем характерные свойства 
последовательностей малого семейства Касами 
{Км} над полем GF(2n), где степень n должна быть 
четным числом. Сама последовательность Касами 
{Км} является составной с периодом N1 = 2n – 1 и 
представляет собой поэлементную сумму двух по-
следовательностей максимального периода, одна 
из которых {u} является М1-последовательностью, 
порождаемой примитивным многочленом h1(x) 
степени n, а другая {v} – М2-последовательностью, 
порождаемой неприводимым многочленом h2(x) 
степени n/2 [4, 5]. При этом, если считать ε перво-
образным элементом поля GF(2n) и одним из кор-
ней многочлена h1(x), то всеми nкорнями этого 
многочлена будут p-сопряженные (p = 2) элемен-
ты поля: 

�ε, ε𝑝𝑝, ε𝑝𝑝2 , . . . , ε𝑝𝑝𝑛𝑛−1� = �ε, ε2, ε4, . . . , ε2𝑛𝑛−1� = 
= {ε1, ε2, ε3, . . . , ε𝑛𝑛}, 

где ε𝑖𝑖 = ε2𝑖𝑖−1 , 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑛𝑛. 
Тогда для построения последовательности Ка-

сами {Км} второй многочлен h2(x) степени n/2 
должен быть таким, чтобы его корнями были q-ые 
степени корней многочлена h1(x), т.е.: 

{ε𝑞𝑞 , (ε2)𝑞𝑞 , (ε4)𝑞𝑞 , … , �ε2
𝑛𝑛
2−1)𝑞𝑞� = �µ,µ2, µ4, … , µ2

𝑛𝑛
2−1�,     

где µ = ε𝑞𝑞 , а  𝑞𝑞 = 2
𝑛𝑛
2 + 1. 

В этом случае, как следует из теории полей Га-
луа [8], порядок корней многочлена h2(x) будет 
равен периоду N2 последовательности {v}: 

𝑁𝑁2 =
𝑁𝑁1

НОД(𝑞𝑞,𝑁𝑁1)
=

2𝑛𝑛 − 1

НОД(2
𝑛𝑛
2 + 1, 2𝑛𝑛 − 1)

, 

где НОД(а,в) – наибольший общий делитель чисел 
а и в. 

При этом элементы ui канонической последова-
тельности {u} представляют собой функции-след 
от элементов εi, т.е.: 

𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑇𝑇(ε𝑖𝑖) = ε𝑖𝑖 + (ε𝑖𝑖)2+. . . +(ε𝑖𝑖)2𝑛𝑛−1 ∈ GF(2), (1) 

где 𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2𝑛𝑛 − 2). 
Зная корни µ, µ2,µ4, . . . , µ2

𝑛𝑛
2� −1

 многочлена 
ℎ2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 2� + 𝑝𝑝1𝑥𝑥

𝑛𝑛
2� −1+. . . +𝑝𝑝𝑛𝑛

2−1
𝑥𝑥 + 𝑝𝑝𝑛𝑛

2
, легко по 

формулам Виета найти его коэффициенты 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∈
GF(2) и, тем самым, вид самого многочлена h2(x).  

По заданному многочлену h1(x) и найденному 
многочлену h2(x) получим составную последова-
тельность {s} малого семейства Касами как поэле-
ментную сумму по mod2 последовательностей {u} 
и {v}, формируемых как функции-след двумя гене-
раторами с обратными связями по модулямh1(x) и 
h2(x) соответственно.  

Рассмотрим теперь метод декодирования по-
следовательностей малого семейства Касами на 
основе двойственного базиса. При этом целью де-
кодирования будет определение начальной фазы 
такой последовательности, составленной из 
начальных фаз последовательностей {u} и {v}.  

В [7] рассмотрен метод декодирования на осно-
ве двойственного базиса составных последова-
тельностей Голда и ЛРД-последовательностей. 
Аналогичным образом могут быть декодированы 
и составные последовательности малого семей-
ства Касами. 

Выберем в качестве исходных данных поле 
GF(26) (n = 6) с первообразным элементом ε и при-
митивный многочлен h1(x) = 1 + x + x6c сопряже-
ными корнями ε, ε2, ε4, ε8, ε16, ε32. Будем считать, что 
поле GF(26) образовано тем же многочленом h1(x), 
а его элементы εi представляют собой вычеты по 
двойному модулю относительно левого степенно-
го базиса (1, ε, ε2, ε3, ε4, ε5), т. е.: 

ε𝑖𝑖 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1ε + 𝑎𝑎2ε2 + 𝑎𝑎3ε3 + 𝑎𝑎4ε4 + 𝑎𝑎5ε5; 
(2) 

modd(2, ℎ1(𝑥𝑥)). 

Исходя из этих исходных данных, последова-
тельности максимальной длины {u} с периодом 
N1 = 26 – 1 = 63 будет соответствовать характери-
стический многочлен h1(x), а последовательности 
{v} – многочлен h2(x) степени n/2 = 3, корнями ко-
торого будут q-ые степени (q = 23 + 1 = 9) корней 
многочлена h1(x), т. е.: 

µ = (ε)9, µ2 = (ε2)9 = ε18, µ4 = (ε4)9 = ε36. (3) 
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Тогда порядок N2 корней многочлена ℎ2(𝑥𝑥)бу-
дет равен: 

𝑁𝑁2 =
𝑁𝑁1

НОД(9,𝑁𝑁1)
=

63
НОД(9,63)

= 7. 

Запишем многочлен h2(x) в общем виде как 
ℎ2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 𝑝𝑝1𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝2𝑥𝑥 + 𝑝𝑝3 и, используя формулы 
Виета, по известным корням θ1 = µ, θ2 = µ2, θ3 =
µ4 находим: 𝑝𝑝1 = 1, 𝑝𝑝2 = 0, 𝑝𝑝3 = 1. Следовательно, 
h2(x) = x3 + x2 + 1.  

Представив элемент εiв полиномиальной форме 
(2), запишем последовательность {u} через функ-
цию-след как: 

{𝑢𝑢} = (𝑢𝑢0,𝑢𝑢1,𝑢𝑢2, … ,𝑢𝑢𝑖𝑖 , … ,𝑢𝑢62) = 
(4) = [𝑇𝑇(𝑐𝑐),𝑇𝑇(𝑐𝑐ε),𝑇𝑇(𝑐𝑐ε2), … ,𝑇𝑇(𝑐𝑐ε𝑖𝑖), … ,𝑇𝑇(𝑐𝑐ε62)], 

modd(2, ℎ1(𝑥𝑥)). 

Аналогично, элементы 𝑣𝑣𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 0, 1, . . . , 6, после-
довательности {v} с периодом N2 = 7 могут быть 
представлены через функцию-след как:  

{𝑣𝑣} = (𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣6) = 
(5) = [𝑇𝑇(𝑑𝑑),𝑇𝑇(𝑑𝑑µ),𝑇𝑇(𝑑𝑑µ2), … ,𝑇𝑇(𝑑𝑑µ6)], 

modd(2, ℎ2(𝑥𝑥)). 

где d∈GF(23) – начальный элемент последователь-
ности {v}. 

Если учесть, что функция-след от элемента (2) в 
поле GF(26) равна 𝑇𝑇(ε𝑖𝑖) = 𝑎𝑎5,то при c = 1 последо-
вательность (4) будет являться канонической и 
иметь вид, приведенный в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1. Каноническая М-последовательность,  
образованная полиномом h1(x) 

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 
0 1 1 0 0 0 1 0 1 

u18 u19 u20 u21 u22 u23 u24 u25 u26 
0 0 1 1 1 1 0 1 0 

u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 
0 0 1 1 1 0 0 1 0 

u36 u37 u38 u39 u40 u41 u42 u43 u44 
0 1 0 1 1 0 1 1 1 

u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 
0 1 1 0 0 1 1 0 1 

u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 
0 1 0 1 1 1 1 1 1 

Аналогично, если элемент μ𝑖𝑖 ∈ GF(23) предста-
вить в полиномиальной форме записи µ𝑗𝑗 = 𝑏𝑏0 +
+ 𝑏𝑏1µ + 𝑏𝑏2µ2, modd�2, ℎ2(𝑥𝑥)�,где коэффициенты 
𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ GF(2), то функция-след от такого элемента 
будет равна 𝑇𝑇(µ𝑖𝑖) = (𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2), mod2. 

Тогда каноническая последовательность {v} при 
d = 1 будет следующей: 

{𝑣𝑣} = (𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣6) = (6) 
= [𝑇𝑇(1),𝑇𝑇(µ),𝑇𝑇(µ2), … ,𝑇𝑇(µ6)] = (1110100). 

В случае не канонической последовательности 
{u}, у которой с ≠ 1, ее элементы ui будут опреде-
ляться через функцию-след так, как следует из (4).  

Также, если начальный элемент последователь-
ности {v} равен произвольному элементу d ≠ 1, то 
элементы vi этой  последовательности будут опре-
деляться через функцию-след, как следует из (5): 

𝑣𝑣𝑖𝑖  mod7 = 𝑇𝑇(𝑑𝑑µ𝑖𝑖)modd(2, ℎ2(𝑥𝑥)). (7) 

Как указывалось ранее, составная последова-
тельность {s} малого семейства Касами формирует-
ся как поэлементная сумма по mod2 последова-
тельностей {u} и {v}. Очевидно, что в одном периоде 
последовательности максимальной длины {u} бу-
дет содержаться 9 периодов последовательности 
{v}. В качестве примера будем рассматривать вари-
анты формирования последовательности Касами 
{s} при условии различных начальных элементов c 
и d последовательностей {u} и {v}.   

Отметим, что рассматриваемой составной по-
следовательности {s} малого семейства Касами 
соответствует характеристический многочлен: 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = ℎ1(𝑥𝑥) ⋅ ℎ2(𝑥𝑥) = 
(8) = (1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥6)(1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3) = 

= 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥9. 

Тогда последовательность {s} будет удовлетво-
рять рекуррентному уравнению: 

𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+1 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+2 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+4 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+6 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+8 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+9 = 0, (9) 
mod2;   𝑖𝑖 ≥ 0. 

Как известно, наиболее простыми методами 
определения фазы рекуррентной последовательно-
сти являются метод обнаружения и декодирования 
фазы по «скользящему» безошибочному m-эле-
ментному участку и метод Уорда, где m – степень 
многочлена P(x), равная в данном примере (9). 

Для декодирования последовательности {s} ма-
лого семейства Касами, т.е. определения началь-
ных фаз c- и d-последовательностей {u} и {v} соот-
ветственно, с использованием двойственного ба-
зиса и с учетом корней многочленов h1(x) и h2(x), 
найдем по методике, изложенной в [7], коэффици-
енты двойственного базиса αi – для h1(x) и βi – для 
h2(x), i = 1,2,3,…,9, (таблица 2). 

ТАБЛИЦА 2. Коэффициенты двойственного базиса 

αi для h1(x) 
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 
ε14 ε19 ε38 ε37 ε 1 ε22 ε21 ε15 

βi для h2(x) β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8 β9 
μ μ5 μ3 μ2 0 0 μ 1 μ2 

Выберем составные последовательности {u} и 
{v} каноническими. Тогда в результате суммиро-
вания по mod2 последовательности {u} (см. табли-
цу 1) и 9-кратной последовательности {v} в виде 
(6), будет получена каноническая составная по-
следовательность {s1} малого семейства Касами 
(таблица 3). 
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ТАБЛИЦА 3. Вычисление канонической составной последовательности {s1} малого семейства Касами 

{u} 
u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 u19 u20 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s18 s19 s20 

1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 

{u} 
u21 u22 u23 u24 u25 u26 u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 u36 u37 u38 u39 u40 u41 
1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s21 s22 s23 s24 s25 s26 s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 s36 s37 s38 s39 s40 s41 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 

{u} 
u42 u43 u44 u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s42 s43 s44 s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

 
Аналогично рассчитываются и неканонические 

последовательности Касами, складывающиеся из 
М-последовательностей {u} и {v}, начальные фазы 
которых не равны 1. Например, в таблице 4 приве-
дена последовательность Касами {s2}, образован-
ная сложением М1-последовательности {u2} с 
начальной фазой c2 = ε5 и M2-последовательности 
{v2} с начальной фазой d2 = μ2. 

ТАБЛИЦА 4. Пример неканонической  
последовательности Касами {s2} 

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 

0 0 1 0 0 0 0 1 0 
s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 

1 1 0 0 1 1 1 0 1 
s18 s19 s20 s21 s22 s23 s24 s25 s26 

1 1 0 1 0 1 1 1 0 
s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 

1 1 1 1 0 1 1 0 0 
s36 s37 s38 s39 s40 s41 s42 s43 s44 
0 0 1 1 1 0 0 0 1 

s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 
1 1 1 0 1 1 1 1 1 

s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 
0 0 0 1 1 0 0 1 1 
 

Корреляционные свойства  
последовательностей малого семейства Касами 

Рассмотрим корреляционные свойства последо-
вательностей малого семейства Касами на приме-
ре вычисленных ранее канонической последова-
тельности {s1} и неканонической последователь-
ности {s2}. Необходимо отметить, что при расчете 
автокорреляционной (АКФ) и взаимокорреляци-
онной (ВКФ) функций необходимо преобразовать 
последовательности от униполярного вида [1, 0] к 
биполярному виду [−1, 1]. 

 

Вначале определим автокорреляционные свой-
ства последовательностей {s1} и {s2}. Апериодиче-
ская автокорреляционная функция (АпАКФ) вы-
числяется по формуле: 

АпАКФ𝑘𝑘({𝑠𝑠}) = � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖+𝑘𝑘

𝑁𝑁−1−𝑘𝑘

𝑖𝑖=0

, 

где k – сдвиг относительно исходной последова-
тельности {s}. 

Значения АпАКФ последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на графике (рисунок 1). 

 
Рис. 1. Значения АпАКФ последовательностей {s1} и {s2} 

Периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) вычисляется для замкнутой в кольцо по-
следовательности {s} по формуле: 

ПАКФ𝑘𝑘({𝑠𝑠}) = �𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑖𝑖+𝑘𝑘)mod𝑁𝑁

𝑁𝑁−1

𝑖𝑖=0

. 

Значения ПАКФ последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на графике (рисунок 2). 
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Рис. 2. Значения ПАКФ последовательностей {s1} и {s2} 

Значения апериодической и периодической 
ВКФ рассчитываются по аналогичным формулам, 
в которых рассматривается смещение одной по-
следовательности относительно другой. Графики 
этих функций для последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на рисунке 3. 

 

 
Рис. 3. Значения АпВКФ и ПВКФ последовательностей 

 {s1} и {s2} 

Рассмотрим декодирование последовательно-
стей малого семейства Касами для двух вариантов 
систем – синхронной и асинхронной, с использо-
ванием двойственного базиса [7]. 

 
Декодирование последовательности Касами  
в синхронной системе 

В синхронной системе известны начала прини-
маемых  последовательностей {s}, следовательно 
при выделении безошибочного 9-элементного 
участка (𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑠𝑠𝑖𝑖+1, 𝑠𝑠𝑖𝑖+2, 𝑠𝑠𝑖𝑖+3, 𝑠𝑠𝑖𝑖+4, 𝑠𝑠𝑖𝑖+5, 𝑠𝑠𝑖𝑖+6, 𝑠𝑠𝑖𝑖+7, 𝑠𝑠𝑖𝑖+8) де-
кодеру известно значение индекса i, определяюще-
му месторасположение символа si от начала после-
довательности {s}. Таким образом, зная значение 
индекса i и коэффициенты двойственного базиса, 
по принятому безошибочному m-элемент-ному 
участку, в соответствии с методикой [7], будут 
определены начальные фазы c и d последователь-
ностей {u} и {v}.  

Например, первый же 9-элементный участок 
канонической последовательности {s1}, приведен-
ной в таблице 3, принят без ошибок, следователь-
но (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4, 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, 𝑠𝑠7, 𝑠𝑠8) = (111011011). Тогда 
начальные фазы будут следующие: 

𝑐𝑐 = α1 + α2 + α3 + α5 + α6 + α8 + α9 = 
= ε14 + ε19 + ε38 + ε + 1 + ε21 + ε15 = 1  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑 = β1 + β2 + β3 + β5 + β6 + β8 + β9 = 
= µ + µ5 + µ3 + 0 + 0 + 1 + µ2 = 1  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким образом, составные последовательности 
{u} и {v} являются каноническими с начальными 
фазами c = 1 и d = 1. Из этого можно сделать оче-
видный вывод, что только по одному безошибоч-
ному m-элементному участку последовательности 
{s} могут быть определены фазы составных после-
довательностей, тогда как простые методы обра-
ботки по «зачетному» участку и метод Уорда не 
позволяют это сделать. 

Для повышения надежности декодирования по-
следовательностей Касами {s} метод на основы 
двойственного базиса позволяет применить ма-
жоритарный принцип обработки различных m-
элементных участков, в том числе и перекрываю-
щихся. Пусть в принимаемой последовательности 
из таблицы 2 выделенm-элементный участок  
(𝑠𝑠24, 𝑠𝑠25, 𝑠𝑠26, 𝑠𝑠27, 𝑠𝑠28, 𝑠𝑠29, 𝑠𝑠30, 𝑠𝑠31, 𝑠𝑠32) = (000010011),в 
котором i = 24. Поэтому, также безошибочному, 
участку вычислим начальные фазы последова-
тельностей {u} и {v}: 

𝑐𝑐 = ε−24(α5 + α8 + α9) = ε−24(ε + ε21 + ε15) = 
= 1  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑 = µ−24(β5 + β8 + β9) = µ−3(0 + 1 + µ2) = 
= 1  modℎ2(𝑥𝑥). 

То есть, получен тот же результат, что и под-
тверждает возможность мажоритарного декоди-
рования в канале с ошибками по большинству 
одинаковых значений c и d. 

Пусть теперь принимаемая в синхронной си-
стеме последовательность {s} не является канони-
ческой, т. е. начальные элементы c и d отличны от 
1, и задача декодера состоит в определении их с 
использованием двойственного базиса. 

Для примера выберем неканоническую после-
довательность {s2}, приведенную в таблице 
4.Выберем в этой последовательности безоши-
бочный участок: (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4, 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, 𝑠𝑠7, 𝑠𝑠8) =
(001000010) при i = 0. Тогда начальные фазы по-
следовательностей {u2} и {v2}, формирующих не-
каноническую последовательность Касами {s2} (см. 
таблицу 4), в синхронной системе будут равны: 

𝑐𝑐2 = α3 + α8 = ε38 + ε21 = ε5  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑2 = β3 + β8 = µ3 + 1 = µ2  modℎ2(𝑥𝑥). 
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Для проверки мажоритарности метода выберем 
другой безошибочный участок, например с i = 53: 
(𝑠𝑠53, 𝑠𝑠54, 𝑠𝑠55, 𝑠𝑠56, 𝑠𝑠57, 𝑠𝑠58, 𝑠𝑠59, 𝑠𝑠60, 𝑠𝑠61) = (100011001). 

Расчетные значения начальных фаз c2 и d2 для 
такого участка будут следующие: 

𝑐𝑐 = ε−53(α1 + α5 + α6 + α9) = 
= ε−53(ε14 + ε + 1 + ε15) = ε−53 ⋅ ε58 = 

= ε5  modh1(x); 
d = µ−53(β1 + β5 + β6 + β9) = µ−4(µ + 0 + 0 + µ2) = 

= µ−4 ⋅ µ6 = µ2  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким образом, как и было указано ранее, 
начальными фазами составных последовательно-
стей {u2} и {v2} в синхронной системе будут эле-
менты c2 = ε5 и d2 = μ2, или двоичные комбинации 
(a0, a1, a2, a3, a4, a5) = (000001) и (b0, b1, b2) = (001), 
которые были установлены на передающей сто-
роне как начальные состояния ячеек модульных 
регистров, соответствующих многочленам h1(x) и 
h2(x) соответственно. 

 
Декодирование укороченных 
последовательностей Касами 

Использование мажоритарного принципа деко-
дирования последовательностей Касами позволя-
ет использовать укороченные последовательно-
сти, которые представляют собой первые K сим-
волов исходной последовательности. 

При использовании укороченных последова-
тельностей значительно сокращается количество 
m-элементных участков, по которым вычисляются 
начальные фазы и производится мажоритарное 
декодирование. В частности, для них недоступно 
закольцовывание последовательности. Например, 
для укороченной последовательности Касами 
длиной K = 21 доступно всего 13 таких участков. В 
общем случае, для укороченной последовательно-
сти длины K можно использовать K − m + 1 m-
элементных участков. В остальном, принцип деко-
дирования остается тем же самым. 

 
Вероятностные характеристики декодера  
последовательностей Касами на основе  
двойственного базиса при синхронном  
декодировании 

Для оценки вероятностных характеристик син-
хронного декодирования по методу двойственно-
го базиса использовалось моделирование по мето-
ду Монте-Карло. В системе математических вы-
числений GNU/Octave была построена модель си-
стемы передачи с моделью канала связи, через 
которую передавались последовательности Каса-
ми, сформированные по случайным образом сге-
нерированным начальным фазам. На приемной 
стороне последовательности декодировались и 
полученные в результате начальные фазы сверя-
лись с исходными и накапливалась статистика. 

Моделирование проводилось для двух моделей 
каналов: 

1) Модель двоично-симметричного канала 
(ДСК). 

2) Модель канала АБГШ совместно с двоичной 
фазовой манипуляцией. 

Схемы моделей систем передачи приведены на 
рисунках 4 и 5 соответственно. 

 
Рис. 4. Модель системы передачи с каналом ДСК 

 

Рис. 5. Модель системы передачи с каналом АБГШ  
и манипуляцией ФМ-2 

При моделировании в той и другой моделях бы-
ло передано по 20000 последовательностей Каса-
ми на каждое значение битовой ошибки в канале 
ДСК и каждое значение отношения сигнал/шум в 
канале АБГШ. В результате были получены оце-
ночные значения (т. н. «доли») вероятностей пра-
вильного декодирования PПД, неправильного де-
кодирования PНД и отказа в декодировании PОД. 
Под отказом в декодировании понимается ситуа-
ция, при которой в результате мажоритарного де-
кодирования не представляется возможным одно-
значно определить значение начальной фазы. 

Вероятностные характеристики были опреде-
лены для полной последовательности Касами 
длины N = 63 и для укороченных последователь-
ностей длиной K = 21 и K = 42. 

На рисунке 6приведены графики вероятност-
ных характеристик (вероятности правильного де-
кодирования, вероятности неправильного деко-
дирования и вероятности отказа от декодирова-
ния) декодера последовательностей Касами на 
основе двойственного баланса при синхронном 
детектировании для случая канала ДСК и для слу-
чая канала АБГШ с манипуляцией ФМ-2. 

Из приведенных графиков видно, что с укоро-
чением последовательности ухудшаются вероят-
ностные характеристики декодера. Однако в кана-
лах с низкой вероятностью битовой ошибки (с вы-
соким отношением сигнал/шум) использование 
укороченных комбинаций оправдано. 
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а) вероятность правильного декодирования 

 
б) вероятность неправильного декодирования 

 
в) вероятность отказа от декодирования 

Рис. 6. Графики вероятностных характеристик для случая канала ДСК (слева) и для случая канала АБГШ с манипуляцией 
ФМ-2 (справа) 

 
Декодирование последовательности Касами  
в асинхронной системе 

Рассмотрим теперь вариант асинхронной си-
стемы, когда фаза последовательности {u} являет-
ся фазирующей, а фаза последовательности {v} 
переносит в себе адрес получателя или некоторую 
другую конфиденциальную информацию, предна-
значенную только получателю.  

Другим заманчивым вариантом может быть 
асинхронно-адресная система, в которой фаза c 
последовательности {u} является одновременно и 
фазирующей комбинацией и адресом получателя. 
Рассмотрим именно такой вариант, при котором в 
результате декодирования последовательности 
{s} будет определена фазапоследовательности {u}. 

Причем, обработка последовательности {s} на 
приеме будет производиться получателями в со-
ответствии с их собственными начальными фаза-
ми, т. е. их адресами. В таких асинхронно-адресных 
системах приемники находятся в режиме «ожида-
ния» и все время пытаются обнаружить предна-
значенную для них информацию путем идентифи-
кации известной им фазы c последовательности {u}.  

Суть декодирования последовательности Каса-
ми будет в том, чтобы, зная начальный элемент 
последовательности {u}, выделить на приеме L 
последовательных элементов поля GF(26) 
(ε𝑖𝑖, ε𝑖𝑖+1, ε𝑖𝑖+2, . . . , ε𝑖𝑖+𝐿𝐿−1) и запустить в автономный 
режим работы модульный генератор элементов 
поля до окончания последовательности {u}, что 
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будет соответствовать вхождению системы в син-
хронизм с передающим концом. Одновременно 
будет определена фаза последовательности {v}, 
которая будет переносить в себе некоторую дру-
гую конфиденциальную информацию, предназна-
ченную только получателю, например, фазу 
скремблирующей последовательности или фазу 
широкополосной последовательности, расширя-
ющей спектр, и др. 

Рассмотрим этот процесс обнаружения после-
довательности малого семейства Касами и вхож-
дения приемника в синхронизм для нашего при-

мера при отсутствии ошибок в канале.Пусть полу-
чатель пытается обнаружить последовательность 
Касами при пороге L = 5, зная ее начальную фазу 
c = ε5. При этом к получателю последовательность 
поступает с некоторого случайного символа х1. 

Рассмотрим процесс обработки представленно-
го в таблице 5 фрагмента последовательности {s}. 

Проследим обработку с применением двой-
ственного базиса 9-элементных участков, начиная 
с элемента x1, с целью обнаружения последова-
тельности {u} с начальной фазой c = ε5 и установ-
ления цикловой фазы (таблица 6). 

ТАБЛИЦА 5. Фрагмент последовательности {s} для асинхронной обработки 

x1 x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 … 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 … 

 
ТАБЛИЦА 6. Обнаружение последовательности {u} с применением двойственного базиса 

№ 9-элементные участки Обработка с использованием двойственного базиса 

 
x1 x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 

ε1 = ε−5 ⋅ α6 = ε−5 = ε57 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 

2 
x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 

ε2 = ε−5 ⋅ α5 = ε−5 ⋅ ε = ε58 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 

3 
x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 

ε3 = ε−5(α4 + α9) = ε−5(ε37 + ε15) = ε59 
0 0 0 1 0 0 0 0 1 

4 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 

ε4 = ε−5(α3 + α8) = ε−5(ε38 + ε21) = 1 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 

5 
s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 

ε5 = ε−5(α2 + α7 + α9) = ε−5(ε19 + ε22 + ε15) = ε 
0 1 0 0 0 0 1 0 1 

6 
s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 

ε6 = ε−5(α1 + α6 + α8 + α9) = ε−5(ε14 + 1 + ε21 + ε15) = ε2 
1 0 0 0 0 1 0 1 1 

7 
s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 

ε7 = ε−5(α5 + α7 + α8) = ε−5(ε+ ε22 + ε21) = ε3 
0 0 0 0 1 0 1 1 0 

8 
s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 

ε8 = ε−5(α4 + α6 + α7) = ε−5(ε37 + 1 + ε22) = ε4 
0 0 0 1 0 1 1 0 0 

 
Таким образом, после обработки восьмого 9-

элементного участка будут выделены L = 5 после-
довательных элементов поля, а именно: 1, ε, ε2, ε3, ε4 
– что свидетельствует об обнаружении ожидаемой 
последовательности {s}, в которой составная  по-
следовательность {u} имеет начальную фазу c = ε5. 
Далее, для вхождения в синхронизм, последний 
выделенный элемент поля GF(26), равный ε4, запи-
сывается в модульный регистр многочлена h1(x), 
после чего потактово происходит досчет до состо-
яния ε54, которому будет соответствовать прием 
из канала последнего 9-элементного участка 
(s54, s55, s56, s57, s58, s59, s60, s61, s62). Этому состоянию и 
будет соответствовать окончание приема после-
довательности {s} как фазирующей для пользова-
теля с начальным элементом последовательности 
{u}, равным c = ε5. 

Поясним теперь, как будет определена инфор-
мационная начальная фаза d второй составной 
последовательности {v} в составе последователь-
ности {s} малого семейства Касами. По выделен-
ному последнему безошибочному 9-элементному 

участку (s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11, s12) = (000101100) 
из таблицы 6, когда пороговый счетчик на L = 5 
сработает, с помощью коэффициентов βi двой-
ственного базиса вычисляется соответствующий 
по времени элемент μi поля GF(23), образованного 
многочленом h2(x). В результате вычисления по-
лучим:  

µi = β4 + β6 + β7 = µ2 + 0 + µ = µ6. 

Запишем полученный элемент в генератор эле-
ментов поля GF(23) на основе многочлена h2(x), 
который начнет потактово работать в автономном 
режиме до появления в первом регистре состоя-
ния ε54. Во втором генераторе в это время окажется 
некоторый элемент μj, умножив его на μm = μ9, полу-
чим искомую информацию, т. е. начальную фазу d 
последовательности {v}. В нашем примере μj = 1, 
следовательно, начальная фаза d последовательно-
сти {v} будет равна 𝑑𝑑 = µj ⋅ µ9 = µ2;  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким же образом фазы c и d определяются и 
при наличии ошибок в последовательности {s} с 
тем отличием, что принятие решения относитель-
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но фазы c будет осуществляться мажоритарно по 
большинству одинаковых значений при обработке 
различных 9-элементных участков последова-
тельности {s}. 

 
Заключение 
В заключение сравним множество последова-

тельностей малого семейства Касами и их корре-
ляционные функции с последовательностями Голда. 

Общее количество последовательностей малого 
семейства Касами зависит от конкретных условий 
их применения. Если начальная фаза c для длинной 
исходной М1-последовательности {u} является фик-
сированной, например фазирующей, а фаза после-
довательности {v} переносит в себе адрес получа-
теля или некоторую другую конфиденциальную 
информацию, предназначенную только получате-
лю, то количество различных последовательностей 
Касами {s}, с учетом нулевой последовательности 
{v}, будет равно 2

𝑛𝑛
2 = �𝑁𝑁1 + 1. В рассматриваемом 

примере таких различных последовательностей 
будет 8. Для сравнения, при применении последо-
вательностей Голда с таким же периодом и при тех 
же условиях количество различных последователь-
ностей будет равно N1 + 2, т. е. 65 для n = 6. В общем 
виде для данного случая количество различных 
последовательностей Голда превышает количество 
различных последовательностей малого семейства 
Касами в 𝑁𝑁1+2

�𝑁𝑁1+1
≈ �𝑁𝑁1 + 1 = √2𝑛𝑛 = 2

𝑛𝑛
2  раза. Следо-

вательно, количество информации, передаваемой 
одной последовательностью Голда по сравнению с 
последовательностью малого семейства Касами 
такого же периода N1, увеличивается в log22

𝑛𝑛

log22
𝑛𝑛
2

= 2 

раза. Именно по критерию скорости передачи ин-
формации преимущество на стороне последова-
тельностей Голда. 

Второй случай относится к системам, в которых 
формируются последовательности с различными 
начальными фазами как для длинной исходной 
М1-последовательности {u}, например, адресной в 
асинхронно-адресных системах, так и в последова-
тельности {v}. Тогда при использовании последо-
вательностей Касами количество различных таких 
последовательностей будет, учитывая и нулевую 
последовательность {v}, равно 𝑁𝑁1 × (𝑁𝑁2 + 1) =         
= (2𝑛𝑛 −  1) × 2

𝑛𝑛
2 ≈ 2

3𝑛𝑛
2 . Для рассматриваемого в 

данной статье примера последовательностей Ка-
сами это количество будет равно 63 × 8 = 504. В то 
же время, количество различных по фазе последо-
вательностей Голда с таким же периодом (с уче-
том двух дополнительных, когда последователь-
ность {u} или последовательность {v} в составной 
последовательности Голда будет нулевой) будет 
равно 22n. Таким образом, количество различных 

по фазе последовательностей Голда превышает 
количество различных по фазе последовательно-
стей Касами, как и в первом случае, примерно в 
2n/2 раз. Т. е. преимущество последовательностей 
Голда над последовательностями малого семей-
ства Касами одинакового периода по информаци-
онному выигрышу остается неизменным. 

Сравним теперь последовательности Касами и 
последовательности Голда с одинаковым перио-
дом по корреляционным свойствам. 

Выше (см. рисунки 2 и 3) представлены полу-
ченные путем моделирования, ненормированные 
периодические автокорреляционные и взаимно 
корреляционные функции рассматриваемых в 
статье последовательностей малого семейства 
Касами. Результаты моделирования подтвердили, 
что коэффициенты корреляции, как ПАКФ (кроме 
основного пика), так и ПВКФ, принимают лишь 
три значения, а именно {–1, – q, (q – 2)}, где индекс 
децимации q = 2n/2 + 1, т. е. для нашего примера     
{–1, – 9, 7}. В то же время, коэффициенты корреля-
ции для последовательностей Голда такого же пе-
риода будут примерно в два раза больше. Так, при 
таком же периоде N = 63 коэффициенты корреля-
ции последовательностей Голда будут {–1, – 17, 
15}. Отсюда следует вывод, что корреляционные 
свойства последовательностей Голда примерно в 2 
раза хуже по сравнению с последовательностями 
малого семейства Касами такого же периода, что 
обеспечивает более высокую помехоустойчивость 
последовательностей Касами при их передаче по 
каналам с ошибками. Таким образом, по критерию 
корреляции преимущество на стороне последова-
тельностей малого семейства Касами. 

Кроме того, помехоустойчивость последова-
тельностей малого семейства Касами по сравне-
нию с последовательностями Голда одинакового 
периода будет выше благодаря тому, что m-
элементные участки в последовательностях Голда 
в 4/3 раза длиннее (в последовательности Касами 
𝑚𝑚 = 3𝑛𝑛

2
, а в последовательности Голда m = 2n). Сле-

довательно, это увеличивает вероятность приема 
m-элементных участков последовательности Гол-
да с ошибками и, тем самым, уменьшает вероят-
ность правильного распознавания последователь-
ности Голда по сравнению с последовательностя-
ми Касами при мажоритарной обработке таких 
последовательностей. 

С учетом вышеизложенного можно сделать вы-
вод, что последовательности малого семейства 
Касами обладают более высокой помехоустойчи-
востью в сравнении с последовательностями Гол-
да с одинаковым периодом. 
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Введение 

В XX веке телевидение совершило огромнейший 
скачок в развитии. От механического телевидения 
мир перешел к электронному, от черно-белого к 
цветному, от стандартного качества к высокому. 
Сразу возникла необходимость в оценке качества 
получаемого изображения. Разрабатывались объ-
ективные и субъективные методики, а также 
стандарты по оценке качества телевизионных 
изображений.  

В декабре 2015 г. в рамках круглого стола «Ак-
туальные задачи развития, управления отече-
ственных телекоммуникаций / ИКТ», организо-
ванного Международной академией связи, высту-
пил бывший министр связи СССР (1991 г.) Г.Г. Куд-
рявцев, который считает, что качество должно 
оцениваться как: качество связи, качество сетей 
связи, качество услуг и качество восприятия. 

В зависимости от технических параметров те-
левизионной системы со временем менялись и 
критерии оценки; однако разрешающая способ-
ность изображения при заданной четкости была и 
остается ее важнейшим параметром. Поэтому эво-
люция телевизионных систем в контексте оценки 
качества соответствующих видеоизображений 
представляет несомненный научный интерес и 
заслуживает своего исследования. 

 
Критерии оценки качества механического  
телевидения 

В Москве в апреле 1931 г. коллектив лаборато-
рии телевидения Всесоюзного электротехническо-
го института под руководством В.И. Архангельского 
и П.В. Шмакова осуществил экспериментальную 
радиопередачу сигналов изображения в Ленин-
град, а с октября 1931 г. начались регулярные пе-
редачи изображения по немецкому стандарту 30 
строк (1200 элементов, учитывая соотношение 
сторон кадра 3х4), 12,5 кадров в секунду на волне 
379 м и звука на волне 720 м [1]. Так называемое 
механическое телевидение было основано на си-
стеме Нипкова (рисунок 1) [2].  

 
Рис. 1. Диск Нипкова 
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Немецкий инженер Пауль Нипков запатентовал 
оптико-механическое устройство, состоящее из 
непрозрачного диска большого диаметра, по 
внешнему краю которого располагались отвер-
стия по спирали Архимеда. Каждое отверстие со-
ответствовало строке, а количество строк раз-
вертки изображения определялось количеством 
отверстий в диске. В зависимости от модификации 
устройства существовали системы с количеством 
строк разложения от 30 до 120.  

Благодаря техническим достижениям после 
1935 г. были разработаны механические системы 
на 180 строк и более. Однако такие недостатки 
оптико-механического телевидения как низкая 
четкость, малый размер экрана и слабая яркость 
изображения предопределили ее судьбу. Эти си-
стемы просуществовали до начала Второй миро-
вой войны, уступив электронным системам с луч-
шими параметрами.  

 
Критерии оценки качества электронного  
телевидения 

Борис Львович Розинг, первый ученый, реализо-
вавший на практике работу электронного телеви-
дения, родился в Санкт-Петербурге в 1869 году. В 
1891 г. с отличием закончил физико-математи-
ческий факультет Санкт-Петербургского универси-
тета. Поисками способа электрической передачи 
изображения в Технологическом институте Санкт-
Петербурга, где он работал с 1892 года, Розинг за-
нимался несколько лет. Еще в 1907 году он подал 
первую в мире заявку на патентование электронно-
го телевидения. В силу различных причин откры-
тие Розинга оказалось по достоинству оценено в 
первую очередь за рубежом: изобретение было за-
патентовано в 1908 году в Англии и в 1909 г. в Гер-
мании, и лишь в 1910 г. – в России. 

Но главной датой в жизни Розинга – ученого яв-
ляется 9(22) мая 1911 года. В этот день Борису 
Львовичу удалось успешно передать и получить 
точное изображение на экране пока еще простей-
шего устройства, бывшего прототипом кинескопа 
современного телевизора, которое ученый назвал 
«электрическим телескопом». Опыт Розинга со-
стоял в следующем. Используя электронный луч, 
на экране осциллографической электронно-
лучевой трубки появлялось изображение, которое 
состояло из 4 белых полос на черном фоне. Среди 
тех, кто помогал Розингу в проведении опыта, был 
тогда еще студент Санкт-Петербургского Техноло-
гического института Владимир Зворыкин – имен-
но его, а не Розинга через несколько десятилетий 
назовут отцом телевидения, хотя в основе работы 
всех воспроизводящих телевизионных устройств 
лежал принцип, открытый Борисом Львовичем. 

Через год, в 1912 г., за свой успешный опыт Бо-
рису Львовичу была присуждена Золотая медаль 
русского технического общества, а также премия 

имени К.Г. Сименса, что было отражено в протоко-
лах собраний Русского технического общества. 
Талантливый ученый получил заманчивое пред-
ложение из США, где ему предлагали все условия 
для дальнейшей научной работы, но Розинг отка-
зался, не считая правильным продавать результа-
ты своих научных трудов иностранцам. 

В 1938 г. в Советском Союзе начались передачи 
электронного телевидения с четкостью 343 стро-
ки. Первый стандарт электронного телевизионно-
го вещания в СССР с разложением на 441 строку 
был принят 27 декабря 1940 г. [3]; однако просу-
ществовал недолго. В 1948 г. Московский теле-
центр был переведен на стандарт 625 строк. 

На кафедре ЛЭИС им. проф. М.А. Бонч-Бруевича 
под руководством проф. П.В. Шмакова с начала 50-х 
годов проводились исследовательские работы по 
созданию одновременной совместимой системы 
цветного телевидения. В 1956 г. аппаратура была 
перевезена в Москву для демонстрации ее работы 
специалистам и членам правительства. В 1958 г. 
делегатам XI Исследовательской комиссии Меж-
дународного консультативного комитета по радио 
в Москве и Ленинграде были продемонстрирова-
ны результаты работы по цветному телевидению, 
получившие высокую оценку. Дальнейшие работы 
по внедрению цветного телевизионного вещания 
проводились во ВНИИ телевидения (Ленинград). 

В 60-х годах XX века из множества систем цвет-
ного телевидения были приняты: NTSC, PAL и 
SECAM. Систему SECAM (625 строк, 50 Гц) –
разработку советских и французских специали-
стов – кроме СССР и Франции предпочли страны 
Восточной Европы, Африки и Азии. Систему PAL 
(525 строк, 50 Гц), разработанную в Германии, вы-
брали страны Западной Европы, Австралии, ча-
стично Азии и Африки. Американская система 
NTSC (525 строк, 60 Гц) использовалась в Японии, 
Канаде и странах Латинской Америки. Регулярные 
передачи по системе SECAM начались в нашей 
стране 1 октября 1967 г.  

Для оценки качества видеоизображений был 
специально разработан государственный стандарт 
СССР [4], который устанавливал лабораторные ме-
тоды субъективной оценки качества цветных те-
левизионных изображений при разработке и ис-
следовании телевизионных вещательных систем и 
отдельных телевизионных устройств. 
 
Критерии оценки качества цифрового  
телевидения 

Следующим этапом развития телевидения в 
мире стал переход на цифровое вещание. В соот-
ветствии с Рекомендацией МСЭ-Р [5] все предлага-
емые стандарты (1080/24/1:1, 1080/25/1:1, 1080/ 
/30/1:1, 1080/50/1:1, 1080/60/1:1, 1080/50/2:1 и 
1080/60/2:1) основываются на едином формате 
изображения, предусматривающем 1080 активных 
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строк в кадре с 1920 отсчетами по горизонтали в 
активной части строки. Формат 16:9 предусматри-
вает формирование квадратной структуры отсче-
тов (соответствует квадратным элементам изоб-
ражения на экране), обычно используемой в ком-
пьютерной практике. В Рекомендации установлен 
единый универсальный формат построчного раз-
ложения ТВЧ-изображения (телевидения высокой 
четкости) на 1080 активных строк при частоте кад-
ров 24 Гц, принятой в кинематографе (формат 24Р). 

В октябре 1997 г. Ассамблея радиосвязи МСЭ 
приняла большой пакет мировых стандартов в 
области телевидения высокой четкости, цифрово-
го программного телевидения, цифрового назем-
ного телевещания и т.д. 

Научно-исследовательский институт телевиде-
ния в рамках проекта технического регламента 
032 «О безопасности средств связи» разработал 
пять стандартов в области цифрового широко-
форматного телевидения. Они утверждены 
Агентством по техническому регулированию и 
метрологии Российской Федерации и вступили в 
действие с 1 декабря 2010 г. Национальные стан-
дарты устанавливают основные параметры и об-
щие требования к перспективным цифровым ши-
рокоформатным телевизионным системам [6-9]. 

Параллельно был разработан государственный 
стандарт [10] для цифрового вещательного теле-
видения, в соответствии с которым вводятся из-
мерительные сигналы цифрового телевизионного 
канала передачи с учетом параметров цифровой 
телевизионной вещательной системы, а также 
определяет методы контроля структуры цифрово-
го транспортного потока со сжатием. 

В соответствии с Федеральной целевой про-
граммой «Развитие телерадиовещания в Россий-
ской Федерации на 2009-2018 годы» переход от 
аналогового к цифровому телевизионному веща-
нию на территории нашей страны должен про-
изойти до октября 2018 г. 

 
Стандарты и методы оценки качества 

Оценка качества изображения может быть про-
ведена как объективными методами, так и субъ-
ективными. Каждый из них имеют свои достоин-
ства и недостатки.  

Объективную оценку проводят с помощью про-
граммных и аппаратных средств. В качестве мет-
рик для оценки, как правило, используют следую-
щие критерии: пиковое отношение сигнал/шум 
(PSNR, от англ. Peak Signal to Noise Ratio), индекс 
передачи медиа (MDI, от англ. Media Delivery 
Index), оценка качества видео (VQM, от англ. Video 
Quality Metric), оценка качества движущихся изоб-
ражений (MPQM, от англ. Moving Pictures Quali-
ty Metric) и индекс структурного сходства (SSIM, 
от англ. Structural Similarity Index).  

Субъективная или экспертная оценка прово-
дится, как правило, с группой лиц для качествен-
но/количественной оценки свойств объекта. Ме-
тодики субъективной оценки в зависимости от 
исследуемого контента и поставленной задачи 
разделяют по используемому методу на следую-
щие: метод оценки непрерывного качества одного 
входного сигнала (SSCQE, от англ. Single Stimulus 
Continuous Quality Evaluation), метод двойного 
входного сигнала с использованием шкалы ухуд-
шения (DSIS, от англ. Double-Stimulus Impairment 
Scale), метод с двумя источниками воздействия и 
непрерывной шкалой качества (DSCQS, от англ. 
Double Stimulus Continuous Quality Scale), метод 
непрерывной оценки с двумя источниками непре-
рывного воздействия (SDSCE, от англ. Simultane-
ous Double Stimulus For Continuous Evaluation), ме-
тод усредненной субъективной оценки (MOS, от 
англ. Mean Opinion Score) и метод попарного срав-
нения (PC, от англ. Paired Comparisons). 

В свое время широкое распространение получи-
ла интегральная оценка качества, предложенная 
М.В. Антипиным [11]. Интегральный критерий 
качества численно выражается некоторым функ-
ционалом Q ≤ 1, представляющим собой произве-
дение n сенсорных характеристик зрительного 
анализатора qi ≤ 1: 

𝑄𝑄 =  �𝑞𝑞𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 

Каждая сенсорная характеристика соответству-
ет i-му показателю качества изображения (зашум-
ленности, резкости, контрасту и т.д.) и представ-
ляет собой зависимость данного показателя, оце-
ниваемого рядом наблюдателей по принятой в 
психофизике субъективной шкале отношений, от 
некоторой объективно измеряемой величины. 
Данный метод не получил дальнейшего примене-
ния из-за сложности процедуры оценки, а также 
же из-за одинакового весового соотношения всех 
сенсорных характеристик [12]. 

Основные работы в области стандартизации ме-
тодов оценки качества видео проводятся Европей-
ским институтом по стандартизации в области те-
лекоммуникаций (ETSI, от англ. European Telecom-
munications Standards Institute), Международным 
союзом электросвязи (ITU, от англ. International 
Telecommunication Union), Группой экспертов по 
качеству видео (VQEG, от англ. Video Quality Experts 
Group). Результатами этих работ стали рекоменда-
ции, описывающие основные параметры видео но-
вого поколения и его оценки, а также новые стан-
дарты и методы кодирования видеоконтента.  

 
Критерии оценки качества объемных  
изображений 

Устройств отображения изображений с каждым 
днем становится все больше; вместе с ними увели-



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 
 

www.tuzs.sut.ru 35 
 

чивается и количество видов видеоизображений, 
которые позволяют решить научно-прикладные 
задачи, с которыми стандартные 2D видеоизобра-
жения не могут справиться. К такому виду отно-
сятся, например, объемные изображения, которые 
позволяют проводить операции на мозге, обучать 
в виртуальных лабораториях, ощущать эффект 
присутствия на театральной или балетной поста-
новке и т.д. Под термином объемные изображения, 
как правило, понимают изображения, способные 
создавать иллюзию объема, реалистичности 
наблюдаемой сцены, например, стереоскопиче-
ские изображения, виртуальная и дополненная 
реальность, видео 360 (панорамное видео). 

Виртуальная реальность (VR, от англ. virtual real-
ity) – это имитация трехмерного мира, созданная с 
использованием специальных технических средств, 
субъектом которого является человек [13]. Другим 
видом применения виртуальных технологий явля-
ется дополненная реальность (AR, от англ. aug-
mented reality). Она позволяет в режиме реального 
времени совмещать существующее физическое 
изображение цифровыми данными. Примером до-
полненной реальности может служить выводимые 
на экран монитора схемы размера поля при телеви-
зионной трансляции спортивного матча. 

Для погружения в мир виртуальной реальности 
используются соответствующие устройства: сте-
реоскопические очки, шлемы, аппаратные сред-
ства, сферы виртуальной реальности. Наиболее 
популярными на данный момент являются вирту-
альные шлемы Oculus Rift [14], Samsung Gear VR 
[15] или обычная карточная коробка Google 
Cardboard [16], в которую вставляют смартфон. 
Сравнение параметров этих устройств представ-
лено в таблице 1 [17]. 

ТАБЛИЦА 1. Характеристики воспроизведения видео  
в виртуальных шлемах 

Платформа Кодек Разрешение FPS 
Средняя би-
товая ско-

рость, Мбит/с 

Gear VR h.265 3840×2160 30 10 – 20 

Cardboard 
Android 

h.264 
(Baseline, 
level 4.2) 

3840×2160 30 20 – 30 

Cardboard iOS 
h.264 

(Baseline, 
level 3.1) 

1920×1080 30 10 – 14 

Oculus Rift h.265 / 
h.264 4096×4096 60 40 – 60 

Качество воспринимаемого изображения, а 
также реалистичность восприятия виртуального 
трехмерного пространства зависят от следующих 
факторов: глубина сцены, сложность графики 
окружающей среды, реалистичность моделирова-
ния взаимодействия пользователя с трехмерной 
средой, звуковое сопровождение и т.д. 

В виртуальной реальности происходит имита-
ция трехмерной среды через наблюдение воспро-
изводимого видеоизображения. От того, насколь-
ко качественным данное изображение, будет зави-
сеть эффект погружения в виртуальную среду. Под 
качеством изображения в данном случае понима-
ется реалистичность и глубина воспроизводимой 
среды с наиболее высоким ощущением реализма. 

Следующим параметром, влияющим на разли-
чие в восприятии между реальной и виртуальной 
средой, является поле зрения. Поле зрения чело-
века в горизонтальной плоскости, в отличие от 
вертикальной, где оно постоянно и равно 135°, 
может принимать различные значения [18]. При 
восприятии окружающего мира одним глазом по-
ле зрения человека в горизонтальной плоскости 
равно 150°, а при бинокулярном обзоре – 200°. Из 
этого следует, что даже существующие виртуаль-
ные шлемы со 180° обзора не смогут обеспечить 
полное совпадение с реальным миром. При ис-
пользовании виртуального шлема возникает ви-
зуальный феномен, который имеет название тун-
нельное зрение [19]. Оно характерно ограничени-
ем поля зрения, в том числе периферийного зре-
ния. Периферийное зрение передает в мозг ин-
формацию о скорости движения и расстоянии до 
объектов, в то время как центральное зрение даeт 
лишь приблизительную оценку скорости движу-
щегося объекта на основе изменения размера или 
угла параллакса между глазами. По этой причине 
разработчики виртуальных сред стараются распо-
ложить основные объекты сцены в центре. 

Для создания систем объемного телевидения 
высокого качества необходимо использовать пси-
хологию зрительного восприятия пространства, в 
том числе остроту стереозрения или глубинную 
остроту. По методике [20] определено, что 97.3 % 
из 188 студентов-биологов, участвовавших в экс-
перименте по оценке стереоостроты, заметили 
горизонтальную диспаратность при 138″ (2.3′) 
или меньше. В ходе эксперимента было выявлено, 
что 80 % испытуемых обладают стереоостротой 1′, 
а 20 % испытуемых не могли определить глубину 
менее 30″. 

Так как восприятие глубины окружающего ми-
ра человеком определяется в основном глубиной 
его поля зрения, то связав это значение с разре-
шающей способностью глаза по глубине, можно 
определить максимальную частоту воспроизведе-
ния кадров для объемных изображений. 

Принимая значения ближней границы области 
наблюдения (R1) человека равным 1,5 метра [21] и 
дальней границы (R2) области наблюдения – 60 
метров [22], можно определить глубину воспри-
нимаемого изображения в фокусе: 

ΔR ≈ R2 – R1 = 60 – 1,5 = 58,5 м. (1) 
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Если предположить, что глаз – это приемник, а 
наблюдаемая сцена является воспроизводящим 
устройством, как изображено на рисунке 2, то 
можно считать, что угловая разрешающая способ-
ность глаза по глубине будет равна расстоянию 
между слоями сцены, или в случае передающей 
системы – планами (сечений) глубины (Nmax). Что-
бы рассчитать данное значение, необходимо глу-
бину поля зрения разделить на глубинную разре-
шающую способность глаза, выраженную в мет-
рах: 

𝑁𝑁max =
∆𝑅𝑅
𝑥𝑥

. (2) 

Из рисунка 2б, видно, что х – это расстояние 
между последним Nmax и предпоследним планом 
(сечением) глубины (Nmax–1), выразим остроту 
зрения глаза в метрах. Для этого рассчитаем длину 
дуги x: 

𝑥𝑥 =
2π𝑟𝑟ψ
360°

=  𝑅𝑅2ψ, (3) 

где ψ – острота зрения по глубине. 

  
а) б) 

Рис. 2. Определение требуемого количества планов 
(сечений) глубины 

Подставляя значение x в формулу 2, при остроте 
глубинного зрения 1´ получим: 

𝑁𝑁max ≈
∆𝑅𝑅
𝑥𝑥

=
𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅1
𝑅𝑅2ψ

=
58,5

60 ∙  0.00029
= 346. 

При остроте глубинного зрения равном 2′ коли-
чество планов сечений глубины будет равно: 

𝑁𝑁max ≈
∆𝑅𝑅
𝑥𝑥

=
𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅1
𝑅𝑅2ψ

=
58,5

60 ∙  0.00058
= 1681. 

Таким образом, для максимального качества 
воспроизведения объемного изображения требу-
емое количество планов сечений глубины полного 
кадра объемного изображения, определяемое зри-
тельным аппаратом человека, составляет 3462 
плана. 

Для определения зависимости качества объем-
ного изображения от количества воспроизводи-
мых планов сечений глубины с различной остро-
той глубинного зрения человека авторами был 
проведен следующий эксперимент. 

Как известно, для стандартного (двумерного) 
телевидения был определен формат кадра, гео-
метрические размеры которого представляют со-
бой прямоугольник (формат кадра k = b/h = 4/3), в 
соответствии со строением и характеристиками 
сетчатки глаза и его оптической системы. Тогда 
для трехмерного телевидения устройство воспро-
изведения должно иметь форму параллелепипеда. 
Конфигурацию данного устройства можно пред-
ставить следующим образом: если расположить 
два монитора под углом 90° друг относительно 
друга, то на монитор «Х» должно подаваться 
фронтальное изображение, а на монитор «Z» пла-
ны сечений глубины полного кадра объемного 
изображения. 

На телевизор, который в данном эксперименте 
выступает в качестве монитора «Z», воспроизво-
дящего планы сечений глубины, выводится набор 
изображений с предварительно внесенными из-
менениями. В качестве материала для оценки ис-
пользуется набор статических изображений раз-
решением 3840х2160, содержащий белые и чер-
ные вертикальные линии: 3840, 1920, 1280, 960, 
768, 640, 480, 384, 256, 96, 30. 

Эксперт в соответствии с Рекомендацией [23] 
становился на расстояние просмотра 1186.0 мм и 
под углом 20° к плоскости экрана телевизора. 
Участники по одному просматривали и определя-
ли различия между следующими друг за другом 
изображениями, оценивая путем ответа, присут-
ствует изменение в изображении или нет [24]. 
Общее количество экспертов составило 15 человек 
(8 женщин и 7 мужчин) от 18 до 65 лет; средний 
возраст 26 лет. Предварительно перед проведени-
ем испытаний у экспертов было проверено глу-
бинное зрение и определено его значение; диапа-
зон составил от 1′ до 3′. 

Экспериментальное исследование проводилось в 
лабораторных условиях. Тестовые изображения 
воспроизводились на телевизор LG 60UH620V 
(3840х2160, 60", LED); результаты эксперимен-
тальных исследований представлены на рисунке 3. 

 
Рис. 3. Зависимость качества изображения от количества 

планов (сечений) глубины 
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Исходя из полученных результатов, можно сде-
лать вывод, что при количестве планов сечений 
глубины равном 3840 достигается максимальное 
значение качества изображения. Если человек об-
ладает глубинной остротой зрения 2´, то для до-
стижения максимального качества достаточно 
меньшее количество планов – 1920. Таким обра-
зом, значения, полученные экспериментально, кор-
релируют с рассчитанными теоретически. 

 
Критерии оценки качества  
инфокоммуникационных сетей 

В соответствии с Рекомендацией МСЭ-Р [25] ос-
новными параметрами оценки, в том числе ви-
деоконтента, передающегося по инфокоммуника-
ционным сетям, являются: количество потерян-
ных пакетов, полоса пропускания сети, джиттер и 
т.д. Однако другая рекомендация МСЭ-Р [26] опре-
деляет иные параметры оценки: яркость, кон-
трастность, разрешающая способность и т.д. То 
есть, одно и то же видеоизображение может быть 
оценено по совершенно разным параметрам. 

Для определения зависимости влияния данных 
параметров на результат оценки качества воспро-
изводимого изображения были проведены экспе-
риментальные исследования [27]. Использовалось 
9 видеопоследовательностей (стереоскопическая 
стереопара левая, 1920x1080p, частота кадров 30 
кадр/с) с соответствующими искажениями, но с 
одинаковым содержанием, а именно: различные 
виды спорта, в т.ч. замедленные и быстрые движе-
ния, в которых заранее были ухудшены «сетевые» 
(потеря пакетов в заданном диапазоне – 1,5 %, 2 %, 
3 %, а также ограничение пропускной способности 
– 9.5 Мбит/с, 10 Мбит/с, 11 Мбит/с) и «телевизион-
ные» (400 ТВЛ, 300 ТВЛ, 200 ТВЛ) параметры.  

Исследование проводилось в соответствии с Ре-
комендацией МСЭ-R BT.2021 «Методы субъектив-
ной оценки систем стереоскопического 3D телеви-
дения» в лабораторных условиях. Экспертами вы-
ступали студенты. В качестве метода субъектив-
ной оценки использовался PC. В соответствии с 
методикой видеопоследовательности, предвари-
тельно прошедшие через «сетевые» и «телевизи-
онные» системы, сравнивались попарно. Наблюда-
тели оценивали, какой элемент из пары предпо-
чтителен в контексте данного сценария испыта-
ний. Испытываемые системы комбинировались во 
всех возможных сочетаниях, и все пары последо-
вательностей были предъявлены экспертам в двух 
возможных порядках следования изображений. 

На рисунке 4а приведены результаты оценки 
глубины, когда сначала демонстрировались изоб-
ражения с различной четкостью, а затем с различ-
ным количеством потерянных пакетов; на рисунке 
4б – результаты оценки при обратном представ-
лении последовательностей. На рисунке 5а приве-
дены результаты оценки, когда сначала исследо-

ватели наблюдали изображения с различной чет-
костью изображения, а после с различной про-
пускной способностью; на рисунке 5б – наоборот. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Оценка глубины изображения при различных 
значениях четкости и количестве потерянных пакетов 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Оценка глубины изображения при различных  
значениях четкости и пропускной способности сети 
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По результатам эксперимента можно сделать 
вывод, что при разработке протоколов для переда-
чи объемных изображений необходимо учитывать 
не только сетевые, но и телевизионные параметры. 

 
Современная оценка качества информации 

В современном мире происходит стирание гра-
ниц между областями наук. Например, тип кон-
тента при оценке его качества по сетевым пара-
метрам не имеет особого значения, так как любая 
информация вне зависимости от содержания пре-
образуется в пакеты для дальнейшей передачи по 
инфокоммуникационным сетям. 

А.К. Цыцулин в своей работе [28] рассматривает 
математические теории связи К. Шеннона, в кото-
рых формализовано понятие качества синтаксиче-
ской информации. Им доказано, что максимум ка-
чества переданной информации достигается при 
минимуме информационного риска, включающего 
ненадежность канала (потерю полезной информа-
ции) и избыточную (фоновую) информацию. 

М.И. Кривошеев считает, что следующим поко-
лением телевизионного вещания станет ТВ высо-
кой четкости с улучшенным объемным звуковым 
сопровождением [29].  

Существует мнение, что уже в ближайшем бу-
дущем объемное телевидение заменит 2D телеви-
дение: «Приход в наши квартиры объемного теле-
видения – вопрос времени. Переход от обычного 
телевидения к объемному будет подобен переходу 
от черно-белого телевидения к цветному», – 
П.С. Варгин [30]. 

Продолжаются исследования в работе мозга и 
восприятии информации. Исследования в области 
нейронауки показали, что сетчатку глаза человека 
можно представить в форме трехслойной карты 

световых рецепторов, включая ганглиозные клет-
ки, аксоны которых простираются от сетчатки до 
таламуса. Клетки таламуса затем передают сигнал 
в первичную зону зрительной коры – затылочную 
зону и далее в различные области головного моз-
га. Разрешение после прохождения затылочной 
зоны падает, поскольку зрительные карты высших 
уровней реагируют на более абстрактные стиму-
лы, такие как лица и объекты, а также связаны с 
сетями, контролирующими внимание, эмоции и 
даже, возможно, принятие решений [31]. Это озна-
чает, что при оценке качества изображений долж-
ны учитываться не только технические парамет-
ры системы, но и содержание контента. 

 
Заключение 

Способов представления видеоинформации с 
каждым днем становится все больше, так же, как и 
способов ее передачи. Качество одного и того же 
контента оценивают по несвязанным между собой 
параметрам. Существующие субъективные оценки 
качества изображений учитывают только общее 
впечатление от просмотренного видео, не опреде-
ляя критерии оценки качества глубины изобра-
жения, комфорта, реалистичности. Поэтому необ-
ходимо проведение дальнейших экспериментов и 
исследований по изучению субъективных факто-
ров восприятия глубины, искажений, чрезмерного 
напряжения зрения, качества, естественности 
присутствия и т.д. Так же требуется разработка 
новых стандартов оценки качества в связи с но-
выми техническими средствами воспроизведения 
информации: шлемы виртуальной реальности, 
смартфоны и т.д. Необходимо, в том числе, решить 
вопрос использования методов для оценки каче-
ства видеоинформации в режиме реального вре-
мени.  
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Задача построения структуры полевой тран-

спортной сети связи является важнейшей, по-
скольку наличие именно структуры позволяет 
решить и ряд других связанных с ней задач, а 
именно: 

– определение структурной живучести сети; 
– определение маршрутов между выделенными 

корреспондирующими узлами связи и алгоритмов 
маршрутизации; 

– выработка рекомендаций по решению пото-
ковой задачи; 

– оценка эффективности применимости той или 
другой технологии; 

– решение задач резервирования и управления. 
Все перечисленные и ряд других задач, как пра-

вило, задаются в качестве исходных требований. В 
случае невыполнения одного из требований про-
исходит возврат к задаче построения структуры. В 
общем случае процесс построения структуры по-
левой транспортной сети носит итерационный 
характер и останавливается, когда найдено реше-
ние, удовлетворяющее всем требованиям. 

Предположим, требуется построить структуру 
сети, удовлетворяющую требованию по наличию 
трех независимых маршрутов между корреспон-
дирующими узлами. При этом базовая структура 
сети (ее основная часть) задана. 

Решение задачи включает комплекс оценок по 
связности сети, времени и вероятности доставки 
сообщений между корреспондирующими узлами. 
Данная задача чаще всего может возникнуть в ди-
намике решения по связи, например, при восста-
новлении сети.  

Очевидно, что в условиях, когда часть сети со-
храняется, и если она не устраивает заданным 
требованиям, то улучшение ее структурной 
надежности может достигаться только за счет 
введения дополнительных (резервных) линий 
связи. В самом общем виде решение задачи может 
формулироваться как введение в заданный на 
определенный момент сети таких линий, которые 
обеспечивали бы: 

– образование между выделенными корреспон-
дирующими узлами минимум трех независимых 
маршрутов, 𝑛𝑛 ≥ 3; 

– структурную живучесть и надежность направ-
лений связи не хуже заданной; 

– максимизацию (при оценке структурной жи-
вучести всей сети через суммарное число) остов-
ных деревьев.  

При этом линии могут иметь ограничения на 
длину, время развертывания и пропускную спо-
собность. 
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В сетях связи специального назначения, кото-
рые строятся с использованием различных теле-
коммуникационных технологий, важными явля-
ются такие характеристики, как пропускная спо-
собность направлений связи и время доставки со-
общений. Известно, что при большом количестве 
исходных данных и предъявляемых требований, 
задача может быть чрезвычайно сложной, и в ряде 
случаев возникает необходимость вводить вре-
менные ограничения на окончание процесса под-
готовки исходных данных и получение результа-
тов. При этом необходимо оценить сложность ис-
пользуемых расчетных алгоритмов, время, затра-
чиваемое на подготовку исходных данных, а также 
наличие пробных вариантов формулировки и ре-
шения задач данного класса. Возвращаясь к вопро-
су построения структуры полевой транспортной 
сети связи, следует понимать, что сформулиро-
ванная задача состоит в изменении структуры се-
ти, в ее улучшении за счет добавления линий свя-
зи (ребер сети).  

Тогда при подготовке исходных данных (осо-
бенно при ограниченном времени) заранее долж-
ны быть установлены расстояния между ближай-
шими узлами, между которыми, предположитель-
но, будут развертываться линии, а также выпол-
няться требования по оценке параметров сети, 
которые предстоит улучшить. 

Рассмотрим два варианта разработки исходных 
данных.  

Первый вариант. Нетрудно предположить, что 
при появлении нарушении структуры сети могут 
появляться корреспондирующие узлы, для кото-
рых 𝑛𝑛 < 3. В этом случае претендентами для раз-
вертывания дополнительных линий являются 
именно ребра, инцидентные этим узлам. Если ре-
шается задача частичного восстановления струк-
туры и обеспечения для каждой корреспондиру-
ющей пары трех независимых маршрутов, то мно-
жество конкурентных ребер будет состоять из ре-
бер инцидентных узлам, для которых 𝑛𝑛 < 3. Сле-
дует заметить, что имеет смысл сравнить структу-
ру сети до повреждения линий и ту, которую пред-
стоит восстановить. Анализ этой ситуации может 
подсказать наиболее рациональное решение. 

Таким образом, множество конкурентных ли-
ний будет состоять из тех, которые должны раз-
вертываться от узлов с 𝑛𝑛 < 3. Поскольку решается 
многокритериальная задача, то в дальнейшем тре-
буется выполнить определенные действия. 

1) С помощью алгоритма Дейкстры [1] опреде-
лить число независимых маршрутов между корре-
спондирующим узлом с 𝑛𝑛 < 3 и всеми другими. 
Если оно увеличивается, то выполнить такую же 
процедуру для всех конкурирующих ребер. Алго-
ритм относится к классу полиномиальных; слож-
ность для различных типов графа не хуже 0(𝑛𝑛2). 

2) Составить множество ребер, которые позво-
ляют увеличить на единицу число независимых 
маршрутов от узла с 𝑛𝑛 < 3. 

3) Для каждых из трех независимых маршрутов 
(образованных с участием добавленного ребра) 
рассчитать структурную живучесть всех восста-
новленных направлений связи. Расчет произво-
дить с использованием простейших формул, кото-
рые приведены в примере. 

4) Оценить улучшение общей связности сети 
для каждого варианта с помощью суммарного 
числа остовных деревьев. Существует ряд алго-
ритмов решения данной задачи. В статье исполь-
зуется алгоритм подсчета числа остовных деревь-
ев с помощью матрицы Кирхгофа [2]; алгоритм 
имеет полиномиальную сложность 0(𝑛𝑛2). 

5) Применяя алгоритм многокритериальной 
оптимизации [3, 4] и используя все принятые в 
п. 2) варианты введения дополнительных ребер, 
определить лучший вариант (варианты). 

Следует заметить, что в сетях связи специаль-
ного назначения могут учитываться и ряд других 
обстоятельств, влияющих на принятие оконча-
тельного решения, а именно: 

– время развертывания вводимых в эксплуата-
цию линий; 

– соответствие линии принятой в сети теле-
коммуникационной технологии; 

– необходимая величина пропускной способно-
сти и др. 

Второй вариант. Структура сети изменяется, но 
для всех корреспондирующих узлов справедливо 
условие 𝑛𝑛 ≥ 3. Для формирования множества за-
меняемых ребер важно уяснить, какие из ребер 
сети были повреждены, а также какие из ребер в 
первоначальном варианте структуры встречались 
наибольшее число раз в формировании трех неза-
висимых маршрутов между всеми корреспонди-
рующими узлами. Если нарушения структуры не-
большие и важно восстановить только число неза-
висимых маршрутов, то данное множество ребер 
можно принять за исходное и продолжить реше-
ние. Однако если требования по связи изменились 
(например, сменились места корреспондирующих 
пар узлов), то задача требует знания ситуации на 
данный момент, т. е. числа независимых маршру-
тов между корреспондирующими узлами. В этом 
случае решение о введении резервных линий 
должно выполняться в последовательности, из-
ложенной в первом варианте. 

Далее, на основе конкурентного множества ва-
риантов xi размещения дополнительных линий 
связи на сети формируется множество альтерна-
тив 𝑋𝑋 = {𝑥𝑥𝑖𝑖}𝑖𝑖=1𝑁𝑁 , где N – количество вариантов раз-
мещения. Если число вариантов и, главное, спосо-
бов их оценки больше двух, то решается задача 
выбора наилучшего.  
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Для оценки эффективности той или иной аль-
тернативы, как правило, существует множество 
показателей качества. Варианты размещения до-
полнительных линий на сети характеризуются, 
прежде всего, такими показателями, как: 

– максимальное время доставки сообщений 
между корреспондирующими узлами 𝑡𝑡д;  

– вероятность доставки сообщений между кор-
респондирующими узлами 𝑝𝑝д;  

– протяженность формируемых дополнитель-
ных маршрутов 𝑙𝑙; 

– число оставных деревьев A, образуемых после 
введения дополнительной линии связи. 

Выбор наилучшего варианта размещения до-
полнительной линии связи на сети представляет 
собой задачу многокритериальной оптимизации. 
Из множества альтернатив X необходимо выбрать 
такую xi, чтобы векторный критерий F (xi) = 
= (F 1 (x i )F 2 (x i )F 3 (x i )F 4 (x i )) T с частными крите-
риями F i (x)( 𝑖𝑖 = 1, 4), был оптимальным:  

𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑖𝑖) = (𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑖𝑖))𝑇𝑇 → optim, 

где 𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖) – максимальное время доставки сообще-
ний между корреспондирующими узлами; 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖) –
вероятность доставки сообщений между корре-
спондирующими узлами; 𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖) – структура фор-
мируемых дополнительных маршрутов; 𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑖𝑖) –
число оставных деревьев, образуемых после вве-
дения дополнительной линии связи. 

Для решения задачи многокритериальной оп-
тимизации задаются отношения предпочтений ≻𝑋𝑋.  

Решение xj будет доминировать над xk: 

(𝑥𝑥𝑗𝑗 ≻ 𝑥𝑥𝑘𝑘), если 𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≻ 𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑘𝑘). 

В противном случае: (𝑭𝑭�𝑥𝑥𝑗𝑗� ≺  𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑘𝑘)) и 𝑥𝑥𝑗𝑗 ≺ 𝑥𝑥𝑘𝑘 . 

Альтернативы 𝑥𝑥𝑗𝑗  и 𝑥𝑥𝑘𝑘  несравнимы, если не вы-
полняется ни соотношение 𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≻ 𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑘𝑘), ни соот-
ношение 𝑭𝑭�𝑥𝑥𝑗𝑗� ≺  𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑘𝑘). При этом считается, что 
𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≻ 𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑘𝑘), если для всех компонентов вектора 
𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑖𝑖) =  (𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑖𝑖))𝑇𝑇 выполня-
ются соотношения: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≤ 𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≥ 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≤ 𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑗𝑗) ≥ 𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑘𝑘)

, 

и хотя бы одно из них строгое.  
Для более удобного представления решения за-

дачи многокритериальной оптимизации локаль-
ные критерии 𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖) → min  и 𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖) → min сводят-
ся к максимизации обратным знаком: −𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖) →
max, −𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖) → max. Тогда оптимальным будет 
такое решение 𝑥𝑥𝑖𝑖∗, при котором векторный крите-
рий обращается в максимум: 

𝑭𝑭(𝑥𝑥𝑖𝑖∗) = (−𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖∗) 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖∗) −𝐹𝐹3(𝑥𝑥𝑖𝑖∗) 𝐹𝐹4(𝑥𝑥𝑖𝑖∗))𝑇𝑇 → max. 

В большинстве случаев в первую и во вторую 
очередь учитывают время 𝑡𝑡д , а также вероятность 
доставки сообщений 𝑝𝑝д между корреспондирую-
щими узлами, а в третью и четвертую соответ-
ственно – структуру маршрутов 𝑙𝑙 и связность сети 
𝐴𝐴 (число образуемых остовных деревьев). 

При решении проблемы выбора наилучшего ва-
рианта размещения дополнительных линий в по-
левой транспортной сети связи установлены сле-
дующие условия: 𝑡𝑡д ≤ 𝑡𝑡д∗, 𝑝𝑝д ≥ 𝑝𝑝д∗, 𝑙𝑙 → min и 𝐴𝐴 → max. 

Время доставки сообщения зависит от структу-
ры маршрута, выбранной технологии передачи и 
коммутации сигналов (пакетная, канальная) и 
определяется как: 

𝑇𝑇т = 𝑇𝑇р + 𝑇𝑇пк + 𝑇𝑇пр + 𝑇𝑇б, 

где 𝑇𝑇т – требуемое время доставки сообщения; 𝑇𝑇р – 
время распространения сигнала по направляющей 
среде; 𝑇𝑇пк – время на преобразование сигнала; 𝑇𝑇пр – 
задержка на прохождение сигнала одного узла ком-
мутации; 𝑇𝑇б – задержка сигнала в буфере джитере.  

Вероятность доставки сообщений на маршруте 
рассчитывается как 𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑝𝑝𝑗𝑗 , где 𝑝𝑝𝑛𝑛 – вероятность 
доставки сообщения на n-ом маршруте; 𝑝𝑝𝑖𝑖  – веро-
ятность доставки сообщения по i-ой линии; 𝑝𝑝𝑗𝑗  – 
вероятность доставки сообщения по j-ой линии.  

Вероятность доставки сообщений в сети для 
трех независимых маршрутов рассчитывается как:  

pc = p1(1‒p2)(1‒p3)+p2(1‒p1)(1‒p3)+p3(1‒ 

‒ p1)(1‒p2)+p1p2(1‒p3)+p1p3(1‒p2)+p2p3. 

Для решения поставленной задачи полевая 
транспортная сеть связи представляется в виде 
неориентированного графа 𝐺𝐺 c множеством вер-
шин 𝑋𝑋 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛}, в качестве которых высту-
пают сетевые узлы и станции, а также ребер 
U = {uik}, в качестве которых выступают линии 
связи. Каждой линии присваивается вес в виде 
значения их длинны, и составляется матрица 
смежности 𝐴𝐴 = ‖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘‖.  

В приведенном ниже примере решение задачи 
начинается с определения множества линий, ко-
торые могут быть развернуты за требуемое время 
с помощью существующих средств и выбора одно-
го ребра из этого множества. Далее, для заданной 
пары узлов (для которых 𝑛𝑛 < 3) вычисляются 
маршруты между ними, например, с помощью, ал-
горитма Дейкстры [2]; при этом на каждом этапе 
расчета из графа исключаются ребра (линии свя-
зи) и узлы, задействованные при построении 
предыдущего маршрута доставки сообщений, и 
снова вычисляется кратчайший маршрут и т.д. 

Если между корреспондирующими узлами чис-
ло независимых маршрутов n не удовлетворяет 
условию 𝑛𝑛 ≥ 3, то производится замена предыду-
щей линии на другую, соответствующую задан-
ным требованиям и ограничениям, например, по 
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скорости и затратам сил и средств. Далее процесс 
повторяется, начиная с работы алгоритма 
Дейкстры до установления факта 𝑛𝑛 ≥ 3.  

Следует иметь ввиду, что если степень хотя бы 
одного из корреспондирующих узлов А и В графа 
сети равна 2, то при условии, что требуется обес-
печить 𝑛𝑛 ≥ 3, развертываемая линия связи должна 
начинаться с этого узла. Для представленной на 
рисунке 1 сети таким узлом является корреспон-
дирующий узел 𝑥𝑥16 (B).  
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Рис. 1. Вариант полевой транспортной сети связи 

 
 

В ряде случаев, если позволяет время, то допол-
нительно можно просмотреть и оценить некото-
рое множество вариантов введения (использова-
ния) развертываемых линий связи. Для этого тре-
буется ввести определенное множество линий, и 
для каждой из них, при условии 𝑛𝑛 ≥ 3, сформиро-
вать множество конкурентных вариантов.  

Решим задачу размещения дополнительных ли-
ний связи на конкретном примере. 

Пример. На рисунке 1 задана полевая транспорт-
ная сеть связи, в которой необходимо обеспечить 
между корреспондирующими узлами 𝑥𝑥1 (А) и 𝑥𝑥16 (B) 
не менее трех независимых маршрутов доставки 
сообщений. Исходные данные, ограничения и до-
пущения следующие: время доставки сообщения 
𝑝𝑝д ≤ 150 мс; 𝑇𝑇 р= 3 мкс/км; 𝑇𝑇пк для речепреобразо-
вания 40 мс; 𝑇𝑇пр = 30 мс; 𝑇𝑇б = 20 мс; ресурс сил и 
средств позволяет построить линию длинной не 
более 70 км. Вероятность доставки сообщений по 
линиям 𝑝𝑝д: 

𝑎𝑎1 = 0,97; 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 0,99; 𝑎𝑎4 = 0,98;  
𝑎𝑎5 = 0,97; 𝑎𝑎6 = 0,98; 𝑎𝑎7 = 0,97;  
𝑎𝑎8 = 0,99; 𝑎𝑎9 = 0,99; 𝑎𝑎10 = 0,98; 
𝑎𝑎11 = 0,97; 𝑎𝑎12 = 0,98; 𝑎𝑎13 = 0,99; 
𝑎𝑎14 = 0,97; 𝑎𝑎15 = 0,97; 𝑎𝑎16 = 0,99;  
𝑎𝑎17 = 0,96; 𝑎𝑎18 = 0,98; 𝑎𝑎19 = 0,99;  
𝑎𝑎20 = 0,98; 𝑎𝑎21 =  0,99; 𝑎𝑎22 = 0,95;  
𝑎𝑎23 = 0,97; 𝑎𝑎24 = 0,99; 𝑎𝑎25 = 0,97; 

а для прокладываемых линий: 

𝑎𝑎26 = 0,99 и 𝑎𝑎27 = 0,99. 

Длина линий в км, представлена в матрице (1): 

𝐴𝐴 =

�

�

�

�

�

�

0 40 20 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 40
40 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 40 0 0 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20 0 0 0
0 30 0 0 20 0 15 0 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 15 0 0 0 35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 40 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 15 25 0
0 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 20 40 0 0 0 20 0 0 0
0 0 0 0 0 0 35 0 0 0 0 0 0 40 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 50 0 0 0 35 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 40 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 40 50 0 0 0 0 35 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 35 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 35 35 0 0 0 0 0
0 0 0 0 20 0 0 0 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 35 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20
40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20 0

    

�

�

�

�

�

�

. (1) 
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В случае невыполнения условия 𝑛𝑛 ≥ 3 следует 
выбрать оптимальный вариант прокладки допол-
нительной линии. Таблица смежности сети 𝐴𝐴 =
‖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘‖ записана в (1). С использованием алгоритма 
Дейкстры вычисляются маршруты доставки со-
общений между корреспондирующими узлами; 
результаты вычислений представлены в таблице 
1.  

ТАБЛИЦА 1. Характеристика маршрутов 

Номер 
маршрута 

Задейство-
ванные 

узлы связи 

Задейство-
ванные 

линии связи 

Протяженность 
линий в марш-

руте, км 

Общая про-
тяженность 

маршрута, км 

1 x1, x4, x8, 
x11, x14, x16 

a4, a8, a15, 
a20, a24 

20, 40, 15, 50, 
35 160 

2 x1, x2, x6, x9, 
x13, x15, x16 

a1, a6, a13, 
a17, a22, a23 

40, 30, 20, 40, 
30, 35 195 

На рисунке 2 маршруты доставки сообщений 
изображены пунктирной линией с соответствую-
щими обозначениями 1  и 2  соответственно. 
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Рис. 2. Маршруты в полевой транспортной сети связи 

Из рисунка 2 видно, что «узким» местом (пока-
зано пунктирной линией) является сечение сети 
между узлами 𝑥𝑥13 и 𝑥𝑥14. Степень узла 𝑥𝑥16 (B) равна 
двум, что не позволяет удовлетворить требова-
нию 𝑛𝑛 ≥ 3, поэтому все дополнительные линии 
связи должны быть инцидентны узлу 𝑥𝑥16 (B) 
(начинаться с этого узла).  

С учетом заданного ограничения на ресурс вы-
браны возможные 4 варианта прокладки допол-
нительных линий, которые представлены в таб-
лице 2 и на рисунке 3. Для наглядности линии, за-
действованные при построении первого и второго 
маршрута, на рисунке 3 исключены.  

ТАБЛИЦА 2. Характеристика вариантов третьего маршрута 

Вари-
ант 
про-

кладки 

Задейство-
ванные 

узлы связи 

Задейство-
ванные 

линии связи 

Протя-
женность 
линий в 

маршруте, 
км 

Общая 
протя-

женность 
маршрута, 

км 

Дополни-
тельная 
линия 

(линии) 

1 
x1, x3, x5, 

x17, x9, x13, 
x16 

a3, a7, a10, 
a25, a26, 

a27 

20, 40, 20, 
20, 40, 30 170 

x9‒x13, 
x13‒x16 

(40, 30 км) 

2 
x1, x3, x5, 
x6, x7, x10, 

x16 

a3, a7, a11, 
a14, a18, 

a26 

20, 40, 20, 
15, 35, 60 190 

x10‒x16 
(60 км) 

3 
x1, x3, x5, 

x17, x9, x12, 
x16 

a3, a7, a10, 
a25, a16, 

a26 

20, 40, 20, 
20, 20, 60 180 

x12‒x16 
(60 км) 

4 
x1, x3, x5, 
x6, x7, x10, 

x14, x16 

a3, a7, a11, 
a14, a18, 
a21, a26 

20, 40, 20, 
15, 35, 40, 

35 
207 

x14‒x16 
(35 км) 

Номер маршрута указан на линии в прямоуголь-
нике, а ее вариант ‒ в скобках (см. рисунок 3). Не-
которые линии имеют несколько номеров, по-
скольку используются в различных вариантах. 
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Рис. 3. Варианты прокладки дополнительной линии  
в полевой транспортной сети связи 

Расчет времени доставки сообщений по каждо-
му варианту прокладки дополнительной линии 
для третьего маршрута представлены в таблице 3. 

ТАБЛИЦА 3. Время доставки сообщений 
Номер варианта 

прокладки 1 2 3 4 

𝑡𝑡д, мс 270,51 270,57 270,54 300,62 

Будем считать, что условие 𝑡𝑡д ≤ 𝑡𝑡д∗ выполняется 
на всех маршрутах. 
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Расчет вероятности доставки сообщений по 
маршрутам и в сети в целом после введения до-
полнительной линии представлен в таблице 4. 

ТАБЛИЦА 4. Вероятность доставки сообщений 

Номер 
варианта 

прокладки 

1-ый 
маршрут 

2-ой 
маршрут 

3-ий 
маршрут 

1-ый 
вариант 

3-ий 
маршрут 

2-ой 
вариант 

3-ий 
маршрут 

3-ий 
вариант 

3-ий 
маршрут 

4-ый 
вариант 

𝑝𝑝д маршрута 0,885 0,832 0,894 0,876 0,894 0,867 

𝑝𝑝c сети 

Без дополни-
тельных линии 

(без 3 маршрута) 
0,981 

0,996 0,9974 0,996 0,9971 

Оценка изменения (улучшения) общей связно-
сти сети осуществляется через расчет и оценку 
величины числа остовных деревьев. Число остов-
ных деревьев для каждого варианта представлено 
в таблице 5. 

ТАБЛИЦА 5. Число остовных деревьев 

Вариант прокладки 
линии Число остовных деревьев 

Без дополнительной 
линии 3373 

1 218269 

2 52872 

3 9941 

4 93459 

Выбор варианта прокладки линии связи в рас-
сматриваемой сети, представленной на рисунке 1, 
осуществляется путем многокритериальной оценки. 

Векторные критерии, полученных альтернатив 
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 и 𝑥𝑥4 в пространстве критериев прини-
мают следующие значения: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑭𝑭(𝑥𝑥1) = (−270,51 0,996 −170 218269)𝑇𝑇 ,
𝑭𝑭(𝑥𝑥2) = (−270,57 0,9974 −190 52872)𝑇𝑇 ,
𝑭𝑭(𝑥𝑥3) = (−270,54 0,996 −180 9941)𝑇𝑇 ,
𝑭𝑭(𝑥𝑥4) = (−300,62 0,9971 −207 93459)𝑇𝑇 .

 

Множество возможных вариантов размещения 
𝑋𝑋𝑆𝑆 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4} дискретно и конечно. Таким 
образом, использовав алгоритм попарного срав-
нения альтернатив в критериальном простран-
стве и аксиому Парето (в терминах решений) [5], 
сформировано множество Парето-оптимальных 
решений 𝑋𝑋𝑃𝑃 . 

На первом шаге сравнивается альтернатива 𝑥𝑥1 
со всеми остальными решениями. Решения 𝑥𝑥1 и 𝑥𝑥2 
несравнимы, также как не сравнимы и решения 𝑥𝑥1 
и 𝑥𝑥4. Однако решение 𝑥𝑥1 доминирует над решени-
ем 𝑥𝑥3. Следовательно, решение 𝑥𝑥3 исключается из 
множества возможных решений 𝑋𝑋𝑆𝑆. Таким обра-
зом, 𝑋𝑋𝑆𝑆 преобразуется в 𝑋𝑋′𝑆𝑆 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥4}. 

На втором шаге сравнивается альтернатива 𝑥𝑥2 со 
всеми остальными решениями. Решения 𝑥𝑥2 и 𝑥𝑥4 не-
сравнимы, следовательно, из множества возмож-

ных решений 𝑋𝑋′𝑆𝑆 ничего не исключается. Получен-
ное множество возможных решений {x1, x2, x4} со-
стоит из недоминируемых альтернатив и является 
Парето-оптимальным: Xp = {x1, x2, x4}. 

Полученное множество Парето-оптимальных 
решений 𝑋𝑋𝑃𝑃  состоит из трех альтернатив, из кото-
рых необходимо выбрать единственное эффек-
тивное решение. Для решения этой задачи ис-
пользуется метод идеальной точки [5], для чего 
все компоненты векторных критериев 𝑭𝑭(𝑥𝑥1), 𝑭𝑭(𝑥𝑥2) 
и 𝑭𝑭(𝑥𝑥4) приводятся к нормированным величинам.  

Векторные критерии Парето-оптимальных ре-
шений 𝑋𝑋𝑃𝑃  с нормированными компонентами при-
нимают  следующие значения: 

�
𝑭𝑭′(𝑥𝑥1) = (−0.899 0.996 −0.821 1)𝑇𝑇

𝑭𝑭′(𝑥𝑥2) = (−0.9 1 −0.87 0.242)𝑇𝑇

𝑭𝑭′(𝑥𝑥4) = (−1 0.999 −1 0.428)𝑇𝑇
. 

Определив идеальную точку как вектор, состо-
ящий из максимальных значений каждого показа-
теля качества, получим: 

𝑭𝑭ид = �max 𝐹𝐹1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝑋𝑋𝑃𝑃

max 𝐹𝐹2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝑋𝑋𝑃𝑃

max 𝐹𝐹3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝑋𝑋𝑃𝑃

max 𝐹𝐹4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈𝑋𝑋𝑃𝑃

�
𝑇𝑇

. 

Тогда решением задачи многокритериального 
выбора будет считаться альтернатива, от которой 
евклидово расстояние до идеальной точки в про-
странстве критериев минимально: 

�𝑭𝑭′(𝑥𝑥∗) − 𝑭𝑭ид� → min,   𝑥𝑥∗ ∈ 𝑋𝑋. 

Отсюда следует, что евклидовы расстояния 
между идеальной точкой и векторными критери-
ями оказываются равными: 

�𝑭𝑭′(𝑥𝑥1) − 𝑭𝑭ид� = 0.004
�𝑭𝑭′(𝑥𝑥2) − 𝑭𝑭ид� = 0.7596
�𝑭𝑭′(𝑥𝑥4) − 𝑭𝑭ид� = 0.6078

. 

Следовательно, решение 𝑥𝑥1, обладающее в про-
странстве критериев наименьшим расстоянием до 
идеальной точки, является оптимальным.  

Таким образом, для представленной на рисунке 1 
полевой транспортной сети, дополнительную линию 
в соответствии с выбранными критериями целесо-
образно проложить между узлами 𝑥𝑥9‒ 𝑥𝑥13 (40 км) и 
𝑥𝑥13‒ 𝑥𝑥16 (30 км), что удовлетворяет заявленным 
ограничениям на ресурс сил и средств (70 км). 

На последнем этапе следует определить требу-
емую величину пропускной способности направ-
лений связи с узлом В, а также канальную емкость 
развертываемой линии связи. 
 
Заключение 

Рассмотренная в статье технология наращива-
ния структуры полевых транспортных сетей мето-
дом развертывания дополнительных линий явля-
ется актуальной, так как задача обеспечения их 
структурной живучести, совместно с обеспечением 
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трех независимых маршрутов между выделенными 
узлами, является одной из важнейшей. Это продик-
товано целым рядом обстоятельств. 

Во-первых, структура сети является динамич-
ным объектом, который подвергается изменениям 
и наряду с перераспределением потоков должна 
решаться задача восстановления сети. 

Во-вторых, полевая транспортная сеть связи ха-
рактеризуется частыми изменениями мест распо-
ложения корреспондентов, что требует постоян-
ного мониторинга ее параметров и особенно про-
верки обеспечения трех независимых маршрутов 
при любом изменении корреспондирующих пар 
узлов. 

И в-третьих, сеть может строиться с использо-
ванием различных телекоммуникационных тех-
нологий (с коммутацией пакетов и каналов). 
Наличие в структуре сети трех независимых 
маршрутов является дополнительной гарантией 

того, что при любой из выбранных технологий 
время доставки сообщений будет уменьшено. 

Кроме того, как показывает практика эксплуа-
тации полевых транспортных сетей, наиболее эф-
фективным способом решения заявленной в ста-
тье задачи является введение (построение) до-
полнительных линий. 

Предложенная в статье технология наращивания 
структуры полевых транспортных сетей методом 
развертывания дополнительных линий, как пока-
зывает приведенный пример, может использовать-
ся в сетях связи специального назначения, динами-
ка функционирования которых в наибольшей сте-
пени приводит к смене топологии, а, следователь-
но, и к смене маршрутов доставки сообщений меж-
ду корреспондирующими узлами. Кроме того, учет 
в технологии дополнительных параметров позво-
ляет сформировать набор конкурентных вариантов 
и с использованием методов многокритериальной 
оптимизации выбрать наилучший. 
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Введение 

Методы обработки нестационарных процессов 
на основе совместного представления их энергии 
одновременно в частотном и временном про-
странствах, разработанные Л. Коэна [1], к сере-
дине 90-х годов прошлого столетия трансформи-
ровались в стройную теорию частотно-временных 
распределений (ЧВР) [2], более известную в Рос-
сии как теория совместного частотно-временного 
анализа [3-5]. Основные положения теории синте-
за и обработки ЧВР достаточно хорошо прорабо-
таны и широко используются в практических при-
ложениях радиотехники [6-27].  

Дальнейшим развитием ЧВР явились билиней-
ные аффинные распределения [20, 28-30], форми-
руемые на основе кратномасштабных преобразо-
ваний вейвлетов. К текущему моменту детально 
исследовано множество различных форм ЧВР, в 
том числе и билинейных. Вместе с тем известные 
недостатки ЧВР, связанные с наличием интерфе-
ренционных шумов [2, 11], возникающих при об-
работке процессов с нестационарным изменением 
частотно-временных параметров, а также высокой 
динамикой изменения их амплитудных значений, 
накладывают ограничения на их применение. 

К настоящему времени на практике наибольшую 
популярность получили простейшие ЧВР, так назы-
ваемые спектрограммы, представляющие собой 
кратковременное или оконное преобразование 
Фурье [31]. Однако они не позволяют в полной мере 
обеспечить точное измерение частотно-временных 
параметров быстро изменяющихся процессов [2]. 
Это обусловлено тем, что уменьшение размера вре-
менного окна так, чтобы оно позволяло локализо-
вать быстрые изменения сигнала, приводит к неиз-
бежному снижению локализации его энергии вдоль 
линии мгновенных частот в соответствии с прин-
ципом неопределенности Гейзенберга [3]. Кроме 
того, воздействие шумов различной интенсивности 
приводит к ошибкам измерений параметров иссле-
дуемых сигналов. 

Существенное улучшение в представлении ча-
стотно-временных характеристик нестационарных 
процессов обеспечивают билинейные распределе-
ния на основе вейвлетов, но алгоритмическая 
сложность их синтеза не позволила им занять 
должное место среди аналитического инструмента 
анализа [20]. Далее представлены этапы становле-
ния теории билинейных ЧВР, основные проблемы 
применения совместных распределений на практи-
ке, а также перспективы дальнейшего развития 
методов частотно-временного анализа.  
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Теоретические предпосылки перехода  
к описаниям нестационарных процессов  
на основе их совместных частотно-временных 
распределений энергии 

Спектральный анализ является мощным ин-
струментом исследования нестационарных про-
цессов (далее по тексту – сигналов), позволившим 
по-новому взглянуть на возможности измерения 
его частотных параметров.  

Согласно [32] любое непрерывное колебание 
𝑧𝑧(𝑡𝑡) можно считать результатом разложения его 
спектра 𝐹𝐹(𝑓𝑓) в интеграл Фурье. В комплéксной 
системе базисных функций формулы обращения и 
разложения, называемые прямым и обратным 
преобразованием Фурье (ПФ) и (ОПФ) имеют вид: 

𝑧𝑧(𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹(𝑓𝑓)e𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓d𝑓𝑓
∞

−∞

; 

(1) 

𝐹𝐹(𝑓𝑓) = � 𝑧𝑧(𝑡𝑡) e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓d𝑡𝑡
∞

−∞

. 

Энергетический спектр и спектр мощности свя-
заны с понятием автокорреляционной функции 
(АКФ) 𝐾𝐾𝐴𝐴(τ), также характеризующей энергетиче-
ские свойства сигналов. Энергия АКФ определяет-
ся как интеграл свертки сигнала с его зеркальным 
изображением [4]. Так, если свертку двух функций 
𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) представить в виде: 

𝑅𝑅(τ) = � 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦(τ − 𝑡𝑡)d𝑡𝑡

𝑇𝑇
2

−𝑇𝑇
2

, (2) 

заменяя в (2) значения 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) на 𝑧𝑧(𝑡𝑡) и 𝑧𝑧(−𝑡𝑡), то: 

𝐾𝐾𝐴𝐴(τ) = � 𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝑧𝑧�−(τ − 𝑡𝑡)�d𝑡𝑡
∞

−∞

= 

(3) 

= � 𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝑧𝑧(𝑡𝑡 − τ)d𝑡𝑡
∞

−∞

. 

И если физический смысл свертки состоит в об-
работке сигнала, учитывающей его настоящее и 
предшествующее состояние, то АКФ есть резуль-
тат обработки сигнала системой, импульсная ха-
рактеристика фильтра которой представляет зер-
кальную копию сигнала [3, 7]. Подставляя в (3) 
выражение для ОПФ (1) получим: 

𝐾𝐾𝐴𝐴(τ) = � 𝐸𝐸(𝑓𝑓)e𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓d𝑓𝑓,
∞

−∞

 (4) 

соответственно обратное преобразование дает: 

𝐸𝐸(𝑓𝑓) = � 𝐾𝐾𝐴𝐴(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓dτ
∞

−∞

. (5) 

Связь выражений (4) и (5) определена теоремой 
Винера−Хинчина [3, 7]. Важным понятием, харак-
теризующим АКФ, является интервал корреляции 
(рисунок 1), представляющий величину, равную 
ширине прямоугольного импульса той же площа-
ди, что и АКФ, при высоте, равной мощности сиг-
нала: 

τкор =
1
𝑃𝑃

� 𝐾𝐾𝐴𝐴(τ) dτ
∞

−∞

. (6) 

 
Рис. 1. Автокорреляционная функция 

Поскольку АКФ есть производное значение от 
энергетического спектра, то она не несет инфор-
мации о фазовой структуре сигнала и неоднознач-
но определяет его как, например, площадь фигуры 
не характеризует особенности ее формы [32]. 

Следовательно, АКФ не может рассматриваться 
в качестве инструмента анализа тонкой структу-
ры сигналов. Спектр мощности и связанная с ним 
посредством ПФ АКФ, не всегда адекватно отоб-
ражают анализируемый сигнал даже с низкой ди-
намикой изменения параметров, т. к. дают усред-
ненную картину распределения энергии процесса 
по гармоническим составляющим. Например, 
спектры сигналов 𝑧𝑧1(𝑡𝑡) и 𝑧𝑧2(𝑡𝑡) (рисунки 2 и 3) 
имеют аналогичную структуру, хотя характеризу-
ют собой различные процессы (рисунки 4 и 5), по-
скольку формирующие их выражения не учиты-
вают соответствующие фазовые сдвиги. 

 
Рис. 2. Временная развертка сигнала 𝒛𝒛𝟏𝟏(𝒕𝒕) 

 
Рис. 3. Временная развертка сигнала 𝒛𝒛𝟐𝟐(𝒕𝒕) 
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Рис. 4. Спектр 𝒛𝒛𝟏𝟏(𝒕𝒕) (спектральная плотность амплитуд) 

  |)(| 2 tF

 
Рис. 5. Спектр 𝒛𝒛𝟐𝟐(𝒕𝒕) (спектральная плотность амплитуд) 

С позиций выбора инструмента анализа струк-
туры сигналов гораздо больший интерес пред-
ставляет текущий спектр, получаемый при пере-
ходе в (1) от бесконечных пределов к фиксирован-
ной нижней границе [3-5]:  

𝐹𝐹𝑇𝑇
⟨𝑘𝑘⟩(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝑧𝑧𝑇𝑇

⟨𝑘𝑘⟩(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓dτ
𝑓𝑓

−𝑇𝑇
2

. 

Здесь 𝑧𝑧𝑇𝑇
⟨𝑘𝑘⟩(τ) – фрагмент k-ой реализации дли-

тельностью 𝑇𝑇. Функция 𝑧𝑧𝑇𝑇
⟨𝑘𝑘⟩(τ) вне [−𝑇𝑇/2; 𝑇𝑇/2] 

равна нулю и совпадает с текущим значением сиг-
нала внутри его. 

Разновидностью текущего спектра является 
мгновенный энергетический спектр, определяе-
мый в [7] как среднее значение от множества реа-
лизаций мощности процесса 𝑧𝑧𝑇𝑇

⟨𝑘𝑘⟩(τ), полученных 
на частоте 𝑓𝑓, на интервале ([−𝑇𝑇/2; 𝑡𝑡]): 

𝐸𝐸𝑇𝑇(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = E [(𝐹𝐹𝑇𝑇
⟨𝑘𝑘⟩(𝑓𝑓, 𝑡𝑡))2] = 

(7) 
= � E [𝑧𝑧𝑇𝑇

⟨𝑘𝑘⟩(𝑡𝑡) 𝑧𝑧𝑇𝑇
⟨𝑘𝑘⟩(𝑡𝑡 − τ)]cos (2π𝑓𝑓τ) dτ

𝑓𝑓+𝑇𝑇/2

𝑓𝑓

, 

где E – знак математического ожидания. С учетом 
(3), выражение для мгновенного энергетического 
спектра, переходя к пределу при 𝑇𝑇 → ∞, примет 
следующий вид: 

𝐸𝐸(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝐾𝐾𝐴𝐴(𝑡𝑡, 𝑡𝑡 − τ) cos(2π𝑓𝑓τ) dτ
∞

−∞

. (8) 

Для (8) справедлива теорема Винера–Хинчина: 

𝐾𝐾𝐴𝐴(𝑡𝑡, 𝑡𝑡 − τ) = 2 � 𝐸𝐸(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) cos(2π𝑓𝑓τ) d𝑓𝑓
∞

0

. (9) 

Текущий спектр позволяет получать сведения о 
сигнале 𝑧𝑧(𝑡𝑡) только на интервале наблюдения. 
Переход в (1) от бесконечных к текущим момен-
там времени позволяет получить функцию, зави-
сящую не только от частоты, но и от времени: 

𝐹𝐹−(+)(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ.

𝑓𝑓(∞)

−∞(𝑓𝑓)

 (10) 

Величины 𝐹𝐹−(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) и 𝐹𝐹+(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) называются теку-
щими спектрами или текущими спектральными 
плотностями [1]. Очевидно, что фиксировать мож-
но и начальный момент времени, т. к. в анализе 
часто интересует не весь процесс, а его временной 
интервал конечной длины. Допустим, что сигнал 
находится на интервале 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡2. Рассмотрим 
текущий спектр сигнала относительно его момен-
тов: 𝐹𝐹−(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = ∫ 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ𝑓𝑓

−∞  – начального и 
𝐹𝐹−(𝑓𝑓, 𝑡𝑡2) = ∫ 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ𝑓𝑓2

−∞ = ∫ 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ𝑓𝑓−𝑇𝑇
−∞  – 

конечного. Тогда для получения информации об 
интервале 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡1 − 𝑡𝑡2 вычтем соответствующие 
значения текущего спектра: 

𝐹𝐹𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 

(11) = � 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ
𝑓𝑓

−∞

− � 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ
𝑓𝑓−𝑇𝑇

−∞

= 

= � 𝑧𝑧(τ)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ
𝑓𝑓

𝑓𝑓−𝑇𝑇

. 

Выражение (11) в [4] трактуется как мгновен-
ный спектр, определяемый как спектр сигнала 
длительностью 𝑇𝑇, предшествующий моменту вре-
мени 𝑡𝑡. Пределы интегрирования в (11) определя-
ют положение «скользящего» временного окна на 
момент времени 𝑡𝑡. Очевидно, чем короче интервал 
анализа 𝑇𝑇, тем более адекватно отображается ана-
лизируемый процесс. Однако уменьшение 𝑇𝑇 ведет 
к снижению частотного разрешения, что является 
нежелательным явлением.  

Выражение (11) позволяет получить спектр 
процесса длительностью 𝑇𝑇, предшествующий те-
кущему моменту времени 𝑡𝑡, т. е. имеет место, 
скользящее интегрирование, когда интервал 
наблюдения постоянной величины, перемещается 
по оси времени. В результате анализируемый про-
цесс представляется в виде некоторого ЧВР. Рас-
смотренная операция интегрирования адекватна 
применению скользящей оконной функции ℎ(𝑡𝑡) в 
формуле [3]: 

𝑆𝑆𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝑧𝑧(τ)ℎ(τ − 𝑡𝑡) exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ) 𝑑𝑑τ
∞

−∞

, (12) 

где 𝑆𝑆𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) – представление процесса на частотно-
временном плане, называемый оконным преобра-
зованием Фурье или спектрограммой.  

 

 

F1( f ) 

f 
f2 f1 
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Преобразование (12) более полно характеризу-
ет сигналы на интервале их наблюдения, т. к. поз-
воляет локализовать в пределах окна ℎ(𝑡𝑡) фраг-
менты процессов с высокой или низкой нестацио-
нарностью поведения измеряемых параметров. На 
рисунках 6 и 7 изображены спектрограммы (квад-
рат 𝑆𝑆𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)) тестовых сигналов 𝑧𝑧1(𝑡𝑡) и 𝑧𝑧2(𝑡𝑡), под-
тверждающие их структурные различия.  

 
Рис. 6. Частотно-временное представление сигнала 𝒛𝒛𝟏𝟏(𝒕𝒕) 

 
Рис. 7. Частотно-временное представление сигнала 𝒛𝒛𝟐𝟐(𝒕𝒕) 

Концепция мгновенных спектров базируется на 
предположении, что в пределах окна интегриро-
вания процесс стационарен. Причем длину интер-
вала стационарности определяет частотное раз-
решение (∆𝐹𝐹𝑇𝑇 ≈ 1) [31], поэтому повышение ча-
стотного разрешения неизбежно ведет к увеличе-
нию временного интервала наблюдения.  

В итоге может наступить момент, когда в пре-
делах интервала наблюдения не будет сохранять-
ся стационарность исследуемых характеристик. В 
результате все особенности сигнала будут «сгла-
жены», т. е. усреднены на длительности окна ана-
лиза. Поэтому приходится искать компромисс 
между величинами ∆𝑓𝑓 и ∆𝑡𝑡 в зависимости от того, 
что важнее: высокая частотная избирательность 
или разрешающая способность по времени.  

Так, на рисунках 8 и 9 представлены «идеаль-
ное» распределение тестового сигнала нелиней-
ной частотной модуляции 𝑧𝑧тест(𝑡𝑡) и его спектро-
грамма. Даже визуальный анализ результата (см. 
рисунок 9) показывает, что применение спектро-
граммы в качестве инструмента измерения мгно-
венной частоты позволяет получить довольно 
сглаженную (грубую) ее оценку, величина которой 
будет зависеть от размеров единичного частотно-
временного окна («единичной» площадки). 

 

Рис. 8. Идеальное ЧВР тестового сигнала 

 

Рис. 9. Спектрограмма тестового сигнала 

Стремление уйти от «сглаженной» оценки, по-
лучаемой на совокупности обработки «единич-
ных» площадок ∆𝐹𝐹𝑇𝑇, приводит к тому, что при вы-
боре достаточно малого значения 𝑇𝑇 приращение 
текущего спектра (10) может быть выражено че-
рез производную по времени. Дальнейшее диффе-
ренцирование полученного таким образом функ-
ционала дает распределение мгновенного спектра 
мощности Пейджа [33]: 

ρП(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) =
d
d𝑡𝑡

|𝐹𝐹−(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)|2. (13) 

Общность ЧВР Пейджа в том, что непосред-
ственное интегрирование (13) дает значение 
мгновенной мощности сигнала [20]: 

2 � ρП(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑓𝑓 = 𝑃𝑃(𝑡𝑡)
∞

0

. (14) 

Физическая интерпретация ЧВР Пейджа имеет 
сложное толкование [2]. К тому же при обработке 
нестационарных сигналов на частотно-временной 
плоскости ЧВР Пейджа проявляются ложные пуч-
ности энергии, характеризующие не особенности 
закона изменения мгновенной частоты, а резуль-
тат взаимного воздействия друг на друга сигналь-
ных компонент (см. рисунок 10).  
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Рис. 10. ЧВР Пейджа тестового сигнала 

Данный эффект ограничивает практическое 
применение распределения (13), но оно явилось 
основой для синтеза новых ЧВР. Ели представить 
правую часть равенства (13) в виде: 

| 𝐹𝐹−(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) |2 = | 𝑎𝑎𝑓𝑓
2(𝑓𝑓) + 𝑏𝑏𝑓𝑓

2(𝑓𝑓) |, 
где  

𝑎𝑎𝑓𝑓(𝑓𝑓) = � 𝑧𝑧(τ) cos(2π𝑓𝑓τ)
𝑓𝑓

−∞

dτ  

и 

𝑏𝑏𝑓𝑓(𝑓𝑓) = � 𝑧𝑧(τ) sin(2π𝑓𝑓τ)
𝑓𝑓

−∞

dτ, 

то получим: 

ρП(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) =
d
d𝑡𝑡

[𝑎𝑎𝑓𝑓
2(𝑓𝑓) + 𝑏𝑏𝑓𝑓

2(𝑓𝑓)]. (15) 

Дифференцирование (15) дает функцию плот-
ности распределения мгновенной энергии: 

ρM(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 2𝑧𝑧(𝑡𝑡)[𝑎𝑎𝑓𝑓(𝑓𝑓)cos(2π𝑓𝑓𝑡𝑡) + 
(16) 

+ 𝑏𝑏𝑓𝑓(𝑓𝑓)sin(2π𝑓𝑓𝑡𝑡)]. 

В [4] выражение (16) определено как распреде-
ление мгновенной энергии (РМЭ) и позволяет от-
слеживать характер изменения исследуемого про-
цесса одновременно в частотной и временной об-
ласти. Однако существенным его ограничением, с 
позиций практического применения, является 
неизменность разрешения так называемой «еди-
ничной» площадки ∆𝐹𝐹𝑇𝑇, в пределах которой про-
исходит усреднение плотности энергии.  

На рисунке 11 представлено РМЭ ρM(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) тесто-
вого сигнала 𝑧𝑧тест(𝑡𝑡). Анализ РМЭ показывает, что 
в районе 𝑓𝑓 = 200 Гц на его плоскости просматри-
вается ложный пик энергии, обусловленный тем, 
что в пределах «единичной» площадки взаимо-
действовали не только близлежащие компоненты 
сигнала, но и находящиеся на отдаленных частот-
ных позициях. Следовательно, для сигналов с не-
стационарным изменением параметров описание 
типа (16) не обеспечит адекватного представле-
ния.  

 
Рис. 11. ЧВР мгновенной энергии тестового сигнала 

Дальнейшее развитие теории мгновенных и те-
кущих спектров связано с понятием комплексной 
плотности распределения энергии, получаемой в 
результате комплексного произведения аналити-
ческого сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) и его спектра 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓): 

ρ𝑅𝑅(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)e𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓 . (17) 

Распределение (17) определяется как ЧВР Риха-
чека [34]. Его особенность состоит в использова-
нии аналитической формы описания сигнала 
𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝑧𝑧(𝑡𝑡) + 𝑗𝑗�̃�𝑧(𝑡𝑡). Здесь 𝑧𝑧(𝑡𝑡) и �̃�𝑧(𝑡𝑡) – сигналы, 
связанные преобразованием Гильберта [35]: 

𝑧𝑧(𝑡𝑡) = −
1
π

�
�̃�𝑧(τ)
𝑡𝑡 − τ

dτ
∞

−∞

;  �̃�𝑧(𝑡𝑡) =
1
π

�
𝑧𝑧(τ)
𝑡𝑡 − τ

dτ
∞

−∞

. (18) 

Согласно (18) различие сигналов 𝑧𝑧(𝑡𝑡) и �̃�𝑧(𝑡𝑡) в 
том, что их спектральные составляющие сдвинуты 
относительно друг друга на π/2. Если представить 
сигнал в виде квазигармонического колебания 
𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)exp{𝑗𝑗θ(𝑡𝑡)}, где 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = �𝑧𝑧2(𝑡𝑡) + �̃�𝑧2(𝑡𝑡) – 
огибающая сигнала, а θ(𝑡𝑡) = arctg 𝑧𝑧�(𝑓𝑓)

𝑧𝑧(𝑓𝑓)
 – его полная 

фаза (см. рисунок 12), то при таком определении 
𝐴𝐴(𝑡𝑡) и θ(𝑡𝑡) следует выполнение условия [5]:  

d𝑧𝑧(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

=
d𝐴𝐴(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡
;  

(19) dθ(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

=
z ′~ (𝑡𝑡)z(𝑡𝑡) − z′ (𝑡𝑡) z~ (𝑡𝑡)

𝑧𝑧2(𝑡𝑡) + 2~z (𝑡𝑡)
, 

т. е. сигнал совпадет с функцией огибающей 𝐴𝐴(𝑡𝑡) в 
точках, где θ(𝑡𝑡𝑖𝑖) = 0, 2𝜋𝜋, 4𝜋𝜋, … . 

 
Рис. 12. Сигнал и огибающая функция 
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Огибающая 𝐴𝐴(𝑡𝑡) представляет функцию, связы-
вающую совокупность точек сигнала, в которых 
фаза меняет знак. В свою очередь фаза θ(𝑡𝑡) явля-
ется функцией, характеризующей закон измене-
ния сигнала в точках его экстремума. Тогда мгно-
венную частоту можно рассматривать как величи-
ну, пропорциональную скорости изменения фазы: 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) =
1

2π
dθ(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡
. (20) 

Из предложенного выше подхода следует, что: 

𝑧𝑧(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)cos�θ(𝑡𝑡)�;  �̃�𝑧(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)sin�θ(𝑡𝑡)�. (21) 

Строгость выполнения (21) показана в [20]. 
Физическая сущность функции мгновенной ча-

стоты и огибающей принципиально отличается от 
понятий частоты и амплитуды, используемых для 
описания сигнала рядом Фурье. В ПФ сигнал пред-
ставляет совокупность гармоник, частота и ам-
плитуда которых неизменны на всем протяжении 
оси 𝑡𝑡 от −∞ до ∞, даже если он существует только 
в ограниченном временном интервале. Отсутствие 
энергии вне этого интервала объясняется тем, что 
спектральные компоненты базисных гармоник в 
совокупности равны нулю.  

С позиций описания сигнала на основе функций 
мгновенной частоты и огибающей, в каждый мо-
мент времени он будет иметь только одну частот-
ную составляющую, определяемую (20), в то время 
как его спектр может иметь множество различных 
спектральных компонент. Но, в отличие от базис-
ных функций, являющихся неизменными величи-
нами, функции мгновенной частоты непрерывно 
меняются во времени.  

Следующий этап развитие теории ЧВР связан с 
функцией активной энергии, представляющее ре-
альную часть распределения Рихачека [34]: 

ρ𝐴𝐴(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 0,5Re [ρ𝑅𝑅(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)], (22) 

которое является сглаженной версией исходного 
комплексного распределения энергии.  

На рисунке 13 представлено ρ�𝐴𝐴(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) – псевдо-
ЧВР вида (22) тестового сигнала. Понятие псевдо 
предусматривает использование сглаживающего 
окна [2]. Особенность ρ�𝐴𝐴(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) состоит в том, что 
для расчета «единичной» частотно-временной 
площадки в каждый момент времени задейство-
вались только сигнальные компоненты, попадав-
шие во временной интервал, ограниченный функ-
цией окна. 

Поскольку РМЭ характеризуется мгновенным 
значением, то к нему применимо понятие огиба-
ющей, представленное функцией двух перемен-
ных – частоты и времени. В соответствии с [6], 
аналитическое описание огибающей функции РМЭ 
будет иметь следующий вид:  

ρ𝑀𝑀(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = �{Re[ρ𝑅𝑅(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)]}2 + {Im[ρ𝑅𝑅(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)]}2. (23) 

 
Рис. 13. Псевдо-ЧВР Рихачека тестового сигнала 

Заметим, что полученные аналитические выра-
жения для РМЭ имеют место только в отношении 
узкополосных сигналов, значение нижней грани-
цы спектра 𝑓𝑓ℎ которых значительно превышают 
занимаемую ими полосу частот [35]: 

𝑓𝑓ℎ > ∆𝐹𝐹. (24) 

В [4] уточнено понятие узкополосного сигнала. 
Вместо ∆𝐹𝐹 >> 𝑓𝑓0, обосновано 𝑓𝑓0 ≥ 1,5∆𝐹𝐹. Здесь 𝑓𝑓0 − 
средняя частота в спектре сигнала. Корректность 
использования функции огибающей РМЭ в каче-
стве адекватного представления сигнала в частот-
но-временном пространстве основывается на 
утверждении, доказательство которого представ-
лено в [36]. Таким образом, оценка, полученная на 
основе производной от функции РМЭ, является 
несмещенной и равна произведению производной 
сигнала и функции тригонометрического частот-
но-временного базиса. 

Проведенный в [16] анализ свойств огибающей 
РМЭ (23) показал, что приемлемые результаты его 
применения в качестве инструмента анализа уда-
ется получить только для узкополосных сигналов с 
низкой нестационарностью параметров. Это обсто-
ятельство обусловлено достаточно слабо выражен-
ной степенью концентрации энергии, в пределах 
обрабатываемой частотно-временной области.  

 
Рис.14. ЧВР мгновенной энергии тестового сигнала 
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На рисунке 14 представлено РМЭ ρ𝑀𝑀(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) тесто-
вого сигнала 𝑧𝑧тест(𝑡𝑡).  Если в пределах от 1 до 7 мс 
(область высокой стационарности) ρ𝑀𝑀(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) позво-
ляет локализовать энергию сигнала вдоль линии 
его мгновенной частоты с высокой степенью кон-
центрации, то на интервале от 0 до 1 мс (область 
низкой стационарности) степень концентрации 
сигнальной энергии такова, что сложно судить о 
характере изменения мгновенной частоты. 

В статистической обработке нестационарных 
процессов широкое применение получила функ-
ция неопределенности (ФН) Вудворда [7]. В [1] 
проведено подробное исследование ее свойств и 
обоснован подход к синтезу на основе ФН ЧВР 
сигналов с требуемыми характеристиками. Пред-
лагаемый подход базируется на поиске таких дву-
мерных описаний обрабатываемых процессов, ко-
торые в той или иной степени соответствовали бы 
одной из форм ФН. Для доказательства указанной 
правомерности воспользуемся результатами ра-
боты Клаудера о связи ФН с функциями ЧВР [14].  

Теорема 1. Двойное ПФ от комплексной функ-
ции ЧВР энергии узкополосного сигнала совпадает 
с одной из форм ФН: 
χ(ξ, τ) = ∫ ∫ ρ𝑅𝑅(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) exp{−𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)}∞

−∞ d𝑓𝑓d𝑡𝑡∞
−∞ , (∗) 

учитывая, что одна из форм ФН имеет вид [3]: 

χ(ξ, τ) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ) exp(−𝑗𝑗2πξ𝑡𝑡) d𝑡𝑡

∞

−∞

. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  
Подставим в (∗) выражение для распределения 

Рихачека (17). В результате получим: 

χ(ξ, τ) = � � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓) e𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓e𝑗𝑗2π(ξ𝑓𝑓−𝑓𝑓τ)d𝑓𝑓d𝑡𝑡

∞

−∞

= 
∞

−∞

 

= � � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓) e𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑓𝑓  e−𝑗𝑗2πξ𝑓𝑓

∞

−∞

e𝑗𝑗2π𝑓𝑓τd𝑓𝑓 d𝑡𝑡
∞

−∞

= 

= � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡) e−𝑗𝑗2πξ𝑓𝑓  � � 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓) e𝑗𝑗2π𝑓𝑓(𝑓𝑓+τ)

∞

−∞

d𝑓𝑓�  d𝑡𝑡
∞

−∞

= 

= � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ)exp(−𝑗𝑗2πξ𝑡𝑡) d𝑡𝑡

∞

−∞

. 

Основываясь на фабуле теоремы 1 можно дока-
зать правомерность вывода и для других видов 
ЧВР [7]. Однако, учитывая множество возможных 
форм ЧВР, целесообразно получить обобщенное 
описание. В [1] Коэном предложено выражение (∗) 
(см. теорему 1) рассматривать как некоторую 
свертку функционального ядра преобразования 
Φ(τ, ξ) с частотной формой ФН: 

 

 

𝑆𝑆χ(ξ, τ) = 

(25) 

= � 𝐹𝐹𝑎𝑎 �𝑓𝑓 +
ξ
2

�
∞

−∞

𝐹𝐹𝑎𝑎
∗ �𝑓𝑓 −

ξ
2

� e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ d𝑓𝑓: 

� � ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) e−𝑗𝑗2π(ξ𝑓𝑓−𝑓𝑓τ)

∞

−∞

 d𝑓𝑓 d𝑡𝑡
∞

−∞

= 

= Φ(τ, ξ)𝑆𝑆χ(ξ, τ). 

С учетом того, что ξ − переменная частоты, τ − 
переменная времени, преобразуем (25) к виду:  

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � Φ(τ, ξ)𝑆𝑆χ(ξ, τ)exp{𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)}
∞

−∞

dτ dξ.
∞

−∞

 

В преобразованной формуле значение 𝑆𝑆χ(ξ, τ) 
выразим через ее временное описание: 

𝑆𝑆χ(ξ, τ) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �ν −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �ν +
τ
2

� e−𝑗𝑗2πξνdν
∞

−∞

. (26) 

В результате получим [2]: 

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � Φ(τ, ξ) �𝑆𝑆χ(ξ, τ)�
∞

−∞

∞

−∞

× 
(27) 

× exp{𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)}dτ dξ. 

В окончательном виде выражение примет вид: 

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � � exp[𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ − ξν)]
∞

−∞

∞

−∞

×
∞

−∞

 
(28) 

× Φ(τ, ξ)𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �ν −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �ν +
τ
2

�  dν dτ dξ. 

Выражение (28) является обобщенным ЧВР Ко-
эна. Особенностью (28) является возможность 
синтеза на его основе ЧВР любого вида. Для этого 
достаточно лишь определить форму функцио-
нального (порождающего) ядра преобразования. 
Так, выбор ядра вида Φ(τ, ξ) = −0,5cos(πξτ) поз-
воляет получить плотность распределения актив-
ной энергии (22): при Φ(τ, ξ) = 𝑗𝑗sin(πξτ) – мнимую 
часть плотности РМЭ в (23); при Φ(τ, ξ) =
exp(𝑗𝑗πξτ) – комплексную форму РМЭ [7].  

Полученные доказательства правомерности пе-
рехода к описанию сигналов от функций мгновен-
ной частоты и фазы к функциям их огибающих, в 
том числе и для двумерных представлений в своей 
совокупности открыли возможности разработки 
теоретических основ синтеза билинейных ЧВР. 

 
Представление сигналов на основе  
билинейных ЧВР плотности энергии 

Фундаментальность распределения Коэна (28) 
определяется сохранением всех полезных свойств, 
синтезируемых на его основе ЧВР по отношению к 
их классическим формам. В этом случае результа-
ты измерения сводятся к решению задачи оцени-
вания или длительности воздействия сигнала на 
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измеритель, или определенного значения любой 
из его спектральных составляющих, например, 
средней частоты.  

Анализ формы представления функции Коэна 
показал, что при формировании на его основе ЧВР, 
исходный сигнал в ней используется дважды, при-
чем связь между его аналитическими представле-
ниями строго линейна. Указанная особенность 
позволила определить, применительно к ЧВР, 
сформированным на основе обобщенной формы 
(28), понятие билинейности [10, 20, 26, 36].  

С целью исследования метрологических свойств 
билинейных распределений, синтезированных на 
основе функции (28), проанализируем возмож-
ность получения оценок частотных и временных 
параметров сигналов, с использованием функции 
плотности РМЭ. 

Теорема 2. Результат интегрирования любого 
совместного распределения по частоте дает сред-
нее значение квадрата огибающей при условии 
Φ(0, ξ) ≡ 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  
Проинтегрируем распределение сигнала ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) 

по частоте ∫ ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑓𝑓∞
−∞ . Учитывая, что 

∫ exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ) d𝑓𝑓∞
−∞ = δ(τ), получим:  

� � exp[𝑗𝑗2πξ(𝑡𝑡 − ν)]Φ(0, ξ)𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(ν)𝑧𝑧𝑎𝑎(ν)

∞

−∞

dν
∞

−∞

dξ = 

= � δ(𝑡𝑡 − ν) ⋅ |𝑧𝑧𝑎𝑎(ν)|2dν
∞

−∞

= |𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡)|2. 

Теорема 3. Интегрирование любого совместного 
распределения по времени дает среднее значение 
энергии сигнала (квадрата его амплитудных зна-
чений) при условии Φ(τ, 0) ≡ 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  
Проинтегрируем РМЭ сигнала ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) по време-

ни ∫ ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑡𝑡∞
−∞ . С учетом ∫ e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ dτ∞

−∞ = δ(𝑓𝑓), 
получим:  

 
 

� � exp[𝑗𝑗2π(−τ𝑓𝑓)]Φ(τ, 0)𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(ν − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(ν + τ/2)

∞

−∞

dν
∞

−∞

dτ = 

= � � � 𝑒𝑒−𝑗𝑗2πτ𝑓𝑓𝐹𝐹𝑎𝑎
∗(𝑓𝑓)𝑒𝑒−𝑗𝑗2π𝑓𝑓(ν−τ/2)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)  e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓(ν+τ/2)

∞

−∞

∞

−∞

d𝑓𝑓 dν
∞

−∞

dτ = 

= � � � � exp[𝑗𝑗2π𝑓𝑓(−τ − 2ν)] dτdν
∞

−∞

∞

−∞

� 
∞

−∞

|𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)|2d𝑓𝑓 = � δ(𝑓𝑓) ⋅ |𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)|2d𝑓𝑓
∞

−∞

= |𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)|2 
 

Анализ (28) показывает, что если ядро обоб-
щенного преобразования не зависит от 𝑓𝑓 и 𝑡𝑡, то 
любые сдвиги по времени или частоте в обраба-
тываемом процессе приводят к аналогичным 
сдвигам в соответствующим им билинейных рас-
пределениях. Корректный переход от взвешенных 
оценок мгновенной частоты и групповой задерж-
ки к их точным оценкам с использованием ЧВР 
класса Коэна представлен в [7].  

Из всех возможных распределений для обра-
ботки сигналов целесообразно применять ЧВР, 
которым присущи желательные, с точки зрения 
частотно-временного анализа свойства, определя-
емые в таблице 1. 

К таковым следует отнести ЧВР с ядром вида: 

Φ(τ, ξ) = exp(𝑗𝑗2παξτ). (29) 
и 

Φ(τ, ξ) = cos(2παξτ), (30) 

где 0 ≤ α ≤ 1/2.  
Распределения с ядрами (30) обладают всеми 

желательными свойствами, кроме свойства поло-
жительности на всем временном интервале их су-
ществования: 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌∗(𝑓𝑓, 𝑡𝑡). 

ТАБЛИЦА 1. Желательные свойства ЧВР и соответствующие 
им ограничения, накладываемые на ядро преобразования 

№ 
п/п Свойства ЧВР 

Ограничения, накладыва-
емые на ядро преобразо-

вания Коэна 

1 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0) → 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)  Φ(τ, ξ) не зависит от 𝑡𝑡 

2 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓 − 𝑓𝑓0) → 𝜌𝜌(𝑓𝑓 − 𝑓𝑓0, 𝑡𝑡)  Φ(τ, ξ) не зависит от 𝑓𝑓 

3 �𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 0,
𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 0. при |𝑡𝑡| > 𝑇𝑇 � Ф(𝜏𝜏, 𝜉𝜉)𝑒𝑒𝑗𝑗2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑓𝑓𝑑𝑑𝜉𝜉 =  0 

при|τ| < 2|𝑡𝑡| 

4 �𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓) = 0,
𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 0. при |𝑓𝑓| > Ω/2π � Ф(𝜏𝜏, 𝜉𝜉)𝑒𝑒−𝑗𝑗2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑓𝑓d𝜏𝜏 = 0 

при|ξ| < 2|𝑓𝑓| 

5 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌∗(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)  Φ(τ, ξ) = Φ∗(−τ, −ξ) 

6 ∫ 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑓𝑓 = | 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡)|2  Φ(0, ξ) = 1 при всех 𝜉𝜉 

7 ∫ 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑡𝑡 = |𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓)|2  Φ(τ, 0) = 1 при всех τ 

8 ∫ 𝑓𝑓⋅𝜌𝜌(𝑓𝑓,𝑓𝑓) d𝑓𝑓
∫ 𝜌𝜌(𝑓𝑓,𝑓𝑓) d𝑓𝑓

= d
d𝑓𝑓

arctg 𝑧𝑧�(𝑓𝑓)
𝑧𝑧(𝑓𝑓)

  �
Ф(0, 𝜉𝜉) = 1,
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜋𝜋
Ф(𝜏𝜏, 𝜉𝜉)|𝑓𝑓=0

    при всех ξ 

9 ∫ 𝑓𝑓⋅𝜌𝜌(𝑓𝑓,𝑓𝑓)d𝑓𝑓
∫ 𝜌𝜌(𝑓𝑓,𝑓𝑓)d𝑓𝑓

= − d
d𝑓𝑓

arctg 𝑏𝑏(𝑓𝑓)
𝑎𝑎(𝑓𝑓)

  �
Ф(τ, 0) = 1,
∂

∂τ
Ф(τ, ξ)|ξ=0

    при всех τ 

10 𝜌𝜌(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) ≥ 0 при всех 𝑓𝑓 и 𝑡𝑡 Φ(τ, ξ) – ФН весовой функ-
ции ℎ(𝑡𝑡)  
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Особенность ядер преобразования (29) и (30) со-
стоит в том, что выбором параметра α регулируется 
вид самого распределения. Например, α = 1/2 
в (29) ведет к комплексному распределению Риха-
чека, а α = 0 в (30) – к распределению Вигнера [37]: 

ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �𝑡𝑡 −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �𝑡𝑡 +
τ
2

� ×
∞

−∞

 
(31) 

× exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ) dτ. 

Согласно (31), функцию Вигнера можно интер-
претировать как спектр сигнала вида 𝑠𝑠𝑓𝑓(τ) =
𝑧𝑧𝑎𝑎

∗ (𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2). В свою очередь 𝑠𝑠𝑓𝑓(τ) являет-
ся результатом свертки сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) со своей 
комплексно сопряженной копией 𝑧𝑧𝑎𝑎

∗(𝑡𝑡). Распреде-
ление (31) наиболее ярко раскрывает физическую 
сущность билинейности, как двойное применение 
сигнала.  

Особенностью свертки 𝑠𝑠𝑓𝑓(τ) является механизм 
ее реализации. Свертываемые части сдвигаются в 
противоположные стороны относительно друг 
друга на величину, равную половине дискретного 
значения переменой каждая (в результате взаим-
ный сдвиг свертки равен целой величине). Следо-
вательно, реализация билинейных ЧВР требует 
избыточности описания, которую можно достичь 
удвоением частоты дискретизации по отношению 
к значению, определяемому теоремой Котельни-
кова [8, 26, 37].  

Несмотря на указанные особенности синтеза, 
функция Вигнера имеет тесную связь с рассмот-
ренными ранее ЧВР. В частности, Клаудер в [14] 
показал идентичность большинства основных 
свойств ФН Вудворда и характеристических функ-
ций (ХФ) ЧВР 𝑀𝑀(ξ, τ): 

𝑀𝑀(ξ, τ) = Φ(τ, ξ) � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ (𝑡𝑡 − τ/2) 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) ×

∞

−∞

 
(32) 

 × e𝑗𝑗2πξ𝑓𝑓d𝑡𝑡. 

Условие синтеза новой ХФ не является доста-
точным 𝑀𝑀нов(ξ, 0) = Φ(τ, ξ)𝑀𝑀(ξ, τ) [2]. Здесь Φ(τ,
ξ) − функциональное ядро, определяющее свой-
ство ЧВР в соответствии с (28).  

Представим ФН в виде: 

χ(ξ, τ) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ (𝑢𝑢 − τ)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑢𝑢) e𝑗𝑗2πξ𝑢𝑢  d𝑢𝑢.

∞

−∞

 (33) 

Сделав замену переменных 𝑢𝑢 = 𝑡𝑡 + τ/2 и d𝑢𝑢 = d𝑡𝑡, 
получим симметричную форму ФН, совпадающую с 
выражением (33) с точностью до постоянного мно-
жителя: 

χ(ξ, τ) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �𝑡𝑡 −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �𝑡𝑡 +
τ
2

� e𝑗𝑗2πξ𝑓𝑓d𝑡𝑡
∞

−∞

, (34) 

 

которая связана двойным ПФ с ЧВР Вигнера: 

ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = 

(35) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2)  e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ =

∞

−∞

 

= � 𝐹𝐹𝑎𝑎
∗ �𝑓𝑓 −

𝑣𝑣
2

� 𝐹𝐹𝑎𝑎 �𝑓𝑓 +
𝑣𝑣
2

� e𝑗𝑗2π𝑓𝑓νdν,
∞

−∞

 

где 𝐹𝐹𝑎𝑎– ПФ от аналитического сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎 . 
Практическая ценность преобразования (31) 

заключается в возможности восстановления ис-
ходного сигнала и получения на его основе не-
смещенных оценок [20, 26]. 

Теорема 4. Из ЧВР Вигнера ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) можно вос-
становить исходный сигнал 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) с точностью до 
постоянного множителя 𝑧𝑧𝑎𝑎

∗(0). 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  
Пусть ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = ∫ 𝑧𝑧𝑎𝑎

∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2)e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τdτ∞
−∞  – 

ЧВР Вигнера сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) конечной длины. При-
меним к ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) процедуру одномерного ОПФ: 
∫ exp(𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ)ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) d𝑓𝑓∞

−∞ . Тогда: 

� � exp(𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ)𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2)

∞

−∞

∞

−∞

× 

× exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ)d𝑓𝑓 dτ = 

= � � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) d𝑓𝑓 dτ

∞

−∞

∞

−∞

= 

= � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) dτ

∞

−∞

. 

Пусть [𝑡𝑡1;    𝑡𝑡2] – интервал существования сигна-
ла. Тогда для начального момента 𝑡𝑡1 = 0 получим: 
∫ 𝑧𝑧𝑎𝑎

∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) dτ𝑓𝑓2
0 . Теперь определим 

𝑡𝑡2 = 2𝑡𝑡, поскольку для соблюдения корректности 
процедур реализации функции Вигнера необхо-
димо обеспечить избыточность описания исход-
ного сигнала.  

В результате интегрирования получим: 

� 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) dτ

2𝑓𝑓

0

= 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(0)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡). 

Таким образом, сигнал восстанавливается из 
распределения Вигнера ОПФ с точностью до мно-
жителя 𝑧𝑧𝑎𝑎

∗ (0) на интервале 𝑡𝑡/2 (относительно дли-
тельности ЧВР): 

� exp(𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑡𝑡)ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡/2) d𝑓𝑓
∞

−∞

= 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ (0)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡). (36) 

Теорема 4 позволяет говорить о близости функ-
ции Вигнера и ФН (см. теорему 1). 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 
 

www.tuzs.sut.ru 56 
 

Аналогичным образом можно показать право-
мерность преобразования: 

� exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑡𝑡)ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓/2, 𝑡𝑡) d𝑡𝑡
∞

−∞

= 𝐹𝐹𝑎𝑎
∗(0)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓). (37) 

Среди свойств функции Вигнера особое место 
занимают следующие два. Первое – сечение рас-
пределения Вигнера, заданного во временной 
форме, при 𝑓𝑓 = 0 ведет к выражению для интегра-
ла свертки аналитического сигнала: 

ρ𝑊𝑊(0, 𝑡𝑡) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ (𝑡𝑡 − τ/2)𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡 + τ/2) dτ

∞

−∞

= 

(38) 

= 2 � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ (2𝑡𝑡 − τ)𝑧𝑧𝑎𝑎(τ) dτ

∞

−∞

. 

Второе – сечение распределения Вигнера, за-
данного в частотной форме, при 𝑡𝑡 = 0 ведет к вы-
ражению для интеграла свертки спектра аналити-
ческого сигнала: 

ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 0) = � 𝐹𝐹𝑎𝑎
∗(𝑓𝑓 − ξ/2)𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑓𝑓 + ξ/2) dξ

∞

−∞

= 

(39) 
= 2 � 𝐹𝐹𝑎𝑎

∗(2𝑓𝑓 − ξ)𝐹𝐹𝑎𝑎(ξ)dξ.
∞

−∞

 

Вместе с тем, между ФН и распределением 
Вигнера существуют серьезные отличия. В частно-
сти, ЧВР Вигнера любого сигнала, в том числе и 
комплексного, есть действительная функция, зна-
чения которой для процессов с ограниченным 
спектром не локализуются в начале координат 
частотно-временной плоскости.  

По отношению к другим билинейным ЧВР клас-
са Коэна ЧВР Вигнера характеризуется предель-
ной концентрацией энергии сигнала вдоль линий 
его мгновенных частот [37]. Рассмотрим ЛЧМ-
сигнал: 

𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴exp(𝑗𝑗πγ𝑧𝑧𝑡𝑡2), (40) 

где 𝐴𝐴 – амплитуда; γ𝑧𝑧 – скорость изменения часто-
ты сигнала ЛЧМ. 

Теперь подставим (40) в (31): 

ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � 𝐴𝐴 exp (𝑗𝑗πγ𝑧𝑧[𝑡𝑡 − τ/2)2] 
∞

−∞

𝐴𝐴 × 

(41) 
× exp [𝑗𝑗πγ𝑧𝑧 �𝑡𝑡 +

τ
2)2� exp(−𝑗𝑗2π𝑓𝑓τ)dτ = 

= |𝐴𝐴|2δ  (𝑓𝑓 − γ𝑧𝑧𝑡𝑡). 

Анализ полученного выражения (41) показывает, 
что для ЛЧМ-сигнала вида (40) функция Вигнера в 
каждый момент времени 𝑡𝑡 предельно концентри-
руется вокруг его мгновенной частоты, т. е. вдоль 
линии, определяемой выражением 𝑓𝑓 = γ𝑧𝑧𝑡𝑡.  

Для любого другого распределения разброс 
энергии будет более значителен, поскольку толь-
ко у ЧВР Вигнера Φ(τ, ξ) ≡ 1. Следовательно, 
функция Вигнера позволяет получить лучшую 
оценку распределения сигнальной энергии (с точ-
ки зрения ее статистических характеристик) на 
частотно-временной плоскости.  

Для строгого доказательства данного утвер-
ждения необходимо воспользоваться понятием 
глобального и локального разброса энергии [7]. 
Для сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡), описываемого распределением 
ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡), концентрацию энергии вокруг любой про-
извольной точки (𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) частотно-временного 
пространства можно описать выражением: 

𝜎𝜎𝑧𝑧(𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) = � �[(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)2 + (𝑓𝑓 − 𝑓𝑓0)2]
∞

−∞

∞

−∞

× 
(42) 

× |ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)|2d𝑓𝑓 d𝑡𝑡, 

называемым глобальным разбросом энергии рас-
пределения ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) вокруг точки (𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) [7]. Нали-
чие модуля в (42) обусловлено использованием 
вместо огибающей плотности РМЭ функции рас-
пределения. Для сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡), описываемого ρ(𝑓𝑓,
𝑡𝑡), концентрацию энергии вокруг любой произ-
вольной точки (𝑓𝑓0), расположенной на линии 
мгновенных частот, можно характеризовать вы-
ражением [3]: 

𝜎𝜎𝑧𝑧,𝑓𝑓0(𝑓𝑓0) = � � [(𝑓𝑓 − 𝑓𝑓0)2] ⋅ |ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡0)|2d𝑓𝑓 d𝑡𝑡
∞

−∞

∞

−∞

, (43) 

называемым локальным разбросом энергии рас-
пределения ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) вокруг точки (𝑓𝑓0). 

Теорема 5. Для любого сигнала 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) только его 
ЧВР Вигнера в произвольной точки (𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) ча-
стотно-временного пространства имеют мини-
мальный глобальный разброс энергии.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
Определим в выбранной точке (𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) начало 

координат. Тогда выражение для глобального 
разброса примет вид: 

𝜎𝜎𝑧𝑧(𝑓𝑓0, 𝑡𝑡0) = � � [(𝑡𝑡)2 + (𝑓𝑓)2] × |ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)|2d𝑓𝑓 d𝑡𝑡
∞

−∞

∞

−∞

. 

Очевидно, что значение полученного выраже-
ния определяется величиной ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡), которая при 
ядре вида (29) минимальна в случае выбора α = 0, 
соответствующего ЧВР Вигнера. 

Аналогично можно доказать справедливость 
данного утверждения и для локального разброса 
𝜎𝜎𝑧𝑧,𝑓𝑓0(𝑓𝑓0). Теорема 5 в несколько другой интерпре-
тации доказана профессором А. Алексеевым в [7], 
что позволяет назвать ее теоремой Алексеева. 

В [7] обосновано, что для некоторых видов 
функций ЧВР Вигнера обеспечивает лучшие пока-
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затели по критерию глобального разброса в срав-
нении с другими ЧВР (например, реальной части 
функции Рихачека и т. д.) только в пределе.  

Однако, несмотря на оптимальность ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡), в 
смысле локализации энергии практическое при-
менение ЧВР Вигнера связано с определенными 
сложностями. Во-первых, хотя в [4] доказано, что 
для узкополосных однокомпонентных сигналов 
вида 𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)exp(𝑗𝑗Θ(𝑡𝑡)), Θ(𝑡𝑡) – гладкая дей-
ствительная функция, справедливо равенство: 

ρ𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = ρ𝐴𝐴 �𝑓𝑓 −
θ′(𝑡𝑡)

2π
, 𝑡𝑡�, (44) 

если 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = θ′(𝑡𝑡)/2π, где θ′(𝑡𝑡)/2π – в общем случае 
мгновенная частота, но применимость (40) спра-
ведливо обоснована лишь для фиксированного 
момента 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0 в пределах длительности обраба-
тываемой реализации сигнала 𝑧𝑧(𝑠𝑠). Следователь-
но, для широкого класса сигналов частотный мак-
симум ЧВР Вигнера будет смещен относительно 
точки мгновенной частоты. 

Во-вторых, бесконечность пределов в (41) и от-
крытость, т. е. отсутствие ограничений для опера-
ции корреляции при синтезе ЧВР, неизбежно ве-
дут к образованию ложных выбросов энергии в 
частотно-временной плоскости, возникающих в 
результате взаимного влияния соседних сигналь-
ных компонент друг на друга, образующих так 
называемый интерференционный фон [2]. Анализ 
ЧВР Вигнера тестового ЛЧМ-сигнала 𝑧𝑧тест(𝑡𝑡) (см. 
рисунок 15), указывает на наличие ложных вы-
бросов энергии на интервале от 1,5 до 4,5 мс.  

 
Рис. 15. ЧВР Вигнера тестового сигнала 

Тем не менее, даже с учетом указанных нега-
тивных моментов распределение Вигнера может 
рассматриваться как базовое при формировании 
из (28) любого ЧВР класса Коэна, посредством 
операции двойной свертки с весовой функцией 
преобразования вида: 

𝑈𝑈(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � exp[𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)Φ(ξ, τ)] dξ dτ
∞

−∞

∞

−∞

. (45) 

Теорема 6. Любое ЧВР класса Коэна может быть 
получено через операцию двойной свертки функ-
ции Вигнера с весовой функцией преобразования 
вида: 

𝑈𝑈(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � exp[𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)Φ(ξ, τ)] dξ dτ.
∞

−∞

∞

−∞

 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  
В обобщенном ЧВР Коэна вычленим функцию 

Вигнера: 

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � � exp[𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ − ξν)]
∞

−∞

∞

−∞

×
∞

−∞

 
 

× Φ(τ, ξ)𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �ν −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �ν +
τ
2

� dν dτ dξ = 
(45) 

 

= � � Φ(τ, ξ) � � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �ν −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �ν +
τ
2

� ×
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

× e−𝑗𝑗2πξνdν� exp{𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)}dτ dξ. 

Представление (45) запишем в виде: 

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � Φ(τ, ξ)ρ𝑊𝑊(ξ, τ) exp{𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)}
∞

−∞

dτ dξ,
∞

−∞

 

где: 

ρ𝑊𝑊(ξ, τ) = � 𝑧𝑧𝑎𝑎
∗ �ν −

τ
2

� 𝑧𝑧𝑎𝑎 �ν +
τ
2

� e−𝑗𝑗2πξνdν.
∞

−∞

 

Тогда, обозначив через: 

𝑈𝑈(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � exp[𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 − 𝑓𝑓τ)Φ(ξ, τ)]dξ dτ,
∞

−∞

∞

−∞

 

окончательно будем иметь:  

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � 𝑈𝑈(𝑓𝑓 −   ξ, 𝑡𝑡 − τ)ρ𝑊𝑊(ξ, τ) 
∞

−∞

dτ dξ.
∞

−∞

 (46) 

Полученная форма записи (46) для обобщенно-
го ЧВР Коэна позволяет рассматривать любое би-
линейное ЧВР как «размытый» (за счет двумерной 
функции окна 𝑈𝑈(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)) вариант ЧВР Вигнера. 

Уравнение синтеза ЧВР (46) предложено Ко-
эном в [2], но в виде теоремы, со строгой доказа-
тельной основой, было оформлено в [20]. Анализ 
(46) показывает, что в принципе в качестве базо-
вого распределения при синтезе новых распреде-
лений может выступать любое известное ЧВР.  

Теорема 7. Любое ЧВР может выступать в каче-
стве исходного описания для синтеза новых форм 
билинейных распределений класса Коэна. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 
Пусть заданы два ЧВР ρ𝑔𝑔, ρ𝑧𝑧 и соответствующие 

им ядра Φ𝑔𝑔, Φ𝑧𝑧. Тогда для этих ЧВР, характеристи-
ческие функции имеют вид: 

𝑀𝑀𝑔𝑔(ξ, τ) = Φ𝑔𝑔(τ, ξ) � e𝑗𝑗2πξ𝑢𝑢𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑢𝑢 − τ 2⁄ )𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑢𝑢 + τ 2⁄ ) d𝑢𝑢;

∞

−∞

 

𝑀𝑀𝑧𝑧(ξ, τ) = Φ𝑧𝑧(τ, ξ) � e𝑗𝑗2πξ𝑢𝑢𝑧𝑧𝑎𝑎
∗(𝑢𝑢 − τ 2⁄ )𝑧𝑧𝑎𝑎(𝑢𝑢 + τ 2⁄ ) d𝑢𝑢

∞

−∞

. 

Поделив функции 𝑀𝑀𝑔𝑔(ξ, τ) и 𝑀𝑀𝑧𝑧(ξ, τ) друг на дру-
га, получим следующее выражение: 

𝑀𝑀𝑔𝑔(ξ, τ) =
Φ𝑔𝑔(τ, ξ)
Φ𝑧𝑧(τ, ξ) 𝑀𝑀𝑧𝑧(ξ, τ). 

Учитывая, что ХФ в [3] определяется как мате-
матическое ожидание exp(𝑗𝑗2π(ξ𝑡𝑡 + τ𝑓𝑓)) и пред-
ставляется как двойное ПФ от соответствующего 
ей ЧВР 𝑀𝑀(ξ, τ) = ∫ ∫ e𝑗𝑗2π(ξ𝑓𝑓−τ𝑓𝑓)ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)  d𝑓𝑓 d𝑡𝑡∞

−∞
∞

−∞ , то, 
переходя к исходным распределениям, запишем: 

ρ𝑔𝑔(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � � �
Φ𝑔𝑔(τ, ξ)
Φ𝑧𝑧(τ, ξ) e𝑗𝑗2πξ�𝑓𝑓′−𝑓𝑓�+𝑗𝑗2πτ�𝑓𝑓′−𝑓𝑓� ×

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

 

× ρ𝑧𝑧(𝑓𝑓′, 𝑡𝑡′)dξ dτ d𝑡𝑡′d𝑓𝑓′. 

Теперь полученное выражение представим в 
следующем виде: 

ρ𝑔𝑔(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = � � 𝑈𝑈(𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡, 𝑓𝑓′ − 𝑓𝑓)ρ𝑧𝑧(𝑡𝑡′, 𝑓𝑓′) d𝑡𝑡′d𝑓𝑓′

∞

−∞

∞

−∞

, 

где 𝑈𝑈(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = ∫ ∫
Φ𝑔𝑔(τ,ξ)
Φ𝑧𝑧(τ,ξ)

e𝑗𝑗2πξ𝑓𝑓+𝑗𝑗2πτ𝑓𝑓dτ dξ∞
−∞

∞
−∞  – весо-

вая функция (ядро преобразования).  
Полученная в теореме 7 весовая функция имеет 

наиболее простой и удобный вид для последую-
щего синтеза новых форм ЧВР в случае, если в ка-
честве ρ𝑧𝑧 выступает распределение Вигнера, по-
скольку только у ЧВР Вигнера Φ𝑧𝑧(τ, ξ) ≡ 1, что 
значительно упрощает расчет весовой функции.  

Теоретической основой теоремы 7 послужили 
научные результаты Коэна [2, 3], поэтому в [20] 
она определена как теорема Коэна.  

Согласно теоремам 6 и 7 формирование любого 
ЧВР класса Коэна осуществляется взвешиванием 
функции (31) ядром преобразования. Поэтому все 
возможные формы ЧВР, синтезируемые на основе 
(2) представляют собой «размытые» версии рас-
пределения Вигнера.  

Данное положение еще раз подчеркивает то об-
стоятельство, что ЧВР вида (31) обеспечивает мак-
симальную концентрацию сигнальной энергии в 
континууме точек мгновенных частот в частотно-
временном пространстве.  

 

На рисунках 16–18 показаны ЧВР тестового 
ЛЧМ-сигнала 𝑧𝑧(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)cos[2π(𝑓𝑓1𝑡𝑡 + α1𝑡𝑡2)], (здесь 
𝐴𝐴(𝑡𝑡) – амплитуда сигнала, форма которой изменя-
ется в соответствии с функцией Гаусса, 𝑓𝑓1 – 
начальная частота, α1 – коэффициент, определяю-
щий скорость изменения мгновенной частоты) на 
основе спектрограммы, распределения Рихачека и 
функции Вигнера. 

Рис. 16. Фрагмент спектрограммы тестового ЛЧМ-сигнала 

Рис. 17. Фрагмент ЧВР Рихачека тестового ЛЧМ-сигнала 

Рис. 18. Фрагмент ЧВР Вигнера тестового ЛЧМ-сигнала 
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Заключение 
В ходе проведенного теоретического исследова-

ния была показана:  
возможность оценивания временных и частотных 

параметров сигналов на основе обработки их пред-
ставлений функциями плотности РМЭ;  

единая природа функций неопределенности и 
функций Вигнера;  

соответствие свойств ФН и ХФ большинству по-
лезных, с точки зрения применимости в практиче-
ских приложениях, свойствам ЧВР; 

восстанавливаемость сигналов из их билинейных 
ЧВР (полная адекватность сигналов их представле-
ниям на основе билинейных ЧВР);  

первичность ЧВР Вигнера по отношению к другим 
совместным ЧВР, как распределения, максимально 
локализующего энергию сигналов в континууме то-
чек его мгновенных частот;  

возможность синтеза на основе функции Вигнера 
любых ЧВР сигналов класса Коэна; 

потенциальная возможность выбора в качестве 
порождающего распределения любого ЧВР класса 
Коэна. 

Представленная доказательная база позволяет 
рассматривать полученную совокупность аналити-
ческих результатов как теоретические основы для 
разработки методов реализации билинейных рас-
пределений в задачах практической радиотехники. 

Вместе с тем вскрыты негативные особенности 
билинейных распределений, обусловленные их кор-
реляционной природой, которые проявляются в ви-
де ложных всплесков энергии на частотно-
временной плоскости при обработке многокомпо-
нентных сигналов и сигналов со сложной частотно-
временной структурой.  

Следовательно, необходимы дальнейшие иссле-
дования по поиску подходов, позволяющих миними-
зировать негативные последствия интерференции, а 
также обеспечивающие удобство проведения изме-
рений, например, рассмотренных в [12, 37] и др. 
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На протяжении нескольких последних десятиле-

тий спектральное уширение и генерация новых ча-
стотных компонент электромагнитного излучения 
за счет гаммы нелинейно-оптических процессов 
является объектом интенсивных исследований [1–
13]. Уширение лазерного импульса в излучение со 
сверхшироким спектром носит название суперкон-
тинуума [14, 15]. Средами с наибольшим потенциа-
лом для генерации спектрального суперконтину-
ума служат волоконные световоды нового поколе-
ния – микроструктурированные, – направляющие 
свойства которых обеспечиваются образованием 
геометрически упорядоченной системы пустот в 
оболочке [16–18]. От традиционных световодов со 
сплошной оболочкой такие оптические элементы 
отличает возможность управления в широких пре-
делах дисперсионными характеристиками за счет 
варьирования относительного размера пустот и 
диаметра сердцевины [17–19]. Дисперсионный 

профиль световода определяет сценарии протека-
ния нелинейно-оптических процессов и, как след-
ствие, эффективность генерации спектрального су-
перконтинуума [20]. 

Высокомощные генераторы широкополосного 
когерентного излучения востребованы для разно-
образного круга приложений, таких как оптиче-
ская когерентная томография с высоким разреше-
нием, гиперспектральные флуоресцентные си-
стемы, приборы сверхбыстрого зондирования ат-
мосферы, мультиспектральные лазерные системы 
видения, оборонные приложения. Однако макси-
мально достижимая средняя мощность генерато-
ров суперконтинуума, о которой на данный момент 
известно из литературных источников, достигает 
нескольких десятков Вт [21]. Такой результат был 
получен в процессе преобразования непрерывного 
лазерного излучения в микроструктурированном 
световоде с сердцевиной диаметром менее 5 мкм. 
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Дальнейшее увеличение энергосодержания спек-
тра вторичного излучения на современных типах 
нелинейных микроструктурированных световодов 
представляется затруднительным вследствие 
сложностей технического порядка, возникающих 
при вводе импульсов накачки короткой длительно-
сти с высокой пиковой мощностью в чрезмерно ма-
лую по размеру сердцевину. 

Одним из методов дальнейшего увеличения вы-
ходной мощности генераторов суперконтинуума 
может стать использование многомодовых микро-
структурированных световодов с увеличенным 
(более 8 мкм) диаметром сердцевины в условиях 
перехода от импульсов накачки длительностью в 
несколько сотен фемтосекунд к импульсам с дли-
тельностью от единиц до десятков пикосекунд. До 
настоящего момента процесс генерации спектраль-
ного суперконтинуума пикосекундными лазер-
ными импульсами в таких элементах не изучен в 
достаточной мере [22–24], что определяет актуаль-
ность разработки нелинейно-оптических преобра-
зователей излучения на основе многомодовых 
микроструктурированных световодов с сердцеви-
ной большого размера, использующих в качестве 
источника накачки относительно недорогие пико-
секундные лазеры. 

В настоящей работе приведены результаты экс-
периментальных и теоретических исследований 
преобразования импульсов пикосекундной дли-
тельности иттербиевого лазера (длина волны из-
лучения λ = 1030 нм) в микроструктурированных 
световодах с сердцевиной из парофазного кварце-
вого стекла диаметром от 8 до 11 мкм и гексаго-
нальной системой пустот в оболочке (рисунок 1).  

 
Рис. 1. Изображение структуры поперечного сечения  

световода с сердцевиной диаметром 8 мкм 

Световоды были изготовлены традиционным 
методом двукратного перетягивания поликапил-
лярной сборки [25, 26]. Длина образцов варьирова-
лась от 2 до 5 м. Как видно из рисунка 1, коэффици-
ент заполнения оболочки пустотами, определяе-
мый как отношение диаметра единичного отвер-
стия к шагу структуры, для каждого из образцов со-
ставлял приблизительно 0,95, регламентируя тем 
самым многомодовый режим распространения из-

лучения во всем спектральном диапазоне (подразу-
мевается спектральный диапазон максимальной 
прозрачности кварцевого стекла) [27–29]. Выра-
женная шестиугольная форма наружной кварцевой 
оболочки явилась следствием раздувания пустот в 
процессе вытягивания. Дополнительными иссле-
дованиями было установлено, что указанная 
форма оболочки не оказывает существенного вли-
яния на оптические свойства световодов. 

На основании значений эффективного модового 
показателя преломления, полученных в многофунк-
циональной программной среде COMSOL Multiphys-
ics [30], были рассчитаны дисперсионные и нели-
нейные характеристики изготовленных микро-
структурированных световодов. Для корректной 
интерпретации оптических свойств использовалась 
модель световода с идеальным согласованным 
слоем в качестве неотражающего граничного усло-
вия для системы уравнений Максвелла [31]. Поиск 
мод выполнялся в плоскости поперечного сечения 
световода и основывался на решении системы ли-
нейных уравнений Максвелла для случая однород-
ного изотропного диэлектрика в отсутствии свобод-
ных зарядов и токов. Уравнения Максвелла своди-
лись к волновым уравнениям для векторов напря-
женности электрического (E) и магнитного (B) поля. 
В силу идентичности записи волновых уравнений 
для обоих указанных векторов приведем только вы-
ражение для вектора E [13]: 

∇ × �
1
µ
∇ × 𝐸𝐸� − 𝑘𝑘02ε𝐸𝐸 = 0, (1) 

где k0 – волновое число в вакууме (k0 = 2π/λ), ε – ди-
электрическая проницаемость (ε = n2, n – показа-
тель преломления среды), μ – магнитная проница-
емость. 

С учетом наличия идеального согласованного 
слоя уравнение (1) преобразовывалось к виду [32]: 

∇ × �
1
µ′
∇ ×

1
[𝑆𝑆]𝐸𝐸� − 𝑘𝑘02ε′

1
[𝑆𝑆]𝐸𝐸 = 0, (2) 

где ε' и μ' – модифицированные диэлектрическая и 
магнитная проницаемости соответственно, [S] – 
матрица коэффициентов идеального согласован-
ного слоя [32]. 

Решением уравнения (2) было уравнение элек-
тромагнитной волны, распространяющейся вдоль 
направления z оси световода [13]: 

𝐸𝐸(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸0exp �𝑗𝑗 �ω𝑡𝑡 −
ω
𝑐𝑐
𝑛𝑛eff𝑧𝑧��, (3) 

где E0 – амплитуда напряженности электрического 
поля; ω – круговая частота; c – скорость света в ва-
кууме; t – время. 

Вещественные части комплексных значений neff 
из уравнения (3), синтезированных в результате 
численного анализа, представляли собой значения 
эффективных показателей преломления мод мик-
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роструктурированного световода. Их точная иден-
тификация производилась путем сопоставления 
поперечных распределений мощности и силовых 
линий поля с известными однозначно интерпрети-
руемыми распределениями [33]. 

Параметр дисперсии групповой скорости рас-
пространения волны в микроструктурированных 
световодах D определялся в соответствии с извест-
ным выражением [13]: 

𝐷𝐷 = −
λ
𝑐𝑐
∂2𝑛𝑛eff(λ)
∂λ2

. (4) 

Значение эффективной площади поля моды Aeff, 
необходимое для расчета коэффициента нелиней-
ности световода, вычислялось с использованием 
следующей формулы [13]: 

𝐴𝐴eff =
�∬ |𝐸𝐸z(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|2𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ �
2

∬ |𝐸𝐸z(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|4𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦∞
−∞

, (5) 

где 𝐸𝐸𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) – поперечная составляющая электриче-
ского поля. 

Оценка коэффициента нелинейности микро-
структурированных световодов γ осуществлялась 
согласно выражения [13]: 

γ =
2π
λ

𝑛𝑛2
𝐴𝐴eff

, (6) 

где n2 – нелинейный показатель преломления ма-
териала световода – кварцевого стекла (n2 = 3·10-16 
см2/Вт). 

Обсуждаемые параметры серии изготовленных 
образцов световодов применительно к фундамен-
тальной моде приведены в таблице 1 (λ0 – длина 
волны нулевой дисперсии групповой скорости рас-
пространения волны). 
ТАБЛИЦА 1. Оптические характеристики фундаментальной 
моды микроструктурированных световодов с сердцевиной 

диаметром от 8 до 11 мкм 

Диаметр сердцевины, мкм Aeff, мкм2 γ, 1/(Вт·км) λ0, нм 

8 33,8 3,61 1115 

9 42,6 2,86 1145 

10 52,5 2,32 1158 

11 63,4 1,92 1174 

Из данных таблицы 1 следует, что изготовленные 
микроструктурированные световоды характеризу-
ются умеренной оптической нелинейностью, со-
ставляющей несколько единиц 1/(Вт·км). По этой 
причине сценарии протекания в них нелинейно-оп-
тических процессов могут принципиально отли-
чаться от таковых в высоконелинейных световодах 
[15, 20]. При этом очевидна достаточная удален-
ность спектрального положения нулевой дисперсии 
фундаментальной моды от длины волны излучения 
накачки иттербиевого лазера, который в дальней-
шем использовался в экспериментах по генерации 
суперконтинуума. Отмеченная тенденция прогрес-
сирует с увеличением размеров сердцевины. 

На рисунке 2 представлена спектральная зависи-
мость параметра дисперсии для фундаментальной 
и первой высшей мод микроструктурированного 
световода с сердцевиной диаметром 8 мкм, полу-
ченная с использованием выражения (4). 

Рис. 2. Спектральная зависимость дисперсии групповой 
скорости распространения волны для фундаментальной 

и первой высшей мод микроструктурированного световода 
с сердцевиной диаметром 8 мкм 

Из рисунка 2 становится понятно, что при ис-
пользовании иттербиевого лазерного источника 
длина волны излучения накачки располагается в 
области нормальной дисперсии микроструктури-
рованного световода. При этом спектральное поло-
жение нулевой дисперсии первой высшей моды 
практически совпадает с длиной волны излучения 
накачки, что является необходимым условием эф-
фективного нелинейно-оптического преобразова-
ния излучения даже в условиях умеренной оптиче-
ской нелинейности. 

Экспериментальные исследования проводились 
по следующей методике. Излучение иттербиевого 
лазера (основные параметры лазера приведены в 
таблице 2) фокусировалось с помощью объектива, 
имеющего 50-кратное увеличение, на торец микро-
структурированного световода, предварительно 
очищенный от полимерного защитного покрытия. 
Образец световода фиксировался на координатном 
столике с точностью позиционирования 1 мкм. 
Сигнал на выходе световода регистрировался 
двумя спектрометрами видимого и инфракрасного 
излучения. Добавим, что изначально лазер генери-
ровал импульсы фемтосекундной длительности, 
но с помощью стретчера длительность импульсов 
была увеличена до нескольких пикосекунд. 

ТАБЛИЦА 2. Основные параметры иттербиевого лазера, 
который использовался в экспериментах по генерации  

суперконтинуума 

Параметр Значение 

Центральная длина волны, нм 1030 

Длительность импульса, пс 2 

Пиковая мощность в импульсе, МВт 4,5 

Частота следования импульсов, кГц 200 

Средняя мощность, Вт 1,8 

Энергия в импульсе, мкДж 9 
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В результате нелинейно-оптического преобра-
зования пикосекундных лазерных импульсов в из-
готовленных образцах микроструктурированных 
световодов были получены спектры вторичного 
излучения для всех оптических элементов, за ис-
ключением световода с сердцевиной диаметром 11 
мкм (рисунки 3–5). 

 
Рис. 3. Спектры вторичного излучения световода 

с сердцевиной диаметром 8 мкм 

 
Рис. 4. Спектры вторичного излучения световода 

с сердцевиной диаметром 9 мкм 

 
Рис. 5. Спектры вторичного излучения световода 

с сердцевиной диаметром 10 мкм 

Из рисунков 3–5 видно, что увеличение диа-
метра сердцевины сокращает эффективность гене-
рации суперконтинуума для любых значений сред-
ней мощности вводимого излучения. Это обуслов-
лено, по-видимому, смещением спектрального по-
ложения нулевой дисперсии первой высшей моды 

в длинноволновую область, снижающим эффек-
тивность преобразования излучения накачки в из-
лучение суперконтинуума. Вместе с тем макси-
мальное уширение спектра составило 1300 нм, при 
этом следует отметить достаточно эффективное 
преобразование излучения в коротковолновой об-
ласти. Амплитуда антистоксовых компонент и рав-
номерность спектра увеличиваются с возраста-
нием вводимой мощности. 

Для изучения механизмов, ответственных за 
формирование вторичного излучения, были иссле-
дованы спектральные характеристики суперкон-
тинуума, полученные при минимальном уровне 
мощности вводимого излучения (менее 0,5 Вт). На 
рисунке 6 представлен спектр вторичного излуче-
ния микроструктурированного световода с сердце-
виной диаметром 8 мкм. 

 
Рис. 6. Спектр вторичного излучения световода с 
сердцевиной диаметром 8 мкм, полученный при 

минимальном уровне мощности вводимого излучения 
(ЧВС – четырехволновое смешение, 

ВКР – вынужденное комбинационное рассеяние) 

Обращает на себя внимание наличие двух изоли-
рованных спектральных компонент, расположен-
ных на длинах волн 800 и 1450 нм (рисунок 6), что 
может являться следствием протекания процесса 
четырехволнового смешения. По этой причине был 
проведен анализ условий фазового согласования, 
определяющих этот механизм. Он достоверно пока-
зал, что для фундаментальной моды микрострук-
турированного световода условие фазового согла-
сования не выполняется ни для одной из длин волн 
в рассматриваемом спектральном диапазоне.  

Исходя из теоретического расчета для моды пер-
вого высшего порядка (рисунок 7), антистоксова и 
стоксова компоненты должны располагаться на 
длинах волн вблизи 800 и 1450 нм соответственно, 
что отвечает данным эксперимента. Увеличение 
мощности вводимого излучения приводит к смеще-
нию частотных полос, формируемых в результате 
четырехволнового смешения, относительно длины 
волны накачки. 
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Рис. 7. Спектральная зависимость фазовой расстройки 
для первой высшей моды микроструктурированного 

световода с сердцевиной диаметром 8 мкм 

За исключением частотных компонент, образо-
ванных вследствие протекания процесса парамет-
рического четырехволнового смешения, на спектре 
(рисунок 6) можно отметить наличие рамановских 
линий в длинноволновой области. Исходя из тео-
рии, их положение определяется частотой молеку-
лярных колебаний кварцевого стекла 440 см-1 [13]. 
Последующие пики находятся на расстоянии друг 
от друга 500 см-1, 600 см-1 и так далее. 

Дальнейшее уширение отдельных спектральных 
компонент и формирование равномерного спектра 
происходит в результате явления фазовой самомо-
дуляции [13]. Это явление менее эффективно по 
сравнению с описанными ранее, однако свой вклад 
в уширение спектра также вносит. 

Отметим, что преобразование лазерных импуль-
сов пикосекундной длительности в широкий 
спектр происходило в микроструктурированных 
световодах с сердцевиной диаметром 9 и 10 мкм, 
однако с меньшей эффективностью. Более того, в 
этих образцах практически отсутствовали новые 
частотные компоненты в коротковолновой обла-
сти даже при увеличении средней мощности излу-
чения накачки. Вероятно, это связано с тем обстоя-
тельством, что длина волны нулевой дисперсии 
как для фундаментальной, так и для первой выс-
шей мод располагалась далеко по отношению к 
длине волны излучения накачки, вследствие чего 
становилось невозможным выполнение условий 
фазового согласования, ответственного за наибо-
лее эффективный механизм генерации вторичного 
излучения – четырехволновое смешение. 

Таким образом, в статье теоретически и экспери-
ментально исследованы нелинейно-оптические 
преобразования лазерных импульсов пикосекунд-
ной длительности в многомодовых микрострукту-
рированных световодах, выполненных из кварце-
вого стекла, с относительно большой сердцевиной 
и умеренной оптической нелинейностью. Пока-
зано, что при накачке световодов в режиме нор-
мальной дисперсии преобладающую роль в генера-
ции спектра вторичного излучения играет процесс 
четырехволнового смешения, протекающий в пер-
вой высшей моде. 
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Введение 

В настоящий момент наибольшая потребность в 
обеспечении высокоскоростных каналов спутни-
ковой связи наблюдается в Главном испытатель-
ном космическом центре (далее – Центр). Это обу-
словлено тем, что в Центре имеется потребность в 
информационном обмене большими объемами 
специальных данных (телеметрии) в целях управ-
ления орбитальной группировкой космических 
аппаратов, обеспечения видеоконференцсвязи, 
трансляции телевидения и видеорепортажей с 
международной космической станции, а также 
обеспечения запусков ракет-носителей. Для реше-
ния этих задач, а также для резервирования про-
водных каналов связи используется система спут-
никовой связи (ССС) «Приморка». Система органи-
зует сеансы связи и передает около 65% объема 
всей необходимой информации [1].  

Структурно ССС «Приморка» включает орби-
тальную и наземную составляющие. При этом ор-
битальная составляющая включает в себя сово-
купность космических аппаратов связи (КАС), 
объединенных в орбитальную группировку, кото-

рой управляет наземный автоматизированный 
комплекс управления. Наземная состоит из центра 
управления системой, нескольких центральных 
станций и совокупности периферийных станций.  

Проведенный анализ процесса планирования и 
применения ССС «Приморка» показал, что их 
сложность обусловлена многоэтапностью техно-
логического процесса оперативного распределе-
ния ограниченного радиоресурса орбитальной 
группировки КАС, а также длительной подготов-
кой к выполнению сеансов связи. Увеличение 
группировки в ближайшем будущем приведет к 
возрастанию требований по их информационному 
обеспечению, вследствие чего увеличатся требо-
вания и к пропускной способности каналов спут-
никовой связи [2].  

Схема распределения радиоресурса типового 
сегмента ССС «Приморка», изображенная на ри-
сунке 1, состоит из постоянных и предоставляе-
мых по расписанию (требованию) каналов спут-
никовой связи, при этом на сегмент выделяется 
ограниченный радиоресурс КАС [3].  

 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 

 

www.tuzs.sut.ru 68 

 

Fnm

КАНАЛЫ ВЫСОКОСКОРОСТНОЙ ПЕРЕДАЧИ ДАННЫХ

(1-5 Мбит/с): ТМИ, ТВ, ЕЦП

F, Мгц

Расположение

круглосуточных каналов

ЗССС 1

F11

ЦЕНТРАЛЬНАЯ СТАНЦИЯ

Спутник-ретранслятор

ЗССС 2 ЗССС n

F12 F13 F1k F21 F22 F23 F2m Fn1 Fn2 Fn3 Fnm

Расположение каналов

по расписанию (по требованию)

F11 F12 F21 F22 Fn1 Fn2 F23 F13 F2m F1k Fn3

СЛУЖЕБНЫЙ КАНАЛ (384 Кб/с):

ГГС, ТЧ, ПД, КУ АСУ, НПД

ОГРАНИЧЕННЫЙ ЧАСТОТНЫЙ РЕСУРС СПУТНИКА-РЕТРАНСЛЯТОРА

К ЗССС
других

сегментов

 

Рис. 1. Схема организации каналов связи ССС «Приморка» 

 

Типовая диаграмма распределения радиоресур-
са между земными станциями спутниковой связи 
(ЗССС), изображенная на рисунке 2, показывает 
количество выделяемого радиоресурса каждой 
ЗCCC во времени. Просуммировав выделение про-
пускной способности между ЗССС, получим типо-
вую диаграмму распределения радиоресурса сег-
мента ССС во времени (рисунок 3). 

Анализ диаграмм (см. рисунки 2 и 3) позволяет 
сделать вывод, что выделение радиоресурса про-
исходит под пиковые значения интенсивностей 
информационных потоков в ЗССС, что приводит к 
неэффективному использованию радиоресурса 
при его общем дефиците. Следовательно, все более 
возрастающие потребности Центра в информаци-
онном обмене с использованием спутниковых ка-
налов связи могут привести к срыву его функцио-
нала ввиду нехватки радиоресурса, а также срыву 
задачи по обеспечению резервирования каналов 
проводной связи [4]. 

Таким образом, в настоящее время явно про-
слеживается противоречивая ситуация, связанная 
с наличием перспективных потребностей в обес-
печении высокоскоростных каналов спутниковой 
связи и ограниченным радиоресурсом орбиталь-
ной группировки КАС. Одним из возможных путей 
выхода из сложившейся ситуации является со-
вершенствование технологической структуры 
процессов оперативного планирования и распре-
деления радиоресурса ССС «Приморка» в части 
разработки и внедрения перспективных элемен-
тов математического (моделей, методов и алго-

ритмов управления), методического (подходов и 
методик решения задач планирования) и специ-
ального программного обеспечения, что позволит 
более эффективно распределить радиоресурс при 
управлении орбитальной группировкой космиче-
ских аппаратов. 

Решение указанной практической задачи требу-
ет применения нетривиальных методов в связи с 
существенной сложностью их формализации, вы-
сокими требованиями по оперативности и каче-
ству формируемых решений. При этом в основу 
принимаемых решений должна быть положена 
известная концепция ситуационного управления, 
опирающиеся на нее принципы финитного управ-
ления, отвечающие идеологии программно-
целевого подхода, и реализующая их технология 
гибких стратегий [5]. 

В реальных условиях сформированные опера-
тивные планы задействования ССС в силу целого 
ряда объективных и субъективных факторов могут 
выполняться со значительными погрешностями, 
которые могут существенно отразиться на эффек-
тивности распределения ограниченного радиоре-
сурса ССС, что может привести к его нехватке и 
срыву выполняемых задач по предназначению. В 
связи с этим целесообразно отказаться от техноло-
гии жесткого планирования и перейти к техноло-
гии так называемых гибких стратегий управления, 
обеспечивающих оперативную коррекцию плана 
задействования ССС с учетом текущей важности 
сеансов связи, а также наличия у ССС радио- и орга-
низационно-технического ресурсов [6].  
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Рис. 2. Типовая диаграмма распределения радиоресурса между ЗССС 

 

Рис. 3. Типовая диаграмма распределения радиоресурса сегмента ССС 

В центр управления ССС «Приморка» целесооб-
разно включить систему оперативного планиро-
вания, оснастив ее необходимым алгоритмиче-
ским и программным обеспечением, реализован-
ным в виде системы поддержки принятия реше-
ний, которая позволит не только автоматизиро-
вать наиболее рутинные операции сбора, обработ-
ки и анализа информации о состоянии орбиталь-
ной группировки КАС и ЗССС, но и обеспечит опе-
ративную генерацию оптимальных вариантов 
распределения радиоресурса с соответствующей 
коррекцией сеансов связи.  

При создании такой системы можно использо-
вать унифицированные проблемно-ориентирован-
ные модули из состава специального математиче-
ского и программного обеспечения, созданного на 
основе автоматизированной системы управления 

ССС «Приморка». Основные усилия, при этом, 
можно сосредоточить на разработке непосред-
ственно модуля генерации гибких стратегий опе-
ративного планирования сеансов связи ССС. Алго-
ритм функционирования этого модуля должен 
реализовывать оптимальные или локально-
оптимальные стратегии в реальном масштабе 
времени. Для их синтеза задача оперативного пла-
нирования и распределения радиоресурса ССС 
должна быть сформулирована в оптимизационной 
постановке. 

 
1. Теоретико-множественные построения 

Для формализации задачи оптимального пла-
нирования осуществим необходимые теоретико-
множественные построения [7]. Введем в рассмот-
рение следующие множества: 
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1)  А = {𝐴ν, ν = 1, 𝑛} – множество КАС, из состава 

орбитальнои  группировки, обладающих радиоре-
сурсом;  

2)  В = {𝐵μ, μ = 1,𝑚} – множество ЗССС, разме-

щенных на отдельных командно-измерительных 
комплексах Центра; 

3)  𝐶 = {𝐶λ, λ = 1, 𝑙} – множество наземных ком-

плексов управления, входящих в состав наземного 
автоматизированного комплекса управления кос-
мическими аппаратами, которым ЗССС предостав-
ляют спутниковые каналы связи; 

4)  𝐷 = {𝑂χ, χ = 1, 𝑘} – множество сеансов связи, 

включенных в состав последовательности сеансов 
связи, необходимых для информационного обмена 
в ходе выполнения однотипных задач наземными 
комплексами управления; 

5)  𝐾ТС = {𝐾λ, λ = 1, 𝑙} – обобщенная последова-

тельность сеансов связи обеспечения всех назем-
ных комплексов управления, где 𝐷 × 𝐷 ×. . .× 𝐷 →

𝐾λ, λ = 1, 𝑙 – последовательности сеансов связи для 
λ-го комплекса управления. 

Временнои  ресурс задается временным интер-
валом T = [t0, tf], отведенным на выполнение KTC, а 
также множеством интервалов времени, так назы-
ваемых, контактного потенциала R, потенциала 
доступности Q и канального потенциала E. 

Контактный потенциал (рисунок 4) представ-
ляет собой совокупность временных интервалов 
возможного взаимодействия ν-го КАС µ-ой ЗССС, 
обусловленного пространственно-временными 
условиями наличия КАС в зоне радиовидимости 
соответствующей ЗССС: 

𝑅 = [𝑟νμ(𝑡): 𝑟νμ ∈ {0; 1};  ν = 1, 𝑛;  μ = 1,𝑚, 𝑡 ∈ 𝑇]. 

)t(
1

 )t(

Зоны радиовидимости

Интервалы потенциального взаимодействия

µ-ой ЗССС с ν-ым  КАС

ЗССС1 ЗССС

1-й КАС ν-й КАС

 

Рис. 4. Контактный потенциал взаимодействия  
µ-ой ЗССС с ν-ым КАС 

Потенциал доступности представляет собои  со-
вокупность временных интервалов готовности µ-
ой ЗССС к выполнению сеанса связи для предо-
ставления канала связи λ-му наземному комплексу 

управления, обусловленной ее исправностью, за-
вершенностью проведения на ней профилактиче-
ских работ и наличием квалифицированного об-
служивающего персонала дежурных смен, а также 
отсутствием ограничений (запретов) на использо-
вание, обусловленных задействованием для вы-
полнения специальных работ: 

𝑄 = [𝑞μλ(𝑡): 𝑞μλ ∈ {0; 1}; μ = 1,𝑚; λ = 1, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑇]. 

Канальный потенциал представляет собои  со-
вокупность временных интервалов, когда µ-ая 
ЗССС готова к выполнению χ-го сеанса связи для 
обеспечения λ-го наземного комплекса управле-
ния каналом спутниковои  связи, используя радио-
ресурс ν-го КАС:  

𝑅 × 𝑄 × 𝐷 → 𝐸 = [
ενμλχ(𝑡): ενμλχ ∈ {0; 1}; ν = 1, 𝑛,

μ = 1,𝑚;  λ = 1, 𝑙; χ = 1, 𝑘; 𝑡 ∈ 𝑇
]. 

Для составления модели управляемого процесса 
выполнения сеансов связи будем использовать 
линеи ную нестационарную дифференциальную 
динамическую систему в модифицированнои  
форме Коши [8]: 

�̇�(𝑡) = 𝐵(𝑡) ∘ 𝑈(𝑡), (1) 

где 𝑋(𝑡) = [𝑥λχ(𝑡), λ = 1, 𝑙;   χ = 1, 𝑘] – l × 𝑘-мерная 

матрица переменных состояния последовательно-
сти сеансов связи для наземных комплексов управ-
ления λ-го типа; 

𝐵(𝑡) = [
𝑏νμλχ(𝑡): 𝑏νμλχ(𝑡) = ενμλχ(𝑡) × ωνμλχ,

ν = 1, 𝑛;  μ = 1,𝑚;  λ = 1, 𝑙;  χ = 1, 𝑘
] − 

𝑛 × 𝑚 × l × 𝑘-мерная матрица потенциальнои  воз-
можности обеспечения последовательностью сеан-
сов связи, элементы которои  определяются произ-
ведением соответствующих элементов матрицы 
E(t) канального потенциала на элементы матрицы 

Ω = [ωνμλχ: ν = 1, 𝑛;  μ = 1,𝑚;  λ = 1, 𝑙; χ = 1, 𝑘], ско-

рости передачи соответствующих типов информа-
ции; 

𝑈(𝑡) = [
𝑢νμλχ(𝑡): 𝑢νμλχ ∈ {0; 1},

ν = 1, 𝑛;  μ = 1,𝑚;  λ = 1, 𝑙; χ = 1, 𝑘
] − 

𝑛 × 𝑚 × l × 𝑘-мерная матрица управляющих пара-
метров. 

Учитывая операцию матричного умножения, 
возможно обобщенную модель выполнения по-
следовательности сеансов связи представить в 
виде: 

�̇�λχ(𝑡) = ∑∑𝑏λχ(𝑡) 𝑢λχ(𝑡)

𝑚

μ=1

𝑛

ν=1

; λ = 1, 𝑙; χ = 1, 𝑘. 

2. Формализация системы ограничений 

Первым шагом формализации является фор-
мальное описание системы всех ограничении : 
функциональных, пространственно-временных, 
ресурсных и краевых. 
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1) Функциональные пространственно-времен-
ные ограничения формализуются с использовани-
ем модели управляемого процесса выполнения 
последовательности сеансов связи следующим 
образом:  

ϕ(�̇�, 𝑋, 𝑈, 𝑇) = �̇�(𝑡) − 𝐵(𝑡) ∘ 𝑈(𝑡) = 0. 

2) Технические ограничения на выполнение по-
следовательности сеансов связи состоят из следу-
ющих: 

∑ 𝑏λχ(𝑡)  𝑢λχ(𝑡)
𝑘
χ=1 ≤ 𝐶λ, λ = 1, 𝑙, χ = 1, 𝑘 – ограни-

чение на одновременное проведение сеансов связи; 

∑ ∑ 𝑏λχ(𝑡)𝑢λχ(𝑡)
𝑘
χ=1λ∈𝐶ν

≤ 𝐷𝐶ν − (𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐶ν) + 1),  

λ = 1, 𝑙, χ = 1, 𝑘, ν = 1, 𝑛 – ограничение на радио-
ресурс КАС. 

3) Временные ограничения или ограничения на 
временнои  ресурс являются особым видом огра-
ничении , которые также можно разделить на 
дифференциальные и интегральные. Под первыми 
понимается условие принадлежности текущего 
момента времени t процесса выполнения последо-
вательности сеансов связи заданному временному 
интервалу T = [t0, tf]: 𝑡 ∈ 𝑇, отведенному на выпол-
нение последовательности сеансов связи, а  вто-
рые учтены в модели выполнения последователь-
ности сеансов связи в форме, так называемого, 
канального потенциала 𝐸 = 𝑅 × 𝑄 × 𝐷.  

4) Краевые или граничные условия накладыва-
ются на матрицу X состояния последовательности 
сеансов связи. При этом в обязательном порядке 
устанавливаются граничные условия на левом кон-
це фазовои  траектории движения системы, харак-
теризуемом моментом времени t = t0: X(t0) = X0. 

Краевые условия, накладываемые на матрицу X 
на правом конце фазовои  траектории, могут быть 
сформированы в виде некоторои  области ΘX: 

𝑋(𝑡𝑓) ∈ Θ𝑋 = {
𝑋: 𝑥λχ(𝑡𝑓) ∈ [𝑥λχ𝑓

min, 𝑥λχ𝑓
max],

𝑥λχ𝑓
min = 0,9𝑥λχ𝑓

max, 𝜆 = 1,𝑚, χ = 1, 𝑘
}, (2) 

несколько «сужающие» «подвижный правый ко-
нец», но обеспечивающие поиск не только опти-
мизационных, но и сатисфакционных (удовлетво-
ряющих всей системе ограничений) решений. 
 
3. Формализация вектора показателей качества 

Показатель качества, иногда называемыи  функ-
ционалом качества, является скалярным алгебра-
ическим выражением, содержащим в качестве 

своих аргументов матрицу X фазовых координат 
состояния КСС и матрицу управляющих парамет-
ров U. Показатель качества в формализованном 
виде определяет пожелания к качеству переходно-
го процесса управляемого движения системы в 
фазовом пространстве (пространстве состоянии ). 
Для решения нашеи  задачи использован терми-
нальныи  функционал Маи ера, имеющии  пред-
ставление следующего вида: 

𝐽(𝑋(𝑡𝑓), 𝑋𝑓) = (𝑋(𝑡𝑓) − 𝑋𝑓)
2
= 

(3) 
=∑∑(𝑥λχ(𝑡𝑓) − 𝑥λχ𝑓)

2
𝑘

χ=1

𝑙

λ=1

, 

где J(X(tf), Xf) имеет смысл полноты выполнения 
запланированных последовательностеи  сеансов 
связи от желаемых, а Xf  и X(tf) – матрицы требуе-
мого (предельно-возможного) и финального со-
стояния последовательностеи  сеансов связи. 
 
4. Формализация критерия оптимальности 

Критерии  оптимальности (оптимизации) или, 
как его еще называют, критерии  выбора опти-
мальнои  альтернативы, в обобщенном виде 
предъявляет требования к выбору оптимального 
управления выполнением сеанса связи. При его 
конструировании используются показатели каче-
ства, спроектированные на предыдущем шаге 
формализации задачи оптимального управления. 
Критерии  должен однозначно определять состав 
используемых показателеи  и направление устрем-
ления их в процессе оптимизации к экстремуму 
(extr) – максимуму (max) или минимуму (min). Для 
решения даннои  оптимизационнои  задачи с «уни-
предпочтением» (авторск. с одним показателем 
качества) критерии  оптимизации будет иметь вид: 

𝑈𝑜𝑝𝑡(𝑇) = argmin
𝑈∈𝑈Δ

{𝐽(𝑋(𝑡𝑓), 𝑋𝑓)}, (4) 

и означает, что оптимальнои  реализациеи  управ-
ления СС на временном интервале T будет Uopt(T), 
являющаяся аргументом, минимизирующим пока-
затель качества J(X(tf), Xf) на множестве UΔ допу-
стимых альтернатив управления, то есть альтер-
натив, удовлетворяющих всеи  системе ограниче-
нии .  

Область допустимых альтернатив для рассмат-
риваемои  формализации может быть сформиро-
вана в следующем виде:  

 

𝑈Δ =

{
 
 
 

 
 
 
𝑈(𝑡)|ϕ(�̇�, 𝑋, 𝑈, 𝑇) = 0;   ∑𝑏λχ(𝑡)𝑢λχ(𝑡)

𝑘

χ=1

≤ 𝐶λ, λ = 1, 𝑙;  χ = 1, 𝑘;

∑∑𝑏λχ(𝑡)𝑢λχ(𝑡)

𝑘

χ=1λ∈𝐶ν

≤ 𝐷𝐶ν − (𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐶ν) + 1)Δ𝑑, λ = 1, 𝑙;  χ = 1, 𝑘;

𝑋(𝑡𝑓) ∈ Θ𝑋, 𝑡 ∈ 𝑇 }
 
 
 

 
 
 

, (5) 
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где учтена система функциональных простран-
ственно-временных ограничении , технических 
ограничении , краевых условии  и ограничении  на 
временнои  ресурс. 

 
5. Динамическая интерпретация задачи 

Динамическая интерпретация задачи опти-
мального планирования выполнения сеансов свя-
зи позволяет для поиска решения сформулиро-
ваннои  задачи использовать формализм принципа 
максимума Л.С. Понтрягина, технология практиче-
ского применения которого предполагает выпол-
нение следующих деи ствии . 

1) Для начала введем в рассмотрение l × 𝑘-
мерную матрицу (совпадающую по размерности с 
матрицеи  X), так называемых, сопряженных пере-

менных 𝑃(𝑡) = [𝑝λχ(𝑡), λ = 1, 𝑙, χ = 1, 𝑘]. 

2) Затем с использованием матрицы P(t), а так-
же модели (1) выполнения сеансов связи, показа-
теля качества (3) и критерия оптимизации (4) ре-
шаемои  задачи оптимального планирования и 
распределения ресурса ССС сконструируем ска-
лярную функцию Гамильтона (гамильтониан) в 
следующем обобщенном виде: 

𝐻(𝑡) = 𝑃(𝑡) ∗ �̇�(𝑡) = 𝑃(𝑡) ∗ 𝐵(𝑡) ∘ 𝑈(𝑡) = 

=∑∑𝑝λχ(𝑡)ελχ(𝑡)ωλχ𝑢λχ(𝑡)

𝑘

χ=1

𝑙

λ=1

. 

3) Сформируем канонические соотношения, 
позволяющие получить математические модели 
прямои  и сопряженнои  систем: 

�̇�(𝑡) = [
∂𝐻

∂𝑃
]
𝑇

= 𝐵(𝑡) ∘ 𝑈(𝑡); 

�̇�(𝑡) = − [
∂𝐻

∂𝑋
]
𝑇

= [
∂𝑔(𝑈, 𝑋)

∂𝑋
]

𝑇

. 

Причем первое каноническое соотношение, яв-
ляющееся моделью (1) прямои  системы, служит 
для проверки правильности составления гамиль-
тониана. 

4) Сформируем условия стационарности га-
мильтониана, позволяющие получить так называ-
емую структуру оптимального управления или, 
как еще  говорят, сформировать оптимальную 
стратегию управления на множестве UΔ допусти-
мых альтернатив (5) в каждыи  момент времени t, 
принадлежащии  временному интервалу T управ-
ления:  

𝑈𝑜𝑝𝑡(𝑡) = arg max
𝑈∈𝑈Δ

𝐻(𝑃(𝑡), 𝑋(𝑡), 𝑈(𝑡)), ∀𝑡 ∈ 𝑇. (6) 

Считается, что использование условия стацио-
нарности принципа максимума позволяет свести 
сформулированную оптимизационную задачу, 
имеющую, в общем случае, континуальное (беско-

нечное) множество допустимых решении , к стан-
дартнои  краевои  задаче. Алгоритм решения такои  
задачи сводится к выбору значении  матрицы P 
сопряженных переменных на левом конце траек-
тории – P(t0) = P0, обеспечивающих выполнение 
краевых условии  задачи (2) с использованием 
управления, формируемого на основе условия ста-
ционарности. Поскольку краевые условия исполь-
зуются при формировании множества UΔ допусти-
мых альтернатив, то формулировка краевои  зада-
чи может быть еще более сокращена. 

Требуется наи ти такую матрицу P0 значении  со-
пряженных переменных на левом конце фазовои  
траектории движения прямои  и сопряженнои  си-
стем, при которых будет наи дено допустимое ре-
шение (принадлежащее множеству UΔ допустимых 
альтернатив) с использованием управления U(t), 
t ∈ T, полученного из условия стационарности (6). 
При этом утверждается, что полученное решение 
будет оптимальным, то есть условие стационарно-
сти предоставляет нам необходимые условия по-
лучения оптимального решения. Кроме этого, до-
казано, что для линеи ных динамических систем, к 
классу которых относится и рассматриваемая 
нами модель (1), условия стационарности принци-
па максимума являются не только необходимыми 
условиями оптимальности, но и достаточными. То 
есть, полученное с их помощью оптимальное ре-
шение является еще и единственным. 

 
6. Выбор подхода и алгоритма решения краевой 
задачи для поиска оптимального решения 

Для получения оптимального решения органи-
зуется итерационный процесс, предполагающий 
последовательное приближение от некоторого 
начального решения, называемого диспетчерским, 
к требуемому – оптимальному. С этой целью ка-
ким-либо образом может быть задано начальное 
приближение матрицы сопряженных переменных 

𝑃(0)(𝑡0) = Р0
(0) и организован итерационный про-

цесс его уточнения с целью максимально полного 
удовлетворения краевым условиям задачи опти-
мального планирования. С целью определения 
направления, в котором должна идти коррекция 
матрицы P0, необходимо сформировать матрицу 

невязок краевых условий Δ𝑋𝑓
(𝑗)
= 𝑋(𝑗)(𝑡𝑓) − 𝑋𝑓 , где 

j – номер итерации решения краевой задачи. 

Известно, что скорость сходимости градиент-
ных процедур поиска оптимальных решении , а 
именно к этому классу относятся процедуры ре-
шения краевых задач, во многом зависит от каче-
ства первого приближения, называемого диспет-
черским решением, а точнее от близости его к ис-
комому оптимальному. Используемое условие 
трансверсальности для оценки первого прибли-
жения матрицы P сопряженных переменных на 
правом конце траектории – P(tf) = Pf, которые мо-
гут быть представлены в следующем виде: 
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𝑃(𝑡𝑓) = − [
∂ℎ(𝑋(𝑡𝑓), 𝑋𝑓

з)

∂𝑋(𝑡𝑓)
]

𝑇

. (7) 

Затем с использованием второго канонического 
соотношения: 

�̇�(𝑡) = − [
∂𝐻

∂𝑋
]
𝑇

= [
∂𝑔(𝑈, 𝑋)

∂𝑋
]

𝑇

, 

определяющего модель сопряженной системы, мо-
жет быть произведен прогноз значений матрицы P 
на левый конец фазовои  траектории – P0. Однако в 
общем случае этот прогноз должен осуществляться 
совместно с прямой системой. Для этого необходи-
мо задать ее краевые условия на правом конце фа-
зовои  траектории такие, которые в наибольшей 
степени соответствовали бы требуемым и для по-
лучения которых программа управления U(t), 𝑡 ∈ 𝑇 
была бы известна и принадлежала бы множеству 
допустимых альтернатив UΔ, то есть являлась бы 
неким «сатисфакторным» (от англ. satisfactory – 
удовлетворительный, приемлемый, достаточный) 
решением. Такое решение называется опорным, так 
как весь дальнеи шии  итерационныи  процесс поис-
ка оптимального решения опирается на получен-
ныи  с его помощью результат.  

При практической реализации краевых задач 
пользуются, как правило, методом последователь-
ных приближений (итераций). Суть решения лю-
бой краевой задачи сводится к отысканию такого 
решения заданной системы дифференциальных 
уравнений, которое обеспечило бы удовлетворе-
ние требуемых краевых (граничных) условий. 
Следует заметить, что для решения краевой зада-
чи необходимо иметь свободные параметры 
управления. Для единственности решения крае-
вой задачи число свободных параметров (с мате-
матической точки зрения произвольных постоян-
ных) должно быть равно числу краевых условий. 
При решении поставленной задачи предполагает-
ся, что все, ранее наложенные ограничения на па-
раметры активного участка, должны быть выпол-
нены. Решение краевой задачи условно можно 
разбить на два следующих этапа: 

1) составление системы дифференциальных 
уравнений движения при условии, что ни один 
управлявший параметр не возмущен, и при усло-
вии последовательного возмущения одного из 
управляющих параметров. Таким образом, необ-
ходимо решить составленную систему уравнений 
(n+1) раз, где n – число управляющих параметров; 

2) на основании информации, полученной на 
первом этапе, необходимо составить и решить си-
стему линейных уравнений с целью отыскания 
уточненных значений управляющих параметров. 

Эта процедура повторяется до тех пор, пока по-
лученные краевые условия не будут отличаться от 
требуемых не более чем на заданные заранее ве-
личины. На этом заканчивается решение краевой 
задачи. 

Заключение 

Таким образом, для получения оптимального 
решения организуется итерационный процесс, 
предполагающий последовательное приближение 
от некоторого начального решения, называемого 
диспетчерским, к требуемому – оптимальному. С 
этой целью может быть задано начальное при-
ближение матрицы сопряженных переменных 
P(t0) = P0 и организован итерационный процесс ее 
уточнения до выполнения условий |𝐽(𝑗−1) − 𝐽(𝑗)| ≤ ε, 

где ε – малый параметр, характеризующий требу-
емую точность вычисления плана. 

Для получения диспетчерского решения можно 
воспользоваться двумя приемами. В первом слу-
чае, который может быть назван ручным, следует 
в качестве диспетчерского выбрать любой допу-
стимый по ограничениям (сатисфакционный) 
план. Во втором случае, который может быть 
назван автоматизированным, следует получить 
субоптимальный план в предположении, что на 
интервале планирования (t0, tf] характер сопря-
женных переменных может представляться ку-
сочно-постоянными функциями, численное значе-
ние которых в моменты времени возможного по 
тем или иным причинам переключения управле-
ния определяется выражением для модифициро-
ванных условий трансверсальности: 

𝑃(𝑡) = − [
ℎ(𝑋(𝑡), 𝑋𝑓

з)

𝑋(𝑡)
]

𝑇

= 

(8) 
= −[

(𝑋(𝑡) − 𝑋𝑓
з)
𝑇
Λ(𝑋(𝑡) − 𝑋𝑓

з)

𝑋(𝑡)
]

𝑇

= 

= −[
∑ ∑ αλχ(𝑥λχ(𝑡) − 𝑥λχ𝑓

з )
2𝑘

χ=1
𝑙
λ=1

𝑥(𝑡)
]

𝑇

= 

=  [2 × αλχ(𝑥λχ𝑓
з − 𝑥λχ(𝑡)), λ = 1, 𝑙, χ = 1, 𝑘]. 

Итерационный процесс последовательного 
уточнения матрицы P0 может производиться с ис-
пользованием известных методов решения крае-
вых задач и численной оптимизации. В частности, 
в рассматриваемом случае можно воспользоваться 
методом Крылова-Черноусько, методом Ньютона 
и его модификациями, градиентными и субгради-
ентными методами, например, покоординатного 
спуска, а также методами штрафных функций. 

Результаты экспериментальных исследовании  
по оцениванию близости полученного результата 
к оптимальному, показывают снижение качества 
локально-оптимального управления по сравнению 
с оптимальным не более чем на 10÷15 %, что мо-
жет быть признано вполне приемлемым и позво-
ляет повысить эффективность используемого ра-
диоресурса на 40%, что согласуется с результата-
ми, представленными в работах [9, 10, 11]. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Существующие методы оценки нелинейных ис-
кажений можно разделить на несколько групп с 
точки зрения учета, как характеристик выбранно-
го испытательного сигнала, так и закономерно-
стей слухового восприятия. Стандартные метрики 
количественной оценки нелинейных искажений 
(коэффициент гармонических искажений, коэф-
фициент интермодуляций), а также методы ис-
пользующие ряды Вольтера для расчета гармоник 
высоких порядков не имеют явной привязки к ха-
рактеристикам испытательного сигнала и учиты-
вают такого важного феномена слухового воспри-
ятия как маскировка. В предлагаемой работе оба 
этих недостатка устранены. Для точного выделе-
ния и оценки слуховой заметности нелинейных 
искажений из сильно искаженного музыкального 
сигнала, содержащего одновременно различные 
виды искажений при значительной величине каж-
дого из них, предлагается использовать синтези-

рованный многотональный сигнал, амплитудно-
частотно-временные характеристики которого 
соответствуют по целому ряду параметров музы-
кальному сигналу, используемому при проведении 
экспертиз. При этом для получения оценок, совпа-
дающих с данными субъективно-статистических 
экспертиз, необходимо учитывать эффекты мас-
кировки полезным сигналом нелинейных искаже-
ний, динамические, временные и частотные осо-
бенности последнего, существенно влияющие на 
его слуховую заметность.   

 
2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В [1], [2] исследовано влияние нелинейных ис-
кажений на субъективное восприятие музыкаль-
ных и речевых сигналов. В качестве испытательно-
го сигнала автором этой работы использован син-
тезированный многотональный сигнал, предло-
женный ранее в [3], [4]. Подобные многотональные 
сигналы с различным распределением спектраль-
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ных компонент по частоте и постоянным уровнем 
каждой спектральной компоненты подробно опи-
саны в [5]. На наш взгляд, у таких сигналов, содер-
жащих определенное число тональных компонент 
постоянной амплитуды, имеется существенный 
недостаток – отсутствие связи со структурой ре-
альных музыкальных сигналов, используемыми 
экспертами при тестовом прослушивании.  

Известно, что величина и слуховая заметность 
нелинейных искажений, вносимых в сигнал звуко-
выми трактами испытуемых устройств, зависит от 
амплитудно-частотно-временных характеристик 
самого испытательного сигнала [6]. При этом для 
обеспечения высокой корреляции между эксперт-
ными оценками и данными измерений необходи-
мо выполнить два условия:  

– обеспечить точное выделение сигнала нели-
нейных искажений, внесенных в испытательный 
сигнал оцениваемым звуковым трактом; 

– устранить энергетические, частотные и вре-
менные различия между испытательным и соот-
ветствующим ему музыкальным сигналом в каж-
дый текущий момент времени.  

При использовании в качестве испытательного 
сигнала музыкальных фонограмм наибольшую 
сложность представляет задача выделения сигна-
ла нелинейных искажений из исходного музы-
кального сигнала, прошедшего через звуковой 
тракт испытуемого устройства. В психоакустиче-
ской модели PEAQ (от англ. Perceptual Evaluation 
of Audio Quality) [7], [8] для этого используется вы-
читание спектров референсного музыкального и 
тестового сигналов с последующей компенсацией 
частотных искажений, возникающих в звуковых 
трактах одновременно с нелинейными. Однако 
при одновременном присутствии в оцениваемом 
сигнале частотных и динамических искажений 
точное выделение сигнала нелинейных искаже-
ний является крайне сложной задачей. 

В данной работе изложен метод, позволяющий, 
с одной стороны, обеспечить точное выделение 
сигнала нелинейных искажений из музыкального 
сигнала, прошедшего звуковой тракт испытуемого 
устройства и, с другой стороны, получить при этом 
для него близкие к референсному музыкальному 
сигналу амплитудно-частотно-временные харак-
теристики. Иными словами, ниже изложен метод 
синтеза многотонального сигнала, спектр которо-
го имеет идентичное исходному музыкальному 
сигналу частотно-временное распределение энер-
гии в любой текущий момент времени.  

Для большей строгости последующего изложе-
ния введем следующие пояснения используемых 
терминов:  

– референсный музыкальный сигнал – музы-
кальный сигнал, отобранный экспертами для 
оценки качества звуковых трактов испытуемых 
устройств; 

– референсный многотональный сигнал – мно-
готональный сигнал, синтезированный из рефе-
ренсного музыкального сигнала; 

– тестовый музыкальный сигнал – референсный 
музыкальный сигнал, прошедший через звуковой 
тракт испытуемого устройства и записанный с 
помощью микрофона; 

– тестовый многотональный сигнал – рефе-
ренсный многотональный сигнал, прошедший че-
рез звуковой тракт испытуемого устройства, и 
также записанный с помощью микрофона;  

– очищенный тестовый многотональный сигнал 
– сигнал, имеющий в своем составе только спек-
тральные компоненты тестового многотонально-
го сигнала, содержащиеся в референсном много-
тональном сигнале; 

– сигнал нелинейных искажений – сигнал, со-
держащий только новые спектральные компонен-
ты тестового многотонального сигнала после его 
прохождения через звуковой тракт испытуемого 
устройства, т.е. изначально отсутствующие в ре-
ференсном многотональном сигнале. 

 
3. МНОГОТОНАЛЬНЫЙ СИГНАЛ 

В рамках данной работы предложено использо-
вать три типа структур референсных многото-
нальных сигналов, применяемых для оценки ве-
личины нелинейных искажений, возникающих в 
звуковом оборудовании различного назначения: 
стационарный, квазистационарный и прорежен-
ный музыкальный. Перечислим кратко основные 
достоинства и недостатки каждого из них. 

 
3.1. Стационарный и квазистационарный  
референсные многотональные сигналы 

Стационарный референсный многотональный 
сигнал содержит наборы тональных компонент 
определенной частоты, амплитуды и фазы, квази-
стационарный – тональные компоненты с изме-
няющейся во времени частотой, амплитудой и фа-
зой, отражающей текущие изменения в референс-
ном музыкальном сигнале. 

Стационарный сигнал содержит набор тональ-
ных компонент, расположенных в центрах 1/3 ок-
тавных частотных полос (всего 24 компоненты). 
Его длительность выбирается равной длительно-
сти референсного музыкального сигнала. Оба сиг-
нала разделяются на выборки длиной 1024 отчета 
с 50% перекрытием. Для каждой выборки с помо-
щью быстрого преобразования Фурье (БПФ) вы-
числяется усредненная в 1/3 октавных полосах 
частот энергия каждого из них, при этом энергия 
соответствующих компонент созданного рефе-
ренсного многотонального сигнала устанавлива-
ется равной значениям энергии исходного рефе-
ренсного музыкального сигнала в соответствую-
щих полосах частот (рисунок 1).  
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а) 

 
б) 

Рис. 1. Стационарный многотональный сигнал:   
а) спектрограмма; б) спектры произвольных выборок 

Спектрограммы показывает, что частоты ком-
понент не меняются на всей длительности сигна-
ла, а меняются только амплитуды. 

Достоинством данного подхода является про-
стота создания стационарного референсного мно-
готонального сигнала, выделения сигнала нели-
нейных искажений и расчета порога маскировки 
при оценке слуховой заметности нелинейных ис-
кажений. Недостатком такого тестового сигнала 
является неполное соответствие характеристик 
стационарного многотонального сигнала структу-
ре исходного музыкального сигнала. Это может 
приводить к существенному расхождению харак-
теристик сигналов нелинейных искажений, выде-
ляемых из соответствующих тестовых сигналов 
(референсных музыкального и многотональный 
сигналов, пропущенных через испытуемый звуко-
вой тракт). 

Структура квазистационарного референсного 
многотонального сигнала также содержит 24 то-
нальных компоненты, однако их частоты, ампли-
туды и фазы не постоянны на всем протяжении 
сигнала – в каждый текущий момент времени они 
выбираются в соответствии с параметрами мак-
симальных спектральных компонент соответ-
ствующей выборки исходного сигнала. Для того, 
чтобы избежать появления дополнительных ис-

кажений, возникающих при выполнении прямого 
БПФ (известных как эффект Гиббса), выборка ре-
ференсного музыкального сигнала предваритель-
но взвешивается окном Ханна, при этом для каж-
дой одной выборки референсного музыкального 
сигнала создаются 3 выборки референсного мно-
готонального сигнала с 50 % перекрытием. Часто-
та спектральной компоненты в каждой 1/3 октав-
ной полосе частот создаваемого референсного 
многотонального сигнала, соответствует частоте 
максимальной компоненты референсного музы-
кального сигнала из соответствующей выборки, а 
ее уровень устанавливается равным уровню энер-
гии в 1/3 октавной полосе исходного сигнала. Фа-
зы компонент при этом выбираются случайным 
образом. В случае отсутствия тональных компо-
нент в некоторой 1/3 октавной полосе референс-
ного музыкального сигнала в центр соответству-
ющей частотной полосы референсного многото-
нального сигнала добавляется тональная компо-
нента с энергией, равной суммарной энергии шу-
мовых компонент исходного референсного музы-
кального сигнала в данной полосе. В результате 
для каждой его выборки длиной 1024 отсчета со-
здается набор стационарных фрагментов рефе-
ренсного многотонального сигнала длительно-
стью 1024∙2 = 2048 отсчетов сигнала каждый, по 
три фрагмента с 50 % перекрытием (рисунок 2).  

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Квазистационарный многотональный сигнал:   
а) спектрограмма; б) спектры произвольных выборок 
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Спектрограмма показывает, что отдельные 
фрагменты сигнала отличаются друг от друга не 
только амплитудами компонент, но и их частотой. 
На высоких частотах спектр сигнала состоит из 
набора тонов с фиксированной частотой, посколь-
ку в исходном музыкальном сигнале в этих поло-
сах частот не нашлось компонент соответствую-
щих критерию отбора.  

Для каждого фрагмента создается запись в пас-
порте референсного многотонального сигнала, со-
держащая информацию о типе спектральной ком-
поненты – тональная или шумовая (рисунок 3).  

 
Рис. 3. Спектр выборки квазистационарного сигнала с раз-

делением на тональные и шумовые компоненты 

Достоинством второго подхода является более 
полное соответствие квазистационарного рефе-
ренсного многотонального сигнала структуре ис-
ходного референсного музыкального сигнала, чем 
в первом случае. Недостатком может служить 
нарушение фазовой характеристики сигнала, уве-
личенная в два раза длительность и замена реаль-
ных шумовых компонент тональными, что приво-
дит к появлению дополнительных интермодуля-
ционных искажений. Поскольку наиболее критич-
ными с точки зрения возникновения нелинейных 
искажений являются участки сигнала, имеющие 
максимальную амплитуду и частоту, близкую к 
частоте резонанса громкоговорителя, то имеет 
смысл создавать референсный многотональный 
сигнал не по всей длительности референсного му-
зыкального сигнала, а только по его фрагментам, 
относящимся к указанным выше отрезкам. 

 
3.2. Прореженный по частоте референсный 
многотональный сигнал  

Данный вариант референсного многотонально-
го сигнала создается путем удаления из исходного 
референсного музыкального сигнала спектраль-
ных компонент с малой энергией. Известны два 
варианта получения сигнала, различающиеся сте-
пенью прореживания спектра референсного му-
зыкального сигнала. При процедуре прорежива-
ния сигнал разделяется на выборки длиной 2048 
отсчетов с 50 % перекрытием, далее с помощью 
БПФ вычисляется спектр каждой из них. Спектр 
полученного сигнала разделяется на полосы, соот-
ветствующие критическим полосам слуха, и в 

каждой такой полосе, в зависимости от варианта 
реализации, выбирается либо одна максимальная 
спектральная компонента, либо несколько компо-
нент, соответствующих некоторому критерию от-
бора (например, уровень локального максимума 
должен превышать соседние локальные миниму-
мы на 7 дБ); прочие спектральные компоненты 
обнуляются. В случае отсутствия явно выражен-
ных максимумов сигнала в некоторой полосе, 
имеющийся шумовой сигнал заменяется тональ-
ной компонентой, расположенной в центре этой 
полосы и с такой же энергией. Далее производится 
подстройка уровней выбранных спектральных 
компонент для уравнивания энергий исходного и 
прореженного сигналов в критических полосах 
слуха. В заключении осуществляется перевод по-
лученного сигнала во временную область и про-
верка его максимальных энергий в выбранных 
частотных полосах. Для каждой выборки сигнала 
создается запись в паспорте, содержащая инфор-
мацию о наличии и типе компоненты в каждой 
критической полосе (рисунок 4). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Прореженный музыкальный сигнал: а) спектро-
грамма; б) спектр произвольной выборки и глобальный 

порог маскировки 

Из спектрограммы видно, что в отличие от ста-
ционарного и квазистационарного искусственных 
многотональных сигналов спектральная структу-
ра прореженного музыкального сигнала наиболее 
близка структуре исходного референсного музы-
кального сигнала в каждый текущий момент вре-
мени. Это является достоинством такого подхода, 
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но и определяет его основной недостаток – слож-
ность выделения сигнала нелинейных искажений. 

Следует отметить, что для последующей синхро-
низации тестовых и референсных сигналов, в нача-
ло и в конец каждого из них добавляются специ-
альные последовательности тональных импульсов. 

 
4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В процессе исследований в испытательный сиг-
нал вносились нелинейные искажения, как в от-
дельных узких полосах частот, так и одновремен-
но во всем диапазоне слышимых частот. Уровень 
сигнала нелинейных искажений был привязан к 
порогу его маскировки полезным сигналом в каж-
дом диапазоне частот.   

 
4.1. Вносимые нелинейные искажения 

Для внесения нелинейных искажений в рефе-
ренсные музыкальные и многотональные сигналы 
использовались способы, подробно описанные в [1], 
а именно: мягкое и жесткое, симметричное и асим-
метричное клиппирование сигнала в выбранной 
полосе частот, смешивание испытательных сигна-
лов с белым шумом, пропускание сигналов через 
звуковые тракты, обеспечивающие внесение раз-
ных видов нелинейных искажений в испытатель-
ный сигнал.  

Исследовалось слуховое восприятие следующих 
типов искажений: 

– жесткое симметричное ограничение сигнала с 
различными уровнями и длительностями суще-
ствования, при этом уровни ограничения выбира-
лись на основе распределений мгновенных значе-
ний амплитуд РМС; 

– жесткое асимметричное ограничение положи-
тельных пиков сигнала во временной области (с 
различными уровнями ограничения); 

– мягкое симметричное ограничение с разными 
параметрами компрессора; 

– мягкое асимметричное ограничение положи-
тельных пиков сигнала во временной области с 
разными параметрами компрессора; 

– центрирование, при котором отсчеты сигнала 
в пределах определенного диапазона изменения 
амплитуд устанавливались равными 0 (диапазоны 
ограничения были установлены в % от средне-
квадратичного значения входного сигнала); 

– пропускание сигнала через звуковые тракты с 
различными уровнями гармонических искажений 
(величины гармонических искажений для 10 % 
значений мгновенных амплитуд референсного 
музыкального сигнала составляли от 5 до 50 % в 
разных диапазонах частот). 

При моделировании узкополосных нелинейных 
искажений референсные музыкальные сигналы 
обрабатывались соответствующими фильтрами 
для выделения низкочастотной части сигнала, 
которая подавалась на вход компрессоров. Полу-

ченные после цифровой фильтрации сигналы в 
полосе частот выше частоты среза фильтра со-
держали только компоненты искажений. С помо-
щью полосовых фильтров формировался набор 
сигналов нелинейных искажений в ½ октавных 
полосах частот. Далее полученные сигналы объ-
единялись и микшировались с референсными му-
зыкальными сигналами.  

В результате был получен широкий набор сиг-
налов нелинейных искажений разных типов с раз-
личным амплитудно-частотно-временным рас-
пределением. Для чего было создано специальное 
программное обеспечение, которое также исполь-
зуют для изменения уровня (дозирования) иска-
жений в разных полосах частот. 

 
4.2. Эксперты 

В качестве экспертов привлекались молодые 
люди (возраст от 24 до 31 года, 8 человек) без де-
фектов слуха, имеющие аудиометрический порог 
ниже 20 дБ в полосе частот 125 Гц – 8 кГц. Для 
оценки слуховой заметности вносимых искажений 
использовалась семибалльная шкала, при этом 
наиболее предпочтительное звучание получало 
оценку 7 баллов, наименее предпочтительное – 1. 

 
4.3. Тестовые сигналы 

Референсные музыкальные сигналы представ-
ляли собой звуковые отрывки различных жанров 
– джаз, поп, рок музыка, женский вокал с аккомпа-
нементом, фортепьяно, классическая музыка в ис-
полнении оркестра. Все записи были взяты с ком-
мерческих компакт-дисков. Выбранные отрывки 
имели длительность от 10 до 15 с.  

Референсные музыкальные сигналы обрабаты-
вались созданным программным обеспечением 
(для внесения требуемых нелинейных искаже-
ний); они также подавались на звуковые тракты 
испытуемых устройств. Запись сигналов осу-
ществлялась в звукоизолированной камере с 
уровнем фонового шума в полосе частот от 100 Гц 
до 20 кГц ниже 20 дБ. Далее эти тестовые сигналы 
обрабатывались фильтрами для устранения вне-
сенных частотных искажений и затем предлага-
лись экспертам для получения субъективной 
оценки. Прослушивания проводились в звукоизо-
лированной комнате. Тестовые музыкальные сиг-
налы через внешнюю 24-х битовую звуковую кар-
ту MOTU UltraLite-mk3 подавались на усилитель 
HiFiMan EF-100, после чего воспроизводились с 
помощью высококачественных головных телефо-
нов Sennheiser HD 800, имеющих крайне низкий 
коэффициент нелинейных искажений (< 1 %) .    

Перед началом экспериментальных исследова-
ний экспертам были предъявлены образцы ото-
бранных референсных музыкальных сигналов 
(свободных от искажений, с оценкой 7 баллов). 
Аналогичным образом были предъявлены также 
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образцы сигналов с максимальным количеством 
внесенных нелинейных искажений (как наихуд-
шее звучание, с оценкой 1 балл). Экспертам пред-
лагалось прослушать весь набор записей в любом 
произвольном порядке для оценки их качества, 
затем, прослушивая повторно, поставить оценку в 
соответствии с собственным предпочтением, ис-
пользуя семибалльную шкалу. Оценки различных 
экспертов усреднялись. Доверительный интервал 
для оценок экспертов составил 0,54 балла.  

 
5. ВЫДЕЛЕНИЕ СИГНАЛА НЕЛИНЕЙНЫХ 
ИСКАЖЕНИЙ 

Тестовые многотональные сигналы, получен-
ные программным путем или прошедшие звуко-
вой тракт испытуемого устройства, помимо по-
лезного сигнала содержат в себе также сигнал ча-
стотных, нелинейных и динамических искажений. 
Обычно энергия сигнала частотных искажений на 
порядок превосходит энергию сигнала нелиней-
ных искажений.  

Как было отмечено ранее, для оценки слуховой 
заметности нелинейных искажений и их влияния 
на субъективное предпочтение необходимо обес-
печить точное выделение сигнала нелинейных 
искажений. Обычно эта задача решается с помо-
щью свертки тестового сигнала с инвертирован-
ной импульсной характеристикой оцениваемого 
звукового тракта, последующей нормализацией и 
вычислением разницы спектров полученного сиг-
нала и референсного сигнала. Однако в случае 
присутствия в испытуемом устройстве значитель-
ных динамических искажений указанный способ 
не позволяет достичь необходимой точности при 
выделении сигнала нелинейных искажений, так 
как импульсная характеристика тракта изменяет-
ся в момент срабатывания ограничителя.     

Приведем краткое описание процедуры выде-
ления сигнала нелинейных искажений из па-
ры  референсного и тестового многотональных 
сигналов. Предварительно оба сигнала синхрони-
зируются с точностью до < 5 отсчетов, затем раз-
биваются на выборки, после чего взвешиваются 
оконной функцией и с помощью БПФ переводятся 
в частотную область. Следует отметить, что алго-
ритмы выделения сигнала нелинейных искажений 
имеют отличия в зависимости от версии многото-
нального сигнала. Далее спектр выборки тестово-
го многотонального сигнала разделяется на два 
набора компонент – первый включает только те 
компоненты, которые содержатся в спектре соот-
ветствующей выборки референсного многото-
нального сигнала. Эти компоненты образуют 
очищенный тестовый многотональный сигнал. 
Второй набор содержит новые компоненты, отсут-
ствующие в спектре исходного многотонального 
сигнала – они представляют собой сигнал нели-
нейных искажений (рисунок 5). 

 
Рис. 5. Спектр выборки тестового сигнала с разделением 
его на полезный сигнал и сигнал нелинейных искажений 

6. ОЦЕНКА СЛУХОВОЙ ЗАМЕТНОСТИ СИГНАЛА 
НЕЛИНЕЙНЫХ ИСКАЖЕНИЙ 

Для оценки влияния сигнала нелинейных иска-
жений на субъективную оценку качества необхо-
димо учитывать эффект маскировки полезным 
сигналом и разную чувствительность слуховой 
системы человека в различных диапазонах частот 
[9], [10].  

Для учета эффекта маскировки сигнала нели-
нейных искажений полезным сигналом использо-
вались разные психоакустические модели. Для 
стационарного и квазистационарного сигналов 
использовалась упрощенная психоакустическая 
модель стандарта MPEG-1 ISO/IEC 11172-3.  

Анализируемый тестовый многотональный 
сигнал разбивается на выборки, длительность ко-
торых зависит от типа используемого многото-
нального сигнала и для каждой выборки сигнала 
вычисляется энергетический линейчатый спектр 
X(k). Для уменьшения краевых эффектов при вы-
полнении БПФ используется окно Ханна h(n). Для 
полученного энергетического спектра выполняет-
ся процедура нормирования, здесь максимальной 
спектральной компоненте присваивается уровень 
96 дБ, а все значения остальных спектральных 
компонент подвергаются процедуре коррекции 
относительно этой величины. Для каждой тональ-
ной и шумоподобной компонент (информация о 
типе компоненты берется из паспорта сигнала) 
выполняется расчет коэффициентов маскировки и 
индивидуальных кривых маскировки M[z(i), z(j)], и 
затем для них вычисляются пороги маскировки 
NТК[z(i)] и NШК[z(i)]. В завершении, рассчитанные 
пороги суммируются вместе с абсолютным поро-
гом слышимости для получения глобального по-
рога маскировки NПМ(i) в каждой субполосе психо-
акустического анализа [11], [12], [13].  

Следует отметить, что аппроксимации, приведен-
ные в разных источниках, могут недостаточно соот-
ветствовать реальным порогам маскировки для 
конкретного слушателя. Поэтому коэффициенты и 
форма порогов редактировалась в процессе прове-
дения тестов прослушивания таким образом, чтобы 
продукты нелинейных искажений, регистрируемые 
слушателями с вероятностью выше 75 %, гаранти-
рованно превышали порог маскировки. 
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При использовании в качестве испытательных 
сигналов прореженных музыкальных сигналов 
было принято решение использовать стандарты 
MPEG-2 ISO/IEC 13818-7 и MPEG-2 ISO/IEC 14496-3, 
поскольку они обеспечивают более точное вычис-
ление порога маскировки. 

Анализируемый сигнал разбивается на выборки 
длиной 1024 отсчета, с помощью БПФ вычисляет-
ся комплексный спектр исходной выборки и, как и 
в первом случае, для взвешивания отсчетов, ис-
пользуется окно Ханна h(n). Далее осуществляется 
предсказание текущих значений амплитудных и 
фазовых значений спектральных компонент на 
основе информации, полученной из двух предыду-
щих выборок и вычисляется так называемая мера 
непредсказуемости Cw (от англ. unpredictability) для 
каждой спектральной компоненты текущей вы-
борки. На основе этого критерия принимается ре-
шение о корреляции между спектральными ком-
понентами текущей и двух предыдущих выборок 
звукового сигнала. На следующем шаге вычисля-
ются энергия eb и взвешенное значение меры не-
предсказуемости cb текущей выборки в каждой 
полосе психоакустического анализа b. 

Затем рассчитывается так называемая развер-
тывающая функция M(i,j), представляющая собой 
индивидуальную кривую маскировки, учитываю-
щую избирательные свойства базилярной мем-
браны уха, и вычисляются ее свертка с функциями 
энергии сигнала и взвешенными значениями ме-
ры непредсказуемости с целью учета влияния со-
седних полос психоакустического анализа. В за-
вершении выполняется расчет индексов тональ-
ности αb. Более подробно используемые алгорит-
мы описаны в [14]. 

Далее, рассчитанный порог маскировки M срав-
нивался с распределением энергии Enoize, соответ-
ствующей выборки СНИ по частоте, и рассчитыва-
лось отношение «Шум-Маска» (NMR, от англ. Noise-
to-Mask-Ratio) в диапазоне частот по формуле: 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑅𝑅𝑧𝑧(𝑛𝑛) =
1

(𝑍𝑍2 − 𝑍𝑍1 + 1) �
𝐸𝐸𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛[𝑘𝑘,𝑛𝑛]
𝑁𝑁[𝑘𝑘,𝑛𝑛]

𝑍𝑍2

𝑘𝑘=𝑍𝑍1

, (1) 

где Z1 – начальная дискрета учитываемого диапа-
зона частот; Z2 – конечная дискрета учитываемого 
диапазона частот; n – номер выборки; z – номер 
диапазона частот. 

В существующих психоакустических моделях ве-
личина порога одновременной маскировки (NMR) 
рассчитывается для каждой отдельной выборки с 
последующим усреднением по всему сигналу [7], 
[15]. Однако, как показывают эксперименты, музы-
кальные сигналы с внесенными сигналами нели-
нейных искажений с одинаковым значением NMR 
при прослушивании могут иметь разную оценку 
качества с точки зрения предпочтения.  

В нашем случае предлагается вычислять вели-
чину, соответствующую слуховому восприятию 
нелинейных искажений, в зависимости от распре-
деления значений отношения энергии шумов к 
порогу маскировки по частоте: PNL (от англ. Per-
ceived Noise Level). Величина PNL рассчитывается, 
как взвешенная сумма величин NMR, рассчитан-
ных по формуле (1) в октавных полосах частот j: 

𝑃𝑃𝑁𝑁𝑃𝑃(𝑛𝑛) =
1
8
�𝑁𝑁𝑁𝑁𝑅𝑅𝑗𝑗(𝑛𝑛) ⋅ 𝐺𝐺(𝑗𝑗)
8

𝑗𝑗=1

, (2) 

где n – номер выборки; j – номер октавной полосы 
частот. Значения весовых коэффициентов G[j] в каж-
дой полосе частот j определяется на основе анализа 
данных субъективных экспертиз и результатов ана-
лиза распределения величин NMR по частоте мето-
дом множественной линейной регрессии.  

Влияние нелинейных искажений на субъектив-
ную оценку качества воспроизводимого испытуе-
мым устройством сигнала определяется средней 
величиной PNL, полученной для всего сигнала в 
целом: 

𝑃𝑃𝑁𝑁𝑃𝑃 =
1
𝑁𝑁
�𝑃𝑃𝑁𝑁𝑃𝑃(i),
𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

 (3) 

где N – количество выборок в сигнале, i – порядко-
вый номер выборки. 

Для удобства приведения вычисленной меры 
нелинейных искажений к субъективной оценке 
экспертов предлагается разделять шкалу значе-
ний PNL на уровни, соответствующие достоверно-
му разделению субъективных оценок предпочте-
ния звучания искаженных музыкальных сигналов 
при тестах прослушивания. Следует отметить, что 
влияние на слуховую заметность сигнала нели-
нейных искажений оказывает не только средний 
уровень PNL для звукового сигнала в целом, но и 
распределение этой величины как по частоте, так 
и во временной области (рисунок 6).  

 
Рис. 6. Пример распределения метрики PNL  

по длительности сигнала 

Влияние сигнала нелинейных искажений на 
субъективную оценку качества при воспроизведе-
нии определяется как относительным количе-
ством сильно искаженных выборок – RDF (от англ. 
Related Distorted Frames): 
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𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =
1
𝑁𝑁
��1,𝑃𝑃𝑁𝑁𝑃𝑃(𝑖𝑖) > 2,5𝑑𝑑𝑑𝑑

0,𝑃𝑃𝑁𝑁𝑃𝑃(𝑖𝑖) ≤ 2,5𝑑𝑑𝑑𝑑�
𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

, (4) 

так и количеством блоков искаженных выборок М 
и средней длительностью каждого такого блока – 
ALDB (от англ. Average Length of Distorted Blocks): 

𝐴𝐴𝑃𝑃𝑅𝑅𝑑𝑑 =
1
𝑁𝑁
�� 𝑃𝑃𝑅𝑅𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑀𝑀

𝑚𝑚=1

�, (5) 

где LDBm (от англ. Length of Distorted Block) – дли-
тельность m-го блока искаженных выборок. 

 
7. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Для определения зависимости взвешивающей 
функции G(j) от частоты были проведены две серии 
субъективно-статистических экспертиз, для кото-
рых был подготовлен набор сигналов с известным 
количеством нелинейных искажений, присутству-
ющих как в отдельных полосах частот, так и в не-
скольких частотных диапазонах одновременно.  

В первой серии прослушиваний экспертам 
предлагалось оценить с точки зрения предпочти-
тельности набор тестовых музыкальных сигналов, 
имеющих нелинейные искажения только в одной 
полосе частот. Всего было предложено для про-
слушивания 62 тестовых фонограммы; экспертам 
требовалось рассортировать их на 7 групп по сте-
пени предпочтительности. С помощью этой серии 
экспериментов удалось определить индивидуаль-
ные пороги одновременной маскировки для от-
дельных экспертов и зависимости субъективной 
оценки от величины NMR в полосе частот, содер-
жащей нелинейные искажения (рисунок 7). Вычис-
ление NMR проходило на основе использования 
прореженного музыкального сигнала и психоаку-
стической модели ААС (от англ. Advanced Audio 
Codec). 

 
Рис. 7. Кривые изменения предпочтительности звучания  

от величины отношения «Шум-Маска» при наличии  
нелинейных искажений только в одной полосе частот 

Из графиков следует, что скорость деградации 
оценки субъективного предпочтения зависит от 
диапазона частот, в котором присутствуют слы-
шимые нелинейные искажения. Также следует 
отметить, что в зависимости от диапазона частот 
некоторое количество слышимых искажений мо-

жет не приводить к снижению рейтинга предпо-
чтения фонограммы. 

Во второй серии прослушиваний экспертам 
предлагалось ранжировать с точки зрения пред-
почтительности набор тестовых фонограмм, име-
ющих слышимые нелинейные искажения одно-
временно в нескольких полосах частот. Для прове-
дения этой серии прослушиваний были сформи-
рованы два набора референсных музыкальных 
сигналов, каждый из которых содержал около 200 
образцов. Каждый образец представлял собой 
фрагмент музыкальной композиции, смикширо-
ванный с сигналами нелинейных искажений, со-
держащих различные комбинации уровня искаже-
ний в разных диапазонах частот. Результаты об-
работки второй серии тестов для каждого набора 
сведены в таблицы, подобные таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1. Обработка результатов экспертных  
прослушиваний 

Фонограмма Усредненные 
оценки 

Величина NMR в диапазоне 

Band 1 Band 2 ... Band8 

1 Y1 x1,1 x1,2  x1,8 

2 Y2 x2,1 x2,2  x2,8 

….      

К YК xК,1 xК,2  xК8 

Данная таблица представляет собой по сути де-
ла массив исходных данных для получения весо-
вых коэффициентов G(j), оценивающих влияние 
нелинейных искажений в том или ином диапазоне 
частот на субъективную оценку предпочтения вос-
производимого сигнала.  

Определение G(j) осуществляется с помощью 
метода множественной линейной регрессии: 

𝑦𝑦𝑛𝑛 = �𝐺𝐺𝑗𝑗 ⋅ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑗𝑗

8

𝑗𝑗=1

+ ε𝑛𝑛 = 𝑋𝑋𝑋𝑋 + ε, 𝑖𝑖 = 1, . . ,𝐾𝐾,    (6) 

где Y(y1,..., yi,..., yn) – вектор усредненных субъек-
тивных оценок предпочтения; X = (8xК) – матрица 
величин отношения «Шум-Маска» (строки матри-
цы – векторы значений величин NMR в частотных 
диапазонах для i-ой тестовой фонограммы); xij – 
значения NMR в j-ом диапазоне; К – число тесто-
вых фонограмм; ε – случайная составляющая; Gj – 
коэффициенты регрессии (искомые весовые ко-
эффициенты). 

Решение системы (6) осуществлялось с помо-
щью метода наименьших квадратов. 

В тестах использовались две музыкальные фо-
нограммы: первая – фрагмент жанра Pop-Music, 
вторая – фрагмент вокальной партии. Фрагменты 
имели сильное различие с точки зрения коэффи-
циента тональности.  

Коэффициент тональности [14] для фрагмента 
вычислялся на основе вычисления меры полого-
сти спектра в полосе частот: 
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𝑇𝑇𝑇𝑇𝑛𝑛𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑇𝑇𝑦𝑦 = min �
𝑆𝑆𝑅𝑅𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑

−60
, 1�, (7) 

где 𝑆𝑆𝑅𝑅𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 = 10 ⋅ log10(𝑆𝑆𝑅𝑅𝑁𝑁); SFM (от англ. Spectral 
Flatness Measure) – мера спектральной пологости, 
вычисляемая по формуле: 

𝑆𝑆𝑅𝑅𝑁𝑁(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑑𝑑𝑏𝑏𝑛𝑛𝑑𝑑) =
�∏ 𝑇𝑇(𝑘𝑘)𝑘𝑘∈𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 �

1
𝐾𝐾

1
𝐾𝐾
∑ 𝑇𝑇(𝑘𝑘)𝑘𝑘∈𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

, (8) 

где a(k) – амплитуды k-ой компоненты спектра.  
Для вычисления индекса тональности исполь-

зовались 4 октавных диапазона частот от 250 Гц 
до 4000 Гц. 

Для первой композиции усредненный коэффи-
циент тональности равен 0.047, для второй – 0.24 
соответственно. Результаты вычисления взвеши-
вающей функции G(j) приведены на рисунке 8. 

 
Рис. 8. Зависимости взвешивающей функции G от полосы 

частот и коэффициента тональности сигнала. 

Проведенные эксперименты показывают, что 
звуковые сигналы с вокальными частями с высо-
ким коэффициентом тональности очень чувстви-
тельны к искажениям в голосовом диапазоне ча-
стот, тогда как сигналы с низким уровнем тональ-
ности, напротив, более чувствительны к звуковым 
искажениям в высокочастотной области, что, воз-
можно, связано с увеличением меры резкости сиг-
нала. 

 
8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В работе представлена новая модель оценки слу-
ховой заметности нелинейных искажений и метод 
прогнозирования субъективной оценки предпо-
чтительности музыкальных сигналов, подвержен-

ных нелинейным искажениям. Модель описывает 
процедуры создания искусственных тестовых сиг-
налов, а метод – извлечение сигнала нелинейного 
искажения из тестового сигнала, пропущенного 
через звуковой тракт. При оценке слуховой замет-
ности нелинейных искажений он учитывает эф-
фект одновременной маскировки сигнала нели-
нейных искажений полезным сигналом, рассчиты-
вает значение отношения «Шум-Маска» для выбо-
рок сигнала, учитывает зависимость этого отноше-
ния от частоты с помощью весовой функции. 

Достоверность объективных оценок, получен-
ных с помощью предложенного метода, проверена 
статистическими методами. Коэффициент корре-
ляции Пирсона для серии прогнозируемых и полу-
ченных в результате тестов прослушивания оце-
нок составил 0,96 для музыкальных сигналов с 
жестким и мягким ограничением. При передаче 
музыкальных сигналов через реальные звуковые 
тракты с различным уровнем нелинейных иска-
жений коэффициент Пирсона снизился до 0,84 для 
метода, основанного на применении стационарно-
го и квазистационарного многотонального сигна-
ла, и до 0,9 – для метода, основанного на примене-
нии «прореженного» тестового музыкального сиг-
нала. Вероятной причиной уменьшения корреля-
ции объективных и субъективных оценок являет-
ся отсутствие учета временного распределения 
искаженных выборок в случае небольшого коли-
чества нелинейных искажений.  

Основными направлениями дальнейших иссле-
дований, результаты которых планируются к пуб-
ликации во второй части работы, являются: 

– определение весовых коэффициентов вклада 
нелинейных искажений в отдельных полосах ча-
стот с учетом длительности их непрерывного су-
ществования; 

– исследование зависимости весовой функции 
G(j) от распределения спектральной плотности 
мощности испытательного сигнала по частоте; 

– оценка влияния коротких и редких искажен-
ных участков сигнала на оценку качества. 

Экспериментальное изучение перечисленных 
выше факторов позволит разработать метод 
надежного прогнозирования субъективных оце-
нок предпочтения для звуковых трактов с различ-
ными видами нелинейностей. 

Благодарности 
Авторы выражают благодарность Ковалгину Юрию Алексеевичу – доктору технических наук, профессору, заслу-

женному деятелю науки России, профессору кафедры радиосвязи и вещания Санкт-Петербургского государственного 
университета телекоммуникаций им. проф. М.А. Бонч-Бруевича, за научное рецензирование работы. 
 
Список используемых источников 

1. Tan C.T., Moore B. C. J., Zacharov N. The Effect of Nonlinear Distortion on the Perceived Quality of Music and Speech Sig-
nals. J. Audio Eng. Soc. Vol. 51. PP. 1012–1031 (2003 Nov.). 

2. Tan C.T., Moore B.C. J., Zacharov N., Mattila V.V. Predicting the Perceived Quality of Nonlinearly Distorted Music and 
Speech Signals. J. Audio Eng. Soc. Vol. 52. PP. 699–711 (2004 July/Aug.). 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 
 

www.tuzs.sut.ru 84 
 

3. Czerwinski E., Voishvillo A., Alexandrov S. and Terekhov A., Multitone Testing of Sound System Components–Some Re-
sults and Conclusions. Part 1: History and Theory. J. Audio Eng. Soc. Vol 49. PP. 1011–1042 (2001 Nov.). 

4. Czerwinski E., Voishvillo A., Alexandrov S. and Terekhov A. Multitone Testing of Sound System Components–Some Re-
sults and Conclusions. Part 2: Modeling and Application. J. Audio Eng. Soc. Vol 49. PP. 1181–1192 (2001 Dec.). 

5. Risch J.M. A New Class of In-Band Multitone Test Signals. Presented at the 105th Convention of the Audio Engineering 
Society. J. Audio Eng. Soc. (Abstracts). Vol. 46. P. 1037 (1998 Nov.), preprint 4803. 

6. Zwicker E. Psychoakustik // Berlin – Heidelberg – New York: Springer Verlag. 1982. 
7. ITU-R Recommendation BS.1387-1, Method for Objective Measurements of Perceived Audio Quality. Rec. ITU-R, 

(1998-2001). 
8. Thiede T. PEAQ – The ITU Standard for Objective Measurement of Perceived Audio Quality // J. Audio Eng. Soc. Jan.–Feb. 

2000. Vol. 48. PP. 3–29. 
9. Fastl H. Temporal Masking Effects: II. Critical Band Noise Masker / Acustica. 1976. Vol. 36. PP. 317–331. 
10. Fastl H., Zwicker E. Psychoacoustics: Facts and Models // 3rd Edition. Springer–Verlag. 2007. 
11. Hellman R.P. Asymmetry of Masking between Noise and Tone // Perception & Psychophysics. 1972. Vol. 11 (3). 

PP. 241-246. 
12. Humes L.E. Models of the Additivity of Masking // Journal of the Acoustical Society of America. 1989. Vol. 85 (3). 

PP. 1285-1294. 
13. Moore B.C.J., Glasberg B.R., Baer T. A Model for the Prediction of Thresholds, Loudness, and Partial Loudness. J. Audio 

Eng. Soc. Vol. 45. PP. 224–240 (1997 Apr.). 
14. Ковалгин Ю.А., Вологдин Э.И. Цифровое кодирование звуковых сигналов: Учебное пособие. СПб.: КОРОНА-

принт, 2004. 240 с. 
15. Borras J., Hatrack P., Mandayam N. Decision Theoretic Framework for NLOS Identification // Vehicular Technology 

Conference. VTC 98. 48th IEEE, Ottawa, Ont. 1998. Vol. 2. PP. 1583–1587. 

 
*   *   * 

 
METHOD FOR QUANTITATIVE EVALUATION  
OF AUDITORY PERCEPTION OF NONLINEAR 

DISTORTION. PART I. TEST SIGNALS & MEASURE OF 
QUANTIFICATION 

 
M. Pakhomov1, V. Rozhnov1,2 

 
1St. Petersburg Branch of the corporation LG Electronics inc. 
St. Petersburg, 191123, Russian Federation 

2The Bonch-Bruevich State University of Telecommunications,  
St. Petersburg, 193232, Russian Federation 

 
Article info 
Article in Russian 
 
For citation: Pakhomov M., Rozhnov V. Method for Quantitative Evaluation of Auditory Perception of Nonlinear 
Distortion. Part I. Test Signals & Measure of Quantification // Proceedings of Telecommunication Universities. 
2018. Vol. 4. Iss. 1. PP. 75–84. 
 
Abstract: The procedure for extracting the signal of nonlinear distortions arising in the sound paths of various 
devices with the simultaneous presence of frequency and dynamic distortions in the reproduced signal is described. 
The criteria for estimating their auditory perception and weighting coefficients that take into account the frequency 
and time response of the signal of nonlinear distortions are proposed. Preliminary experimental data confirming the 
dependence of the auditory perception of nonlinear distortions as a function of the tone structure of the signal and 
the spectral distribution of the "noise-to-mask ratio" are obtained. 
 
Keywords: multitone signal, nonlinear distortions, simultaneous masking, noise-to-mask ratio, linear 
multiregression model. 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 
 

www.tuzs.sut.ru 85 
 

КОМПЛЕКСНАЯ ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ  
ДЛЯ ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ ИСТОЧНИКОВ 

РАДИОИЗЛУЧЕНИЯ В УСЛОВИЯХ  
ОТСУТСТВИЯ ПРЯМОЙ ВИДИМОСТИ  

 
Г.А. Фокин1* 

 
1Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. проф. М.А. Бонч-Бруевича, 
Санкт-Петербург, 193232, Российская Федерация 

*Адрес для переписки: grihafokin@gmail.com  

 
Информация о статье 
УДК 621.396.969.36 
Язык статьи – русский 
 
Ссылка для цитирования: Фокин Г.А. Комплексная имитационная модель для позиционирования 
источников радиоизлучения в условиях отсутствия прямой видимости // Труды учебных заведений 
связи. 2018. Т. 4. № 1. С. 85–101. 
 
Аннотация: Идентификация прямой видимости при обработке навигационных измерений актуальна при 
позиционировании в условиях города, а также в условиях неоднородного рельефа местности, например, 
гор и холмов, когда прямая видимость между источником радиоизлучения и приемными станциями от-
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I. Введение 

Проблема идентификации прямой видимости и 
компенсации ошибок отсутствия прямой видимо-
сти при обработке навигационных измерений ис-
следовалась на протяжении последних 20 лет [1-6] 
и является актуальной при позиционировании в 
условиях города, а также в условиях неоднородно-
го рельефа местности, например, гор и холмов, 
когда прямая видимость между источником ра-
диоизлучения и одной и/или несколькими прием-
ными станциями отсутствует, т. е. имеет место 
ситуация отсутствия прямой видимости (NLOS, от 
англ. Non-Line-of-Sight).  

В случае NLOS принятый после переотражений 
сигнал оказывается задержанным и приходит 
позже, чем если бы он был принят в условиях 
наличия прямой видимости (LOS, от англ. Line-of-
Sight) [7, 8].  

Обработка измерений при наличии одного 
и/или двух переотраженных сигналов приводит к 
существенным ошибкам позиционирования, по-
этому необходима предварительная идентифика-
ция источников отсутствия прямой видимости и 
компенсация ошибок NLOS путем исключения из 

обработки на центральной (опорной) станции ис-
точников измерений от вероятных переотражен-
ных сигналов; после исключения приемных стан-
ций – источников NLOS измерений – осуществля-
ется повторная обработка, например, по методу 
наименьших квадратов [9-13].   

Проанализируем состояния проблемы позицио-
нирования источников радиоизлучения (ИРИ) в 
условиях NLOS для приложений так называемой 
пассивной радиолокации, когда определение ме-
стоположения осуществляется приемными стан-
циями по собственному радиоизлучению переда-
ющего объекта локации. 

В настоящее время различают два подхода к 
проблеме идентификации источников NLOS в за-
дачах позиционирования в условиях отсутствия 
прямой видимости [1]:  

а) совместный подход, когда в процессе идентифи-
кации источников NLOS участвуют несколько терри-
ториально распределенных приемных станций;  

б) обособленный подход, когда в процессе 
идентификации источников NLOS участвует одна 
отдельно взятая приемная станция.  
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Обособленная идентификация источников NLOS 
измерений оперирует статистиками измеряемых 
параметров принимаемого сигнала отдельно взя-
той приемной станции и подразделяется на сле-
дующие категории:  

а) обработка распределений дальномерных из-
мерений принимаемых сигналов (в ситуации LOS 
статистики дальномерных измерений подчиняют-
ся нормальному распределению Гаусса с нулевым 
средним, а в ситуации NLOS – становятся положи-
тельно смещенными и отклоняются от гауссовско-
го распределения [1]);  

б) обработка первичных и вторичных парамет-
ров принимаемых сигналов, таких как профиль 
мощности, задержки, К-фактор Райса [7] и др.;  

в) обработка дальномерных измерений, полу-
ченных на основе сравнения мощности и време-
ни прихода сигнала, или обработка угломерных 
измерений [8]. 

Совместная идентификация источников NLOS 
измерений оперирует статистиками измеряемых 
параметров принимаемых сигналов всеми прием-
ными станциями, участвующими в сеансе позици-
онирования, и подразделяется на категории:  

а) идентификация источников NLOS измерений 
с использованием текущих измерений принимае-
мых сигналов и ситуационных картографических 
данных;  

б) идентификация источников NLOS измерений 
исключительно с использованием текущих изме-
рений принимаемых сигналов.  

Учитывая представленную выше классифика-
цию, рассмотрим далее проблему идентификации 
источников NLOS в задачах позиционирования 
ИРИ для случая совместного подхода на основе 
нескольких территориально распределенных при-
емных станций, оперирующих исключительно те-
кущими измерениями принимаемых сигналов. 
Задача в такой постановке заслужила внимание и 
получила решение в следующих исследованиях. 

В [2] проблема идентификации источников NLOS 
решается методом бинарной классификации гипо-
тез, суть которой сводится к оценке распределений 
дальномерных измерений по определенным крите-
риям.  

В [3] для разностно-дальномерного метода 
(РДМ) было показано, что ошибки измерения раз-
ности времен прихода сигнала при отсутствии 
прямой видимости могут достигать нескольких 
сотен метров и существенно превышают по вели-
чине ошибки при измерениях в условиях наличия 
прямой видимости, распределение которых под-
чиняется нормальному закону.  

В [4] для компенсации ошибок измерений при 
NLOS был предложен алгоритм взвешенных 
остатков (Rwgh, от англ. Residual weighting 
algorithm), принцип работы которого сводится к 
назначению весовых коэффициентов оценкам ко-

ординат, полученных из обработки дальномерных 
измерений от различных комбинаций приемных 
станций, участвующих в позиционировании.  

В [5] предложен и исследован алгоритм иден-
тификации источников ошибок NLOS: вычисляют-
ся дисперсии оценок координат, полученных из 
обработки остаточных разностно-дальномерных 
измерений после поочередного исключения из 
тестируемых комбинаций приемных станций – 
вероятных источников ошибок NLOS.  

Недостатком представленных выше исследова-
ний [2-5] является упрощенный учет сбора раз-
ностно-дальномерных измерений, когда ошибки 
LOS моделируются распределением Гаусса с нуле-
вым средним, а ошибки NLOS моделируются по-
ложительно смещенным, отличным от гауссовско-
го распределением с ненулевым средним.  

Более реалистичным представляется подход, 
учитывающий территориальное распределение 
ИРИ и приемных станций, а также передачу, при-
ем, обработку и вычисление взаимных корреляци-
онных функций (ВКФ) принятых сигналов для из-
влечения разностей времен прихода сигналов по 
максимумам ВКФ. Данный подход был реализован 
в комплексной имитационной модели (ИМ) [6], 
которая включает территориальное распределе-
ние приемных станций, ИРИ и препятствий, а так-
же передачу, прием, обработку и вычисление ВКФ 
принятых сигналов.  

Также в [6] был усовершенствован алгоритм 
совместной идентификации источников NLOS из-
мерений, предложенный в [5]. Суть усовершен-
ствования сводится к вычислению дисперсий оце-
нок координат, полученных при обработке раз-
ностно-дальномерных измерений перебором 
опорных станций, относительно которых вычис-
ляется разность расстояний. Однако данное усо-
вершенствование не было реализовано средства-
ми ИМ. 

Недостатком комплексной ИМ в [6] является от-
сутствие учета потерь при распространении ра-
диоволн (РРВ) между ИРИ и приемными станция-
ми. Подобный учет был реализован в [9-12] при 
исследовании разностно-дальномерного метода 
позиционирования, однако полученные результа-
ты применимы исключительно к специфическим 
радиосигналам PRS (от англ. Positioning Reference 
Signals), используемым в сетях LTE.  

Целью настоящего исследования является 
оценка точности позиционирования источников 
радиоизлучения при совместной обработке раз-
ностно-дальномерных измерений территориаль-
но-распределенными приемными станциями в 
условиях NLOS средствами комплексного имита-
ционного моделирования.  

Для достижения поставленной цели в настоя-
щем исследовании решаются следующие задачи:  
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1) доработка комплексной ИМ [6] для учета по-
терь РРВ;  

2) программная реализация метода идентифи-
кации источников NLOS за счет вычисления дис-
персий оценок координат, полученных:  
– из обработки остаточных разностно-дальномер-
ных измерений после поочередного исключения 
из тестируемых комбинаций приемных станций 
(вероятных источников ошибок NLOS [5]); 
– перебором опорных станций, относительно ко-
торых вычисляется разность расстояний [6];  

3) определение пороговых значений дисперсий 
оценок координат для достоверной идентифика-
ции источников NLOS.  

Представленная далее усовершенствованная 
комплексная ИМ для позиционирования ИРИ раз-
ностно-дальномерным методом в условиях NLOS 
включает следующие моделирующие подсистемы:  

а) территориальное распределение приемных 
станций, ИРИ и препятствий;  

б) передача, затухание/запаздывание с учетом 
переотражений от препятствий и прием сигналов;  

в) вычисление ВКФ принятых сигналов;  
г) алгоритм идентификации приемных станций 

(источников отсутствия прямой видимости и ком-
пенсации ошибок NLOS). 

Далее материал настоящего исследования пред-
ставлен в следующем порядке. В разделе II пред-
ставлена математическая модель сбора разностно-
дальномерных измерений. В разделе III проиллю-
стрировано влияние отсутствия прямой видимо-
сти на точность позиционирования разностно-
дальномерным методом. В разделе IV представле-
ны методики обнаружения источников отсутствия 
прямой видимости по совокупности разностно-
дальномерных измерений. В разделе V формали-
зован алгоритм идентификации источников NLOS. 
В разделе VI описана комплексная имитационная 
модель, учитывающая потери РРВ [14], а также 
методика формирования и обработки промежу-
точных оценок и их дисперсий. В разделе VII под-
ведены итоги проведенного исследования. 

 
II. Математическая модель сбора 
разностно-дальномерных измерений 

Позиционирование осуществляется в результа-
те обработки на центральной станции разности 
времен прихода сигналов, принятых от ИРИ син-
хронизированными территориально распреде-
ленными N приемными станциями. Сигнал, при-
нятый i-ой приемной станцией, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑁𝑁 можно 
представить выражением: 

𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑡𝑡) = α𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑡𝑡),    𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑁𝑁 (1) 

где принятый полезный сигнал α𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑖𝑖) являет-
ся задержанной на 𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑐𝑐⁄  копией переданного 
ИРИ сигнала 𝑠𝑠(𝑡𝑡), ослабленного в α𝑖𝑖  раз при рас-
пространении на расстояние 𝑑𝑑𝑖𝑖  между ИРИ и i-ой 

приемной станцией; 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑡𝑡) – шум i-ой приемной 
станции (выборки шума приемных станций прини-
маются некоррелированными, гауссовскими с ну-
левым средним); 𝑐𝑐 = 3 ⋅ 108  м с⁄  – скорость света.  

Разности времен прихода сигналов обычно рас-
считывают относительно одной приемной стан-
ции, называемой опорной (центральной). Исход-
ными данными РДМ для обработки на опорной 
станции являются известные координаты прием-
ных станций Rx и измеренные разности времен 
прихода сигналов ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑁𝑁, по ко-
торым вычисляются разности дальностей ∆𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖: 

∆𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐 ⋅ ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 𝑑𝑑𝑖𝑖 , (2) 

где 𝑑𝑑𝑖𝑖  – расстояние между ИРИ и i-ой приемной 
станцией Rxi; 𝑑𝑑𝑖𝑖  – расстояние между ИРИ и j-ой 
приемной станцией Rxj.  

Пусть 𝒙𝒙𝑖𝑖 = [𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖]𝑇𝑇 – вектор координат прием-
ной станции Rxi, 𝒙𝒙𝑖𝑖 = �𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑇𝑇 – вектор координат 
приемной станции Rxj; 𝒙𝒙 = [𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑇𝑇– вектор неиз-
вестных координаты ИРИ; ‖ ⋅ ‖2 – евклидова нор-
ма, тогда 𝑑𝑑𝑖𝑖  и 𝑑𝑑𝑖𝑖  определяются выражениями: 

𝑑𝑑𝑖𝑖 = ‖𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙‖2 = �(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2, 

𝑑𝑑𝑖𝑖 = �𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙�
2

= �(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2. 
   (3) 

Разность дальностей ∆𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 𝑑𝑑𝑖𝑖  образует ги-
перболу – геометрическое место точек евклидовой 
плоскости, для которых абсолютное значение раз-
ности расстояний от ИРИ до двух выделенных то-
чек Rxi и Rxj постоянно.  

Из N·(N–1)/2 возможных измерений ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  стати-
стически независимыми оказываются лишь (N–1) 
разностей времен прихода [1]; линии постоянной 
разности ∆𝑑𝑑1𝑖𝑖  рассчитывают относительно одной 
приемной станции, называемой опорной (цен-
тральной), например Rx1:  

∆𝑑𝑑1𝑖𝑖 = 𝑑𝑑1 − 𝑑𝑑𝑖𝑖 , (4) 
где  𝑖𝑖 = 2, … ,𝑁𝑁.   

При позиционировании ИРИ на плоскости необ-
ходимо найти пересечение, как минимум, двух ги-
пербол, для чего требуется три приемные станции 
(L = 3); для позиционирования ИРИ в пространстве 
необходимо найти пересечение как минимум трех 
гипербол, для чего требуется четыре приемные 
станции (L = 4). 

Далее проиллюстрируем влияние отсутствия 
прямой видимости на точность позиционирова-
ния разностно-дальномерным методом. 

 
III. Влияние NLOS на точность  
позиционирования РДМ 

Рассмотрим качественный пример влияния эф-
фекта отсутствия прямой видимости на одной из 
приемных станций на точность позиционирова-
ния разностно-дальномерным методом. При нали-
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чии прямой видимости каждое измерение разно-
сти дальностей Δdij определяет гиперболу, а пере-
сечение гипербол определяет вероятное местопо-
ложение ИРИ. На рисунке 1 представлена ситуа-
ция, когда в сеансе позиционирования участвуют 
четыре приемные станции: три приемные станции 
Rx1, Rx2, Rx4 имеют измерения LOS; одна приемная 
станция Rx3 закрыта препятствием от ИРИ и имеет 
измерения NLOS, полученные в результате пе-
реотражения (что приводит к увеличению даль-
номерного измерения с d3 до d3 = d31+d32). 

Рис. 1. Влияние эффекта NLOS на ошибку позиционирова-
ния разностно-дальномерным методом 

Линии постоянной разности на рисунке 1 рас-
считываются относительно одной опорной при-
емной станции Rx1. Если бы измерения на всех 
приемных станциях были получены по лучам пря-
мой видимости, гиперболы d12, d13 и d14 пересека-
лись бы примерно в одной точке – истинном ме-
стоположении ИРИ, а зона ошибок LOS была бы 
небольшой. В результате отсутствия прямой ви-
димости у приемной станции Rx3 получаем следу-
ющую картину: гиперболы d12 и d14, полученные в 
результате LOS измерений, пересекаются в одной 
точке, а гипербола NLOS измерений d13 смещается 
вверх и приводит к формированию, так называе-
мой, зоны ошибок NLOS.  

Рассмотрим количественный пример влияния 
эффекта NLOS измерений на одной из приемных 
станций на точность позиционирования. На ри-
сунке 2 представлен пример территориального 
распределения ИРИ, четырех приемных станций и 
пересечения гипербол при отсутствии прямой ви-
димости у третей приемной станции Rx3 (рису-
нок 2а) а также автокорреляционная функция 
(АКФ) используемого сигнала (подробнее в разде-
ле VI) и соответствующие взаимные корреляци-
онные функции и разности времен прихода сигна-
лов (рисунки 2б, 2в). Показано пересечение двух 
гипербол, образованных разностью расстояний 
прямой видимости Δd12 и Δd14 для LOS станций Rx2 
и Rx4, которые корректно определяют искомое 

местоположение ИРИ. Гипербола, образованная 
разностью расстояний Δd13, наглядно показывает 
влияние ошибки отсутствия прямой видимости у 
приемной станции Rx3: образуется участок не-
определенности (зона ошибок NLOS) для позицио-
нирования ИРИ, сформированный пересечением 
гипербол LOS и гиперболы NLOS. Влияние NLOS у 
Rx3 иллюстрируется также на графике ВКФ: кор-
реляционный пик C13(t) отраженного сигнала r3(t) 
оказывается меньше бокового лепестка корреля-
ционной функции C12(t) сигнала r2(t), пришедшего 
по лучу прямой видимости, что является след-
ствием потерь РРВ сигнала r3(t) при увеличении 
пройденного пути в результате отражения от пре-
пятствия Rx3refl.  

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 2. Территориальное распределения ИРИ, 4-х приемных 
станций, препятствия, пересечения гипербол при NLOS 

у 3-й приемной станции и оценок координат относительно 
4-й опорных станций (а), ВКФ принятых сигналов (б, в) 

Также на рисунке 2 показаны оценки местопо-
ложений, вычисленные относительно различных 
опорных станций. Оценка 1 получена для случая, 
когда опорной станцией является Rx1; при этом в 
позиционировании участвуют РДМ измерения 
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Δd12, Δd13, Δd14 (гиперболы показаны на рисунке 2). 
Оценка 2 получена для случая, когда опорной 
станцией является Rx2 (в позиционировании 
участвуют РДМ измерения Δd23, Δd24, Δd21). Оценка 
3 получена для случая, когда опорной станцией 
является Rx3 (в позиционировании участвуют РДМ 
измерения Δd34, Δd32, Δd31). Оценка 4 получена для 
случая, когда опорной станцией является Rx4 (в 
позиционировании участвуют РДМ измерения 
Δd41, Δd42, Δd43). Анализ полученных оценок пока-
зывает их разброс, а также значительное отклоне-
ние от истинного местоположения ИРИ. Наиболь-
шее отклонение наблюдается у оценки, получен-
ной для РДМ измерений относительно опорной 
станции Rx3, являющейся источником NLOS.     

Для идентификации источников NLOS ранее 
была предложена метрика остаточной разности [3, 
4] между оценкой разности расстояний ∆�̂�𝑑𝑖𝑖1 и те-
кущими измерениями разности расстояний 𝑐𝑐 ⋅ ∆𝑡𝑡𝑖𝑖1: 

𝑒𝑒𝑖𝑖 = ∆�̂�𝑑𝑖𝑖1 − 𝑐𝑐 ⋅ ∆𝑡𝑡𝑖𝑖1, 𝑖𝑖 = 1, . . . ,𝑁𝑁, (5) 

где оценка разности расстояний �̂�𝑑𝑖𝑖1 определяется 
выражением: 

∆�̂�𝑑𝑖𝑖1 = �̂�𝑑𝑖𝑖 − �̂�𝑑1 = �(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥�)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦�)2 − 

−�(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥�)2 + (𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦�)2, 
(6) 

где 𝒙𝒙� = [𝑥𝑥�,𝑦𝑦�]𝑇𝑇– оценка вектора неизвестных коор-
динаты ИРИ.  

При отсутствии прямой видимости на приемной 
станции Rxi метрика остаточной разности 𝑒𝑒𝑖𝑖  будет 
значительной и, следовательно, позволит иденти-
фицировать источник NLOS. Для достоверной 
идентификации NLOS необходимо накопить не-
сколько оценок 𝑒𝑒𝑖𝑖  на протяжении некоторого ин-
тервала времени и затем выполнить их ранжиро-
вание (в этом недостаток данного приема для его 
использования в режиме реального времени).  

Далее приведем методики обнаружения факта 
отсутствия прямой видимости по измерениям для 
различных конфигураций приемных станций.   

 
IV. Методики обнаружения источников  
отсутствия прямой видимости  

Пусть N – общее число приемных станций, участ-
вующих в процессе позиционирования, K – число 
приемных станций – источников NLOS измерений, 
тогда минимально необходимое число приемных 
станций – источников LOS измерений L определя-
ется выражением: 

𝑁𝑁 − 𝐾𝐾 ≥ 𝐿𝐿. (7) 

При позиционировании на плоскости L = 3. В ря-
де исследований [4, 5] источники NLOS также, как и 
LOS измерений, участвуют в процессе позициони-
рования. В настоящем исследовании будем далее 
считать, что приемные станции с отсутствием пря-
мой видимости идентифицируются и затем исклю-
чаются из процесса позиционирования, а число 

оставшихся LOS источников превышает минималь-
но необходимое в (7) на один для надежной иден-
тификации NLOS измерений за один сеанс измере-
ний в режиме реального времени, т. е. L ≥ 4. 

Рассмотрим пример, когда общее число прием-
ных станций N = 5. Принимая во внимание тот 
факт, что минимально необходимое число прием-
ных станций для определения местоположения на 
плоскости L = 3, можно сформировать 3 группы 
комбинаций приемных станций для позициониро-
вания: а) 5 из 5 (S5/5); б) 4 из 5 (S4/5); в) 3 из 5 (S3/5). 
Число комбинаций в каждой группе определяется 
биномиальным коэффициентом из n по k, или чис-
лом сочетаний из n по k: 

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 = �𝑛𝑛𝑘𝑘� =
n!

k! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
. (8) 

В комбинаторике сочетанием из n по k называ-
ется набор k элементов, выбранных из данного 
множества, содержащего n различных элементов. 
Наборы, отличающиеся только порядком следова-
ния элементов (но не составом), считаются одина-
ковыми, этим сочетания отличаются от размеще-
ний. Так, например, наборы (3-элементные соче-
тания, подмножества, k = 3) {2, 1, 3} и {3, 2, 1} 5-
элементного множества {1, 2, 3, 4, 5} (n = 5) явля-
ются одинаковыми (в то время как размещения 
были бы разными) и состоят из одних и тех же 
элементов {1, 2, 3}. Из N·(N–1)/2 (размещений) 
возможных измерений Δtij статистически незави-
симыми оказываются лишь (N–1) (сочетаний) 
разностей времен прихода. 

Возвращаясь к примеру с N = 5 и L = 3, оценим 
согласно (8) число сочетаний (комбинаций) в каж-
дой группе:  

а) в первой группе 5/5 возможна 𝐶𝐶55 = 1 одна 
комбинация приемных станций: S5/5 = {Rx12345};  

б) во второй группе 4/5 возможны 𝐶𝐶54 = 5 пять 
комбинаций приемных станций: S4/5 = {Rx1234, Rx1235, 
Rx1245, Rx1345, Rx2345};   

в) в третьей группе 3/5 возможны 𝐶𝐶53 = 10 де-
сять комбинаций приемных станций: S3/5 = {Rx123, 
Rx124, Rx125, Rx134, Rx135, Rx145, Rx234, Rx235, Rx245, Rx345 }. 

Общее число комбинаций определяется форму-
лой: 

𝑀𝑀 = ��𝑁𝑁𝐿𝐿 � ,
𝑁𝑁

𝐿𝐿=3

 (9) 

и для рассматриваемого примера с N = 5 и L = 3 в 
трех группах равно 16. 

Для формализации алгоритма и методик иден-
тификации источников NLOS введем понятие 
набора и комбинации приемных станций, участ-
вующих в сеансе позиционирования. Пусть n – ин-
декс набора: 𝑛𝑛 = 1, . . . ,𝑁𝑁, где N – общее число при-
емных станций; индекс набора n определяется ин-
дексом опорной приемной станции Rxi, относи-
тельно которой накапливаются РДМ измерения.  
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Определим общее число приемных станций в 
комбинации как 𝐿𝐿 = 3, . . . ,𝑁𝑁, тогда число прием-
ных станций в комбинации помимо опорной опре-
деляется как 𝐿𝐿 − 1 = 2, . . . ,𝑁𝑁 − 1. Пусть c – индекс 
комбинации приемных станций; 𝑐𝑐 = 1, . . . ,𝐶𝐶, где C – 
общее число комбинаций в наборе n. Обозначим 
через 𝑆𝑆𝑛𝑛с комбинацию c из L приемных станций Rxi 
в наборе n. Общее число комбинаций C приемных 
станций в наборе n относительно одной опорной 
станции определяется выражением: 

𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝑁𝑁−1𝐿𝐿−1 = �𝑁𝑁 − 1
𝐿𝐿 − 1 �. (10) 

Метрика остаточной разности для n-го набора 
из комбинаций 𝑆𝑆𝑛𝑛с, 𝑐𝑐 = 1, . . . ,𝐶𝐶 приемных станций 
Rxi была предложена в [4, 5]: 

𝑅𝑅𝑛𝑛 = � ��̂�𝑑𝑖𝑖1 − 𝑐𝑐 ⋅ ∆𝑡𝑡𝑖𝑖1�
2

Rx𝑖𝑖∈𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛

 (11) 

и является обобщением (5) для совокупности мет-
рик остаточной разности по всем C комбинациям в 
n-ом наборе.  

Для каждой отдельной комбинации приемных 
станций 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛  можно получить отдельную оценку 
местоположения ИРИ 𝒙𝒙�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑥𝑥�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑦𝑦�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛�; будем далее 
называть такие оценки промежуточными оценками 
по комбинациям. Усредняя промежуточные оценки 
по комбинациям в наборе, получаем промежуточ-
ную оценку по набору 𝒙𝒙�𝑛𝑛 = [𝑥𝑥�𝑛𝑛 , y�𝑛𝑛]𝑇𝑇: 

𝒙𝒙�𝑛𝑛 = 1
𝐶𝐶
∑ 𝒙𝒙�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐶𝐶
𝑛𝑛=1 . (12) 

Усредняя промежуточные оценки по наборам, 
получаем окончательную оценку местоположения 
ИРИ 𝒙𝒙� = [𝑥𝑥�, y�]𝑇𝑇: 

𝒙𝒙� =
1
𝑁𝑁
�𝒙𝒙�𝑛𝑛

𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

. (13) 

Среднеквадратичная ошибка (СКО) позициони-
рования определяется выражением: 

СКО = �‖𝒙𝒙� − 𝒙𝒙‖2 (14) 

Для обнаружения и идентификации источников 
NLOS измерений в настоящем исследовании, как и 
в [6], вместо (11) используются метрики диспер-
сий промежуточных оценок по комбинациям в 
наборе и по всем наборам. Дисперсия промежу-
точных оценок по комбинациям в наборе опреде-
ляется относительно средней оценки по комбина-
циям в наборе 𝒙𝒙�𝑛𝑛 выражением: 

σ𝑛𝑛 = 𝐷𝐷�𝐱𝐱�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛� = 1
𝐶𝐶
∑ �𝐱𝐱�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝐱𝐱�𝑛𝑛�

2𝐶𝐶
𝑛𝑛=1 . (15) 

Дисперсия промежуточных оценок по всем 
наборам определяется относительно средней 
оценки по всем наборам 𝒙𝒙� выражением: 

σ = 𝐷𝐷[𝒙𝒙�𝑛𝑛] =
1
𝑁𝑁
�(𝒙𝒙�𝑛𝑛 − 𝒙𝒙�)2
𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

. (16) 

Проведенный в [6] анализ показал, что время, 
затрачиваемое нелинейным алгоритмом метода 
наименьших квадратов на оценку координат для 
одной комбинации из 5 приемных станций сопо-
ставимо со временем на оценку координат для де-
сяти комбинаций из 3 приемных станций. В пер-
вом случае мы получаем одну оценку координат, а 
во втором – 10 оценок. Принимая во внимание 
необходимость идентификации источников NLOS 
при сопоставимых вычислительных затратах, в 
реальном масштабе времени предпочтительным 
оказывается вариант перебора большего числа 
комбинаций из меньшего числа приемных стан-
ций в наборе, так как это позволяет оценить сово-
купные метрики остаточной разности для боль-
шего числа комбинаций (наборов) приемных 
станций. Так как минимально необходимое число 
приемных станций в наборе (L = 3 для позициони-
рования на плоскости) позволяет, согласно (10), 
максимизировать число возможных комбинаций в 
наборе относительно одной опорной станции из 
числа оставшихся 𝑁𝑁 − 1 приемных станций, будем 
далее рассматривать комбинации из трех прием-
ных станций.  

Детализируем приведенный на рисунке 2 при-
мер промежуточными оценками по комбинациям 
и наборам с помощью рисунка 3 с учетом приня-
тых обозначений. Число наборов определяется 
числом приемных станций N = 4; индекс набора 
определяется индексом опорной приемной стан-
ции. Число приемных станций в комбинации (вме-
сте с опорной станций) L = 3. Общее число комби-
наций из трех станций в наборе из четырех стан-
ций относительно опорной С = 𝐶𝐶𝑁𝑁−1𝐿𝐿−1 = С32 = 3.  

Оценка 𝒙𝒙�1 получена относительно Rx1 усредне-
нием промежуточных оценок по набору n = 1 для 
трех комбинаций из трех станций S1 = {Rx123, Rx124, 
Rx134}; оценка 𝒙𝒙�2 получена относительно Rx2 
усреднением промежуточных оценок по набору 
n = 2 для трех комбинаций из трех станций 
S2={Rx234, Rx231, Rx241}; оценка 𝒙𝒙�3 получена относи-
тельно Rx3 усреднением промежуточных оценок 
по набору n = 3 для трех комбинаций из трех стан-
ций S3={Rx341, Rx342, Rx312}; оценка 𝒙𝒙�4 получена от-
носительно Rx4 усреднением промежуточных оце-
нок по набору n = 4 для трех комбинаций из трех 
станций S4={Rx412, Rx413, Rx423}.  

Из анализа промежуточных оценок по комбина-
циям на рисунке 3 можно сделать следующий вы-
вод. В каждом наборе оценок, за исключением 
набора n = 3 с опорной станцией Rx3, – источником 
NLOS измерений, присутствует промежуточная 
оценка, соответствующая истинному положению 
ИРИ. Эта промежуточная оценка получена на осно-
ве комбинации приемных станций без станции Rx3:  

а) в наборе n = 1 истинному положению соот-
ветствует оценка, полученная на основе комбина-
ции S12 = {Rx124};  
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б) в наборе n = 2 истинному положению соот-
ветствует оценка, полученная на основе комбина-
ции S23 = {Rx241};  

в) в наборе n = 4 истинному положению соот-
ветствует оценка, полученная на основе комбина-
ции S1 = {Rx412}.  

В связи с тем, что комбинации, отличающиеся 
только порядком следования элементов (но не 
составом), считаются одинаковыми, эти комбина-
ции приводят к одинаковым оценкам местополо-
жения 𝒙𝒙�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑥𝑥�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑦𝑦�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛�. 

Подобный подход с получением промежуточ-
ных оценок для каждой опорной станции путем 
усреднения промежуточных оценок по комбина-
циям в наборе визуально подтверждает возмож-
ность обнаружения источника NLOS измерений: на 
рисунке 2 видно, что промежуточная оценка 3, по-
лученная относительно опорной станции Rx3, име-
ет наибольшее отклонение от истинного местопо-
ложения ИРИ, так как ошибочное дальномерное 
измерение d3 входит в каждую комбинацию раз-
ностно-дальномерных измерений в наборе S3 = 
= {Rx341, Rx342, Rx312}.  

 

 
а)           б) 

 

в)           г) 

Рис. 3. Пример территориального распределения ИРИ, 4 приемных станций, препятствия, пересечения гипербол при  
отсутствии прямой видимости у 3-й приемной станции и промежуточных оценок координат по комбинациям и по наборам 
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Однако дисперсии промежуточных оценок по 
комбинациям в наборе относительно каждой 
опорной станции, с точки зрения идентификации 
источника NLOS, не так очевидны: на рисунке 3 
видно, что дисперсия σ3 промежуточных оценок 
по комбинациям в наборе n = 3, полученных отно-
сительно приемной станции Rx3 – источника NLOS 
измерений, ниже дисперсий σ2 и σ4 промежуточ-
ных оценок в наборах n = 2 и n = 4 соответственно, 
полученных относительно приемных станций Rx2 
и Rx4 – источников LOS измерений. Это можно 
объяснить тем, что все промежуточные оценки по 
комбинациям в наборе n = 3 оказываются положи-
тельно смещенными, и дисперсия подобных оце-
нок может оказаться ниже дисперсий оценок в 
наборах относительно приемных станций – источ-
ников LOS, где одна из оценок соответствует ис-
тинному положению ИРИ и, следовательно, может 
привести к повышению дисперсии в наборе.  

Представленные выше оценки дисперсии для 
четырех наборов показывают, что отсутствие 
прямой видимости у одной из приемных станций 
приводит к существенному разбросу (до 104 м) 
промежуточных оценок как по наборам (рисунок 
2), так и по комбинациям (рисунок 3) и, следова-
тельно, позволяют с высокой вероятностью обна-
ружить присутствие источника NLOS измерений.  

 
V. Алгоритм идентификации источников NLOS 

Для надежной идентификации одного источни-
ка отсутствия прямой видимости за один сеанс 
измерений в режиме реального времени число 
оставшихся LOS источников должно превышать 
минимально необходимое, т. е. L ≥ 4; при иденти-
фикации источников NLOS используется подход 
последовательного исключения каждой из опор-
ных станций из набора обрабатываемых измере-
ний.  

Рассмотрим пример на рисунке 4: в сеансе пози-
ционирования участвуют 5 приемных станций; 
гиперболы построены относительно станции Rx1; 
приемная станция Rx2 является источником NLOS 
измерений, поэтому гипербола Δd12 оказывается 
смещенной вверх относительно истинного место-
положения ИРИ.  

Для примера на рисунке 4 число наборов опре-
деляется числом приемных станций N = 5; индекс 
набора определяется индексом опорной Rxi. Число 
приемных станций в комбинации (вместе с опор-
ной станцией) L = 3. Общее число комбинаций из 
трех станций в наборе из пяти станций относи-
тельно одной опорной станции 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝑁𝑁−1𝐿𝐿−1 = С42 = 6. 
Промежуточные оценки по наборам 𝒙𝒙�𝑛𝑛 показаны 
на рисунке 4; промежуточные оценки по комбина-
циям 𝒙𝒙�𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛  для каждого набора – на рисунке 5.  

Промежуточная оценка 𝒙𝒙�1 получена относи-
тельно опорной станции Rx1 усреднением проме-

жуточных оценок по набору n = 1 для шести ком-
бинаций из трех приемных станций S1 = {Rx123, 
Rx124, Rx125, Rx134, Rx135, Rx145}. Промежуточная 
оценка 𝒙𝒙�2 получена относительно опорной стан-
ции Rx2 усреднением промежуточных оценок по 
набору n = 2 для шести комбинаций из трех при-
емных станций S2 = {Rx234, Rx235, Rx231, Rx245, Rx241, 
Rx251}. Промежуточная оценка 𝒙𝒙�3 получена относи-
тельно опорной станции Rx3 усреднением проме-
жуточных оценок по набору n = 3 для шести ком-
бинаций из трех приемных станций S3 = {Rx345, 
Rx341, Rx342, Rx351, Rx352, Rx312}. Промежуточная 
оценка 𝒙𝒙�4 получена относительно опорной стан-
ции Rx4 усреднением промежуточных оценок по 
набору n = 4 для шести комбинаций из трех при-
емных станций S4 = {Rx451, Rx452, Rx453, Rx412, Rx413, 
Rx423}. Промежуточная оценка 𝒙𝒙�5 получена относи-
тельно опорной станции Rx5 усреднением проме-
жуточных оценок по набору n = 5 для шести ком-
бинаций из трех приемных станций S5 = {Rx512, 
Rx513, Rx514, Rx523, Rx524, Rx534}.  

 
Рис. 4. Пример территориального распределения ИРИ,  

5 приемных станций, препятствия, пересечения гипербол 
при отсутствии прямой видимости у 2-й приемной станции 

и оценок координат относительно 5 опорных станций 

В соответствии с рисунком 4 оценка дисперсии 
по наборам составила σ = 2,9 ⋅ 105 м. Рассмотрим 
оценки дисперсий по комбинациям на рисунке 6 
(копия рисунка 5 с увеличениями). Оценка диспер-
сий комбинаций составила σ1 = 3,7 ⋅ 105 м  (по 
набору n = 1); при этом три оценки существенно 
смещены относительно истинного местоположе-
ния ИРИ, а три оценки для комбинаций {Rx134, 
Rx135, Rx145}, в которых исключено дальномерное 
измерение d2 от источника NLOS Rx2, приводят к 
корректным оценкам местоположения ИРИ. Ана-
логичные выводы можно сделать для остальных 
наборов за исключением набора n = 2 относитель-
но приемной станции Rx2 – источника NLOS изме-
рений: оценки по всем комбинациям S2 = {Rx234, 
Rx235, Rx231, Rx245, Rx241, Rx251} содержат ошибочное 
дальномерное измерение d2. 
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а)           б) 

 
в)           г) 

 
д)           е) 

Рис. 5. Пример территориального распределения ИРИ, 5 приемных станций, препятствия,  
и промежуточных оценок по комбинациям и по наборам для 5 опорных станций 
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а)           б) 

 
в)           г) 

д)           е) 

Рис. 6. Увеличенный пример территориального распределения ИРИ, 5 приемных станций, препятствия,  
и промежуточных оценок по комбинациям и наборам для 5 опорных станций 
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Очевидным подходом для компенсации оши-
бочных оценок, обусловленных наличием источ-
ника NLOS в наборе комбинаций, является иден-
тификация и исключение этого источника из 
набора измерений. Так, например, для набора n = 1 
следовало бы исключить комбинации {Rx123, Rx124, 
Rx125}, содержащие ошибочное дальномерное из-
мерение d2, и оставить комбинации {Rx134, Rx135, 
Rx145}. 

Рассмотрим подход последовательного исклю-
чения каждой из станций из набора обрабатывае-
мых измерений, проиллюстрированный на рисун-
ке 7. Для примера на рисунке 7 число наборов 
определяется числом последовательно исключае-
мых приемных станций N = 5; индекс набора опре-
деляется индексом исключаемой приемной стан-
ции. Число приемных станций в комбинации (вме-
сте с опорной станцией) L = 3. Число оставшихся 
после исключения одной станции из набора при-
емных станций N–1 = 4. Общее число комбинаций 
из трех станций в наборе из оставшихся после ис-
ключения четырех станций относительно одной 
опорной станции  𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝑁𝑁−2𝐿𝐿−1 = С32 = 3.  

При исключении первой приемной станции Rx1 
получаем набор Rx2345 из четырех приемных стан-
ций; набор по опорной станции Rx2 без Rx1 для 
трех комбинаций из трех приемных станций S2\1 = 
= {Rx234, Rx235, Rx245}. При исключении второй при-
емной станции Rx2 получаем набор Rx3451 из четы-
рех приемных станций; набор по опорной станции 
Rx3 без Rx2 для трех комбинаций из трех приемных 
станций S3\2 = {Rx345, Rx341, Rx351}. При исключении 
третьей приемной станции Rx3 получаем набор 
Rx4512 из четырех приемных станций; набор по 
опорной станции Rx4 без Rx3 для трех комбинаций 
из трех приемных станций S4\3 = {Rx451, Rx452, Rx412}. 
При исключении четвертой приемной станции Rx4 
получаем набор Rx5123 из четырех приемных стан-
ций; набор по опорной станции Rx5 без Rx4 для 
трех комбинаций из трех приемных станций S5\4 = 
= {Rx512, Rx513, Rx523}. При исключении пятой при-
емной станции Rx5 получаем набор Rx1234 из четы-
рех приемных станций; набор по опорной станции 
Rx1 без Rx5 для трех комбинаций из трех приемных 
станций S1\5 = {Rx123, Rx124, Rx134}.  

Ниже представлен результат работы имитаци-
онной модели по идентификации одного источни-
ка NLOS для примера на рисунке 7. 

Лог-файл работы функции  
идентификация одного источника NLOS 

Тест Rx for 1 NLOS 
Rx=1 исключена. Набор Rx=2345. Дисперсия=1.45e+05 
Rx=2 исключена. Набор Rx=3451. Дисперсия=8.61e+01 
Rx=3 исключена. Набор Rx=4512. Дисперсия=1.05e+05 
Rx=4 исключена. Набор Rx=5123. Дисперсия=2.62e+05 
Rx=5 исключена. Набор Rx=1234. Дисперсия=4.17e+05 

Из анализа промежуточных оценок по комбина-
циям на рисунке 7 можно сделать следующие вы-

воды. Во-первых, в наборе комбинаций S2\1 = 
= {Rx234, Rx235, Rx245} с опорной станцией Rx2 все 
промежуточные оценки оказываются смещенны-
ми относительно истинного местоположения ИРИ, 
так как набор содержит источник NLOS измере-
ний – станцию Rx2. Во-вторых, в трех наборах при-
сутствует по одной промежуточной оценке, соот-
ветствующей истинному местоположению ИРИ; 
корректная оценка получена на основе комбина-
ции без станции Rx2 – источника NLOS измерений: 
в наборе Rx4512  с комбинациями S4\3 = {Rx451, Rx452, 
Rx412} корректная оценка получена по комбинации 
Rx451; а в наборе Rx5123 с комбинациями S5\4 = {Rx512, 
Rx513, Rx523} корректная оценка получена по ком-
бинации Rx513; в наборе Rx1234  с комбинациями 
S1\5 = {Rx123, Rx124, Rx134} корректная оценка полу-
чена по комбинации Rx134. В-третьих, в наборе 
комбинаций S3\2 = {Rx345, Rx341, Rx351} при исключе-
нии второй приемной станции Rx2 все три проме-
жуточные оценки оказываются корректными и, 
следовательно, приводят к наименьшей диспер-
сии σ3\2 =  8,61 ⋅ 101 м (рисунок 7). 

Рассмотрим пример с двумя источниками NLOS 
измерений для случая шести приемных станций 
(N = 6). Подход, использованный при идентифика-
ции одного источника NLOS измерений, проиллю-
стрирован на рисунке 8 и показал, что поочеред-
ное исключение одной станции из анализируемых 
наборов не привело к успешной идентификации 
источника NLOS измерений, поэтому необходима 
обработка гипотезы о двух источниках NLOS из-
мерений с последовательным исключением уже 
двух приемных станций. 

Из анализа промежуточных оценок и их диспер-
сий по комбинациям после исключения одной 
приемной станции на рисунке 8 можно сделать 
вывод о том, что дисперсия промежуточных оце-
нок по комбинациям σ_n после поочередного ис-
ключения одной станции из анализируемых набо-
ров остается значительной (до 106 м), поэтому да-
лее выполняется поочередное исключение двух 
вероятных источников NLOS измерений.  

Для идентификации как одного, так и двух ис-
точников NLOS измерений, предлагается в качестве 
критерия использовать некое эмпирическое поро-
говое значение дисперсии промежуточных оценок 
по комбинациям σthr: если дисперсия промежуточ-
ных оценок по комбинациям превышает пороговое 
значение, т.е. σn > σthr в данном наборе констатиру-
ется наличие одного или двух источников NLOS 
измерений; в противном случае делается заключе-
ние о том, что все станции в наборе имеют LOS из-
мерения. На рисунке 9 представлена зависимость 
дисперсий оценок и ошибок позиционирования от 
отношения сигнал-шум для измерений прямой ви-
димости LOS. Полученные результаты оценки дис-
персий могут быть выбраны в качестве пороговых 
величин при идентификации NLOS источников. 
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а)           б) 

 
в)           г) 

 
д)           е) 

Рис. 7. Пример территориального распределения ИРИ, 5 приемных станций, препятствия,  
и промежуточных оценок по комбинациям и по наборам с поочередным исключением 
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а)           б) 

 
в)           г) 

 

д)           е) 

Рис. 8. Пример территориального распределения ИРИ, 6 приемных станций, 2 препятствий, и промежуточных оценок  
по комбинациям и по наборам с поочередным исключением для гипотезы об одном источнике NLOS измерений 
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Ниже представлен скрипт и результат работы ИМ по 
идентификации двух источников NLOS для примера на 
рисунке 8. 
function [LocEst2, LocEstVar2, RxNlosEst, multipath] = ... 
    LocationNlos(Rx, TDOA_est, LocEst1, multipath) 
% Функция реализует подход  
% последовательного исключения двух станций  
% из набора обрабатываемых измерений для  
% сценария двух источников NLOS 
% In:  
% Rx - матрица размера N*2 координат  
% опорных станций 
% TDOA_est - матрица размера N*(N-1) РДМ  
% измерений для всех сочетаний станций 
% Out:  
% LocEst2 - оценка координат 
% LocEstVar2 - дисперсия промежуточных  
% оценок координат 
% RxNlosEst - вектор признаков источников  
% NLOS (1-LOS, 0-NLOS) 
% multipath - признак условий NLOS 
numRx = length(Rx);         % число приемных станций N 
% инициализация вектора признаков NLOS  
RxNlosEst = ones(1, numRx);  
% инициализация вектора индексов набора  
RxInd = [1:1:numRx];         
fprintf('Тест Rx for 2 NLOS\n'); 
% цикл по 1-й исключаемой приемной станции 
for i = 1:numRx      
% исключение станции Rx из набора.  
% Формирование нового набора 
Rxx1 = circshift(Rx, (i*(-1))); Rxx1 = Rxx1(1:(numRx-1),:); 
% исключение индекса станции Rx из вектора  
% индексов набора.  
% Формирование нового вектора индексов набора. 
RxInd1 = circshift(RxInd, (i*(-1))); RxInd1 = 
RxInd1(1:(numRx-1)); 
% цикл по 2-й исключаемой приемной станции 
 for j = 1:numRx-1            
 % исключение станции Rx из набора.  
 % Формирование нового набора 
       Rxx2 = circshift(Rxx1, (j*(-1))); Rxx2 =  
 Rxx2(1:(numRx-2),:); 
        % исключение индекса станции Rx  
 % из вектора индексов набора.  
        % Формирование нового вектора индексов набора. 
        RxInd2 = circshift(RxInd1, (j*(-1))); RxInd2 = 
 RxInd2(1:(numRx-2)); 
        k = i+j; % индекс новой опорной станции 
        if k > numRx  
            k = k - numRx;  
        end 
        % формирование индексов РДМ измерений 
        str=RxInd2(1); 
        col1=RxInd2(2)-str; if col1 < 0 col1 = col1 + numRx; end 
        col2=RxInd2(3)-str; if col2 < 0 col2 = col2 + numRx; end 
        col3=RxInd2(4)-str; if col3 < 0 col3 = col3 + numRx; end 
        col = [col1 col2 col3]; 
        TDOA_est_str = TDOA_est(str, col); 
        [LocEst2(i,j,:), LocEstVar2(i,j)] =  
 Location(Rxx2, 1,TDOA_est_str); 
       fprintf('Rx%d%d исключена.  
 Набор Rx=%d%d%d%d.  
 Дисперсия=%8.2d\n',... 
       i, k, RxInd2, LocEstVar2(i,j));    
 end 
end 

% оценка обработанного набора с минимальной дисперсией 
[LocEstVar2Min, LocEstVar2MinInd]  =  
min(LocEstVar2(:)); 
if LocEstVar2Min < 200 
     multipath = 0;   
 % исключение двух Rx привело к идентификации NLOS    
     [RxLosInd1, RxLosInd2] =  
 ind2sub(size(LocEstVar2),LocEstVar2MinInd); 
     RxNlosInd1 = RxLosInd1; 
     RxNlosInd2 = RxLosInd2 + RxNlosInd1;  
     if RxNlosInd2 > numRx 
         RxNlosInd2 = RxNlosInd2 - numRx; 
     end 
     RxNlosEst(RxNlosInd1) = 0; RxNlosEst(RxNlosInd2) = 0; 
     LocEst2 = squeeze(LocEst2(RxLosInd1,RxLosInd2,:))'; 
     LocEstVar2 = mean(LocEstVar2,2)'; 
     fprintf('1-й NLOS Rx=%d, 2-й NLOS Rx=%d\n', 
 RxNlosInd1, RxNlosInd2); 
     fprintf('Координаты = (%8.2d  %8.2d)\n', LocEst2); 
else 
     multipath = 3; 
end                

 
Лог-файл работы функции 

идентификация двух источников NLOS 

Тест Rx for 1 NLOS 
Rx=1 исключена. Набор Rx=23456. Дисперсия=2.12e+08 
Rx=2 исключена. Набор Rx=34561. Дисперсия=1.64e+06 
Rx=3 исключена. Набор Rx=45612. Дисперсия=2.51e+05 
Rx=4 исключена. Набор Rx=56123. Дисперсия=1.19e+05 
Rx=5 исключена. Набор Rx=61234. Дисперсия=3.69e+05 
Rx=6 исключена. Набор Rx=12345. Дисперсия=1.53e+06 
Тест Rx for 2 NLOS 
Rx12 исключена. Набор Rx=3456. Дисперсия=2.67e+05 
Rx13 исключена. Набор Rx=4562. Дисперсия=5.91e+04 
Rx14 исключена. Набор Rx=5623. Дисперсия=6.39e+04 
Rx15 исключена. Набор Rx=6234. Дисперсия=3.46e+05 
Rx16 исключена. Набор Rx=2345. Дисперсия=4.72e+08 
Rx23 исключена. Набор Rx=4561. Дисперсия=2.03e+00 
Rx24 исключена. Набор Rx=5613. Дисперсия=1.45e+05 
Rx25 исключена. Набор Rx=6134. Дисперсия=5.47e+05 
Rx26 исключена. Набор Rx=1345. Дисперсия=2.66e+06 
Rx21 исключена. Набор Rx=3456. Дисперсия=2.71e+05 
Rx34 исключена. Набор Rx=5612. Дисперсия=1.21e+05 
Rx35 исключена. Набор Rx=6124. Дисперсия=1.76e+05 
Rx36 исключена. Набор Rx=1245. Дисперсия=3.24e+05 
Rx31 исключена. Набор Rx=2456. Дисперсия=3.79e+04 
Rx32 исключена. Набор Rx=4561. Дисперсия=6.88e+00 
Rx45 исключена. Набор Rx=6123. Дисперсия=1.37e+04 
Rx46 исключена. Набор Rx=1235. Дисперсия=1.61e+03 
Rx41 исключена. Набор Rx=2356. Дисперсия=6.98e+04 
Rx42 исключена. Набор Rx=3561. Дисперсия=8.92e+04 
Rx43 исключена. Набор Rx=5612. Дисперсия=1.22e+05 
Rx56 исключена. Набор Rx=1234. Дисперсия=1.80e+06 
Rx51 исключена. Набор Rx=2346. Дисперсия=1.93e+08 
Rx52 исключена. Набор Rx=3461. Дисперсия=2.40e+06 
Rx53 исключена. Набор Rx=4612. Дисперсия=3.11e+05 
Rx54 исключена. Набор Rx=6123. Дисперсия=1.42e+04 
Rx61 исключена. Набор Rx=2345. Дисперсия=3.42e+08 
Rx62 исключена. Набор Rx=3451. Дисперсия=2.40e+06 
Rx63 исключена. Набор Rx=4512. Дисперсия=3.69e+05 
Rx64 исключена. Набор Rx=5123. Дисперсия=1.54e+03 
Rx65 исключена. Набор Rx=1234. Дисперсия=1.81e+06 
1-й NLOS Rx=2, 2-й NLOS Rx=3 
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Рис. 9. Зависимость дисперсий оценок и ошибок  
позиционирования от отношения сигнал-шум  

для измерений прямой видимости LOS 

Функциональная схема алгоритма обработки 
РДМ измерений в условиях NLOS представлена на 
рисунке 10: алгоритм производит сравнение дис-
персий по наборам σ (15) и по комбинациям σn (16) 
с пороговыми значениями дисперсий σthr, получен-
ными для измерений прямой видимости (LOS). 
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Рис. 10. Функциональная схема алгоритма обработки  
измерений РДМ в условиях отсутствия прямой видимости  

VI. Комплексная имитационная модель 
Функциональная схема ИМ для позиционирова-

ния источника радиоизлучения разностно-дально-
мерным методом в условиях отсутствия прямой 
видимости представлена на рисунке 11. 

Потери распространения сигнала 𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑡𝑡) в (1) 
определяются при 10 м < 𝑑𝑑1 < 𝑑𝑑𝑏𝑏𝑏𝑏; 𝑑𝑑𝑏𝑏𝑏𝑏 < 𝑑𝑑2 <
5000 м, как [13]: 

𝑃𝑃𝐿𝐿 = �
22 ⋅ log10(𝑑𝑑1) + 28 + 20 ⋅ log10(𝑓𝑓𝑛𝑛)
40 ⋅ log10(𝑑𝑑2) + 7.8 − 18 ⋅ log10(ℎ𝑅𝑅𝑅𝑅′ )
    −18 ⋅ log10(ℎ𝑇𝑇𝑅𝑅′ ) + 2 ⋅ log10(𝑓𝑓𝑛𝑛)

 (17) 

где d'bp = 4h'Rxh'Txfc/c – пороговое расстояние; 
h'Rx = hRx ‒ 1 – эффективная высота антенны Rx; 
h'Tx = hTx ‒ 1 эффективная высота антенны ИРИ;  
hRx = 25 м – фактическая высота антенны Rx; 
hTx = 1.5 м – фактическая высота антенны ИРИ;  
fc – несущая частота.  

Ослабление α𝑖𝑖  принятого сигнала 𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑡𝑡) в (1) 
определяется выражением: α𝑖𝑖 = 10−𝑃𝑃𝐿𝐿𝑖𝑖 20⁄ , где PLi – 
потери РРВ в дБ на расстоянии di, включая воз-
можные отражения. 

Подсистема кросс-корреляции реализуется на 
опорной станции и служит для оценки разности 
времен прихода ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … , N путем вычисле-
ния взаимной корреляционной функции сигналов 
с i-ой и j-ой приемных станций: 

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖(τ) = 1
𝑇𝑇−τ ∫ 𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑟𝑟𝑖𝑖∗(𝑡𝑡 − τ)𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

τ , (18) 

где T – интервал корреляции, или корреляционное 
окно, а τ – значение, максимизирующее ВКФ и 
определяющее разность времен прихода ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Для случая 4-х Rx на рисунке 3 матрица T разно-
стей времен прихода сигнала имеет N = 4 строки и 
N–1 = 3 столбца: 

𝐓𝐓 = �

∆𝑡𝑡12 ∆𝑡𝑡13 ∆𝑡𝑡14
∆𝑡𝑡23 ∆𝑡𝑡24 ∆𝑡𝑡21
∆𝑡𝑡34 ∆𝑡𝑡31 ∆𝑡𝑡32
∆𝑡𝑡41 ∆𝑡𝑡42 ∆𝑡𝑡43

�. (19) 

Для случая 5 Rx на рисунке 5 матрица T имеет 
N = 5 строк и N–1 = 4 столбца: 

𝐓𝐓 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
∆𝑡𝑡12 ∆𝑡𝑡13 ∆𝑡𝑡14 ∆𝑡𝑡15
∆𝑡𝑡23 ∆𝑡𝑡24 ∆𝑡𝑡25 ∆𝑡𝑡21
∆𝑡𝑡34 ∆𝑡𝑡35 ∆𝑡𝑡31 ∆𝑡𝑡32
∆𝑡𝑡45 ∆𝑡𝑡41 ∆𝑡𝑡42 ∆𝑡𝑡43
∆𝑡𝑡51 ∆𝑡𝑡52 ∆𝑡𝑡53 ∆𝑡𝑡54⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

. (20) 

Из выражений (19) и (20) следует, что для фор-
мирования набора относительно i-ой опорной 
станции достаточно выбрать из матрицы i-ю стро-
ку, а для исключения j-ой станции из набора до-
статочно исключить j-ый столбец.  

Рассмотрим подсистему формирования сигнала. 
В качестве сигнала используется ФМ-2 с времен-
ными параметрами кадра GSM: символьная ско-
рость в радиоканале GSM равна rsym ≈ 270 кбит/с, а 
длительность информационного символа tsym/rsym ≈ 
≈ 3,7 мкс. На точность оценки взаимной корреляци-
онной функции сигналов с i-ой и j-ой приемных 
станций влияют, помимо прочих, два параметра: 
частота дискретизации сигнала и окно корреляции.  

Частота дискретизации fs влияет на точность 
оценки корреляционной функции следующим об-
разом: с одной стороны, при малом fs пик функции 
расширяется, что приводит к увеличению погреш-
ности оценки ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 , с другой стороны, при большом 
fs объем вычислений 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖(τ) увеличивается, что 
приводит к замедлению работы ИМ. Результаты 
моделирования показали, что увеличение fs с 27 до 
270 МГц слабо влияет на точность оценки, поэто-
му число выборок на символ было выбрано рав-
ным sps = 100, что, вместе с символьной скоростью 
rsym ≈ 270 кбит/с, определило частоту дискретиза-
ции fs = rsym·sps = 27 МГц. 
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Рис. 11. Функциональная схема имитационной модели для позиционирования источника  

радиоизлучения разностно-дальномерным методом в условиях отсутствия прямой видимости 
 

Размер окна (интервала) корреляции T влияет на 
точность оценки корреляционной функции следу-
ющим образом: с одной стороны, при малом T пик 
корреляционной функции расширяется, что приво-
дит к увеличению погрешности оценки ∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 , с дру-
гой стороны, при большом T объем вычислений 
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖(τ) увеличивается, что приводит к замедлению 
работы ИМ. Также следует отметить, что боковые 
лепестки взаимной корреляционной функции мо-
гут привести к увеличению погрешности оценки 
∆𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  особенно тогда, когда учитываются потери 
распространения: пример, когда корреляционный 
пик C13(t) отраженного сигнала r3(t) оказывается 
меньше бокового лепестка корреляционной функ-
ции C12(t) сигнала r2(t), пришедшего по лучу прямой 
видимости, представлен на рисунке 2. На выбор 
интервала корреляции T влияют также временные 
параметры используемого сигнала: для сигнала с 
временными параметрами кадра GSM размер слота 
составляет 577 мкс, поэтому использование T > 577 
мкс представляется нецелесообразным.  

Отношение сигнал-шум учитывается в ИМ сле-
дующим образом. Пусть мощность переданного 
символа равна psym = 1 Вт, тогда энергия передан-
ного равна esym = tsym·psym, а амплитуда сигнала 
определяется выражением: 

𝑠𝑠 = �2𝑒𝑒sym 𝑡𝑡sym⁄ . (21) 

Амплитуда шума определяется выражением: 

𝑛𝑛 = ��𝑒𝑒sym 𝑡𝑡sym⁄ � 𝑆𝑆𝑁𝑁𝑅𝑅⁄ . (22) 

Представленная ИМ включает, помимо пере-
численных ранее возможностей, методику форми-
рования и обработки промежуточных оценок ме-
стоположений по комбинациям и по набору.  

 
 

VII. Выводы 
В настоящем исследовании представлен алго-

ритм и методики идентификации источников 
NLOS измерений для позиционирования ИРИ раз-
ностно-дальномерным методом в условиях отсут-
ствия прямой видимости.  

Для идентификации источников NLOS измере-
ний в настоящем исследовании представлена 
программная реализация метода идентификации 
источников NLOS за счет вычисления дисперсий 
оценок координат, полученных, как из обработки 
остаточных разностно-дальномерных измерений 
после поочередного исключения из тестируемых 
комбинаций приемных станций – вероятных 
источников ошибок NLOS, так  и перебором опор-
ных станций, относительно которых вычис-ляется 
разность расстояний. Таким образом, показано, 
что дифференциация разностно-дальномерных 
измерений по комбинациям и наборам позволяет 
методом последовательного исключения станций 
с высокой вероятностью обнаружить источники 
NLOS измерений.  

Работоспособность представленных алгоритма и 
методик проиллюстрирована графически на при-
мере идентификации одного источника NLOS для 
случая 5-ти приемных станций и 2-х источников 
NLOS для случая 6-ти приемных станций. ИМ, поз-
волившая получить представленные результаты, 
выгодно отличается от аналогичных исследований 
комплексным учетом вида сигнала и потерь РРВ, 
влияющих на точность корреляционной обработки.  

В результате проведенного исследования 
получены пороговые значений дисперсий оценок 
координат для достоверной идентификации 
источников NLOS на рисунке 10. Полученные ре-
зультаты оценки дисперсий могут быть выбраны 
в качестве пороговых величин при идентифика-
ции NLOS источников. 
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МНЕНИЕ ЭКСПЕРТА 

РЕЦЕНЗИЯ НА КНИГУ  
«СТЕГАНОГРАФИЯ. АЛГОРИТМЫ  
И ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ» 

(авторы: О.И. ШЕЛУХИН, С.Д. КАНАЕВ) 
 

 
Книга позиционируется авторами как учебное 

пособие для студентов, обучающихся по направ-
лению «Информационные технологии и системы 
связи», хотя «Стеганография» является частью 
«Информационной безопасности», т. е. соответ-
ствует скорее специальности 05.13.19 – «Методы и 
системы защиты информации, информационная 
безопасность».  

Авторы данного труда О.И. Шелухин и С.Д. Кана-
ев не известны своими научными работами в об-
ласти стеганографии как в России, так и тем более 
за рубежом. В огромном списке литературы, со-
держащемся в пособии, есть только две ссылки на 
работы авторов, причем одна из них – также учеб-
ное пособие, а вторая – в достаточно общем по те-
матике журнале «Спецтехника и связь». Поэтому 
надо признать, что авторы книги не являются 
специалистами в области стеганографии и тем 

более никогда не отмечались на различных меж-
дународных форумах, хотя таких по этому направ-
лению великое множество.  

Как говорил в своих «Беседах об уме» Гельве-
ций, «он был не собственником, а лишь арендато-
ром науки, которую преподавал, потому что в ней 
ему не принадлежало и клочка». Авторы пособия, 
очевидно, является специалистами в области про-
граммирования, о чем свидетельствуют и различ-
ные программы по построению случайно выбран-
ных стегосистем. Поэтому можно заключить, что 
предлагаемый материал являются скорее пособи-
ем по построению компьютерных программ, в 
значительной степени заимствованных из Mathlab, 
но не пособием по практическому применению 
стеганографии.  

Хотя японский писатель Кобо Абэ и дал опреде-
ление, что «программирование является превра-
щением реальности качественной в реальность 
количественную», но качественная реальность 
также требует своего пояснения. На протяжении 
почти всей книги чаще всего употребляется слово 
«современная стеганография» (далее – СГ), «со-
временный стегоанализ» и т. п., однако по суще-
ству в ней не изложено ни одного современного, 
скрытного метода построения стегосистемы. Это 
относится и к списку литературы, где основные 
публикации, особенно зарубежные, датируются не 
позднее чем 2010 годом.  

В предисловии к книге авторы в качестве ее 
преимущества приводят «не перенагруженность 
математическими выкладками». По этому поводу 
следует заметить, что, вообще говоря, математика 
в точных науках служит не для усложнения пони-
мания материала, а для доказательства правиль-
ности утверждений и используется там, где без 
них нельзя обойтись. Иначе все это описание вы-
глядит как беллетристика. 

Прежде чем обратиться к рецензированию глав 
пособия, отметим, что используемый часто по тек-
сту термин «контейнер» не нашел широкого упо-
требления в зарубежной литературе (см., напри-
мер, основополагающую монографию [1], где он 
вообще не используется). И действительно, «кон-
тейнер», в обычном обиходе это некая емкость, 
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всегда предназначенная для ее заполнения. Тогда 
как объекты, рассматриваемые в стеганографии, 
могут и не иметь отношения к процедуре вложе-
ния в них дополнительной информации. Поэтому 
более уместным представляется термин «покры-
вающий объект» (cover object [1]).  

Наконец, существенным методическим недо-
статком книги является то, что в ней отсутствует 
четкое разделение «стеганографии в широком 
смысле» (information hiding – в зарубежной терми-
нологии) на два класса: «стеганография в узком 
смысле» (или просто – «стеганография» – СГ) и 
«цифровые водяные знаки» (ЦВЗ). Эти два класса 
имеют часто похожие методы вложения и извле-
чения, но различные основные атаки на них; в 
первом случае основной атакой является обнару-
жение присутствия стеговложения в анализируе-
мом объекте, а во втором – устойчивость к атакам 
по удалению ЦВЗ без значительного искажения 
основного покрывающего объекта. Заметим, что 
понимание этого факта значительно упрощает 
изложение курсов по стеганографии. 

 
Приступим далее к рецензированию всех глав кни-
ги. 
 
Глава 1. «Стеганография: основные положе-
ния» 

В этой главе основные положения стеганогра-
фии сформулированы верно, однако не подчерк-
нуто наиболее важное обстоятельство – при вло-
жении дополнительной (секретной) информации 
не должно быть заметного искажения содержания 
покрывающего объекта («контейнера» – в терми-
нологии авторов). Иначе, задача решалась бы три-
виально. 

Таблица 1.1 (в книге – «Сопоставительный ана-
лиз методов КС»), хотя и не противоречит некото-
рым используемым методам стеганографии, но не 
охватывает всей совокупности таких методов; при 
этом классификация производится по довольно 
произвольным критериям авторов, тогда как бо-
лее типично классифицировать методы по видам 
покрывающих объектов. 

Определение 1 (в книге – «Стеганография – 
это…») нестрого. Определение 2 (в книге – «Кон-
тейнером …называют…»), – просто неверно. Сек-
ретность СГ определена расплывчато и лишь каче-
ственно. Общая модель стегосистемы похожа на 
«индексологию», т.е. не имеет содержательного 
наполнения и включает лишь пустые обозначе-
ния. Таблица 1.3 (в книге – «Формализация объек-
тов, предметов на уровне ЭМВ СС») выглядит как 
типичная индексология.  

В разделе 1.7 (в книге – «Цифровые водяные зна-
ки») правильно отмечено назначение цифровых 
водяных знаков. Однако, далее идут откровенные 
неточности («изменение ЦВЗ не доступно даже их 

автору») и «ляпы» (модуляция информации вы-
полняется лишь двумя способами – шумоподавле-
нием и квантованием). В действительности таких 
методов десятки (если не больше) – (см. [1], [2], [4] 
и др.). 

Раздел 1.8 (в книге – «Принципы внедрения и из-
влечения водяных знаков»), и раздел 1.9 (в книге – 
«Модели внедрения водяных знаков в виде теле-
коммуникационной системы»), представляют со-
бой наивные разговоры авторов, основанные на 
популярном материале и на их первичных раз-
мышлениях, где ничего не доказывается, а все 
лишь постулируется. Кроме того, этот материал 
должен быть размещен ниже, где описываются 
конкретные системы СГ и ЦВЗ.  

В разделе 1.11 (в книге – «Оценка качества сте-
ганосистемы») не введена количественная харак-
теристика обнаруживаемости СГ. Описание стего-
анализа в разделе 1.12 (в книге – «Стеганоанализ»), 
примитивно и не содержит даже предварительно-
го описания современных методов. (см. [1], [3], [4] 
и др.). Список литературы к главе 1 содержит в 
основном устаревшие источники. 

 
Глава 2. «Сокрытие информации в текстовых  
документах» 

Глава 2 посвящена описанию известных авто-
рам методам СГ для текстовых документов, кото-
рые в международной терминологии называются 
«лингвистическими стегосистемами».  

Здесь алгоритм вложения и извлечения инфор-
мации описан верно, хотя сама методика, когда 
описание метода начинается с программного мо-
дуля, а не с общего описания алгоритмов вложе-
ния и извлечения информации, представляется 
методически неверной.  

В приведенном описании отсутствует наиболее 
эффективный метод лингвистической СГ, осно-
ванный на небольшой редакции текста (см., 
например [4]), а также ссылки на него в списке ли-
тературы к главе 2 рецензируемой книги). Мето-
ды сетевой СГ, хотя и весьма полезны, но они не 
имеют никакого отношения к заголовку главы 2 – 
«Сокрытие информации в текстовых документах». 

Также нельзя не отметить, что имеет место не-
точность при составлении оглавления, в котором 
глава 2 именуется как «Скрытие информации в 
текстовых документах». 

 
Глава 3. «Скрытие информации в аудиосигналах» 

Приведенные здесь методы не вызывают воз-
ражений, однако принятый авторами подход с «за-
сорением» текста программами, применяемый 
ими на начальном этапе, весьма затрудняет пони-
мание для тех читателей, которые хотят понять 
сущность методов, а не просто выполнить проце-



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 1 
 

www.tuzs.sut.ru 104 
 

дуру «paste and copy». Метод «эхо-кодирования» 
описан примитивно и без количественных оценок.  

Вообще не описаны методы с модуляцией по ча-
стоте, а также наиболее перспективный метод с 
использованием реверберации. Это и понятно – 
ведь литература к главе 3 почти вся устаревшая. 

 
Глава 4. «Скрытие информации в неподвижных 
изображениях» 

Глава 4 посвящена наиболее актуальному при-
менению СГ – вложению информации в непо-
движные изображения (см. поясняющее замеча-
ние в [1]).  

Авторы значительное внимание уделили весьма 
примитивному методу с заменой наименьших зна-
чащих бит. К данной главе приложен список лите-
ратуры, состоящий из 110 названий, однако абсо-
лютное большинство из них относится к…. про-
шлому веку.  

Неудивительно поэтому, что в перспективные 
методы СГ для неподвижных изображений не во-
шли такие алгоритмы как: матричное вложение, 
адаптивное квантование, квантование с двойным 
сжатием, СГ с использованием заданной модели 
(«model-based S6»), СГ на основе маскировки шу-
мами сканера и, наконец, наиболее перспективный 
в настоящее время метод – с оценкой «стоимости» 
вложений, известной как проект «HUGO».  

Текст данной главы читается также с большим 
трудом из-за отсутствия формулировки основных 
принципов оценки обнаруживаемости рассматри-
ваемых методов, а также перегруженности про-
граммами, которые вполне могли бы быть выне-
сены в приложение к книге.  

 
Глава 5. «Внедрение цифровых водяных знаков 
на основе вейвлет-преобразований» 

Авторы описывают здесь, как используются 
вейвлет-преобразования для построения систем 
ЦВЗ.  

Таблица 5.1 (в книге – «Классификация суще-
ствующих алгоритмов внедрения водяного знака в 
вейвлет-домене») выглядит впечатляюще. Однако 
из текста главы не ясно – от каких атак по удале-
нию ЦВЗ защищают упомянутые в таблице мето-
ды и как можно их использовать для обеспечения 
copyright. Вообще, конечно, методы с использова-
нием вейвлет-преобразований все еще остается 
«модными» до настоящего времени. Однако надо 
было бы доказать, почему именно их использова-
ние обеспечивает определенные преимущества 
перед другими. 

В этой части рецензируемой книги также 
наблюдается неточность при составлении оглав-
ления: глава 5 именуется в тексте «Внедрение 
цифровых водяных знаков на основе вейвлет-

преобразований», а в оглавлении «Внедрение во-
дяных знаков на основе вейвлет-преобразований». 
 
Глава 6. «Встраивание ЦВЗ в сжатые  
видеопоследовательности» 

В Главе 6 рассматривается по существу ЦВЗ для 
видеосигналов, хотя четкое различие между СГ и 
ЦВЗ здесь не просматривается. Вообще следует 
отметить, что материал данной главы изложен 
значительно доступнее, чем в предыдущих главах, 
однако, он страдает прежним дефектом – отсут-
ствием описания атак по удалению ЦВЗ (или об-
наружению СГ) и оценки их эффективности. 

 
Глава 7. «Стеганографический анализ» 

Глава 7 посвящена стеганографическому анали-
зу. Особых замечаний по этому материалу нет, так 
как он добросовестно списан из известных источ-
ников. Однако представляется, что описание сте-
гоанализа должно сопровождаться каждым из рас-
смотренных ранее методов построения СГ, а не 
представляться в конце книги, так сказать «на де-
серт», поскольку любая СГ имеет право называть-
ся СГ тогда и только тогда, когда она устойчива, 
если не ко всем, то хотя бы к некоторым методам 
стегоанализа. Заметим, что из рассмотрения «вы-
пали» такие важные методы стегоанализа, как по-
бочные атаки (см. [3]).  

В рецензируемой книге абсолютно не рассмот-
рен подход к построению СГ на основе сценария 
канала с шумом, хотя только этот подход обеспе-
чивает построение идеальной (то есть необнару-
живаемой СГ) – см. описание в ссылке [4], а также в 
многочисленных публикациях автора этой рецен-
зии в отечественных и зарубежных изданиях [5-
15]. 

 
Выводы 

1) Материал рецензируемой книги не структу-
рирован таким образом, чтобы он мог бы позво-
лить читателю найти перспективные современ-
ные направления построения систем СГ и ЦВЗ. 

2) Терминология, относящаяся к определению 
основных понятий СГ, не вполне соответствует 
международной терминологии в этой области. 

3) В книге упущен ряд перспективных методов 
построения систем СГ, ЦВЗ, а также новых методов 
стегоанализа. 

4) Рассмотрен большой набор методов вложе-
ния и извлечения систем СГ и ЦВЗ, что может 
предоставлять определенный интерес, особенно у 
читателей, интересующихся историей стеганогра-
фии. Однако даже среди предоставленных методов 
нет рекомендаций по предпочтительному выбору 
некоторых из них. 

5) Смешения описания алгоритмов построения 
стегосистем и программ вызывает методологиче-
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ские трудности, если не позиционировать данную 
книгу как пособие для тренировки программистов. 

6)  Рецензируемая книга не представляет собой 
ни научную монографию (тут нет новых результа-
тов авторов), ни учебник (материал изложен недо-
статочно систематично и доступно для понима-
ния) или даже справочник (поскольку книга не 
структурирована должным образом). Однако она 
может содержать полезный материал по приме-
рам построения различных систем СГ и ЦВЗ, осо-

бенно для тех читателей, которые не имеют до-
ступа к Интернету или затрудняются с переводом 
книг и статей с английского языка. 

В.И. Коржик, 
доктор технических наук,  

почетный профессор СПбГУТ,  
заслуженный работник высшей школы РФ,  

член IEEE on IT  
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