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Введение 

В предшествующих работах по данной тематике 
[1, 2] достаточно подробно были рассмотрены би-
линейные частотно-временны́е распределения 
(ЧВР), представляющие собой научно-методичес-
кий аппарат методов гармонического анализа. Ос-
новополагающим моментом для ЧВР является 
функция Вигнера, позволяющая формировать их 
на своей основе, тем самым объединяя в единый 
класс распределений Коэна [2–5].  

Однако развитие билинейных распределений не 
ограничивается указанным классом ЧВР, посколь-
ку аффинные финитные функции позволили от-
крыть новую страницу данной научной теории [6]. 
В связи с этим, в настоящей статье представлен 
обзор так называемых масштабно-временны́х рас-
пределений, основанных на кратно масштабных 
преобразованиях сигнальной энергии, которые в 
[7] определены как распределения аффинного 
класса. В общем случае, масштабно-временны́е 
распределения базируются на вейвлет-преобразо-
ваниях сигналов. Развитие данного научного на-
правления определили работы таких известных 
ученых как Bertrand J., Bertrand P., Flandrin P., 
Baraniuk R., Goncalves P., Auger F и др. [7–12].  

Проблемы, определившие переход  
к масштабно-временны́м описаниям энергии 

Высокая нестационарность изменения спек-
трально-временных параметров исследуемых про-
цессов на интервале наблюдения приводит к тому, 
что оценки на основе ЧВР получаются как бы 
«размытыми», смазанными [13]. Одним из реше-
ний указанной проблемы явилась реализация 
концепции адаптации длительности окна анализа 
в зависимости от характера происходящих изме-
нений исследуемого процесса [10]. В частности, в 
[14, 15] предложен критерий, определяющий сиг-
налы с нестационарным изменением параметров. 
К таковым следует относить сигналы, у которых 
коэффициент перекрытия диапазона изменения 
контролируемых параметров составляет не менее 
двух на интервале их наблюдения.  

Под действие указанного критерия попадают, 
например, неоднородности оцениваемого спектра 
переходных процессы при смене частотных пози-
ций и т. д. Интуитивно ясно, что их число будет 
возрастать с приближением к верхней границе 
частотного диапазона. Поэтому и разрешающую 
способность инструмента анализа целесообразно 
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регулировать в зависимости от наблюдаемой ча-
стоты [16].  

Действительно, чем выше ее значение в преде-
лах диапазона, тем более широкополосные сигна-
лы могут в нем использоваться, а, следовательно, 
необходимо увеличивать полосу канальных филь-
тров с целью недопущения сглаживания высоко-
частотных составляющих исследуемых процессов. 

Приведенные рассуждения позволяют сделать 
вывод, что анализ быстрых изменений наблюдае-
мого процесса целесообразно проводить, исполь-
зуя относительно узкое временное окно наблюде-
ния. В тоже время анализ относительно медлен-
ных изменений удобнее проводить в пределах 
широкого временного интервала [14].  

Таким образом, необходимо иметь «гибкое» ча-
стотно-временно́е окно, которое автоматически 
сжимается при высокодинамичном изменении 
параметров сигналов (исследуемых процессор) и 
расширяется при относительно стационарном их 
поведении. Указанным требованиям в полной ме-
ре удовлетворяет интегральное вейвлет-
преобразование (ИВП) [17, 18], методология кото-
рого и была положена в основу методов кратно-
масштабного анализа, у истоков которого стояли 
Bertrand P. и Flandrin P. [7–10, 12, 19]. Именно они 
обосновали возможность формирования на основе 
вейвлет-преобразований сигналов их псевдобили-
нейных форм масштабно-временны́х распределе-
ний, подробный анализ свойств которых пред-
ставлен в [6, 14]. В том числе получены удобные 
компактные формы представления кратковре-
менных фрагментов сигналов для реализации их в 
алгоритмах обработки [20–26].  

Непосредственно сущность аффинной инвари-
антности, определяющая физическую природу 
масштабно-временны́х описаний плотности рас-
пределения энергии, была подробно изложена в 
[10, 17, 27]. Это позволило установить общность 
аффинных распределений с ЧВР класса Коэна [3, 
11, 14, 29, 30], а также их практическую примени-
мость [25, 26]. 

 
Теоретические основы формирования  
масштабно-временных́ распределений  
на основе вейвлет-преобразований 

Рассмотрим ИВП с позиций фильтрации сигна-
лов частотно-зависимым окном, которое опреде-
лим следующим образом: функция ℎ ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), тож-
дественно не равная нулю, называется функцией-
окном, если произведение 𝑥𝑥 ⋅ ℎ(𝑥𝑥) также принад-
лежит 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), а центр 𝑡𝑡• и радиус Δℎ  функции-окна 
ℎ определяются как: 

𝑡𝑡• =
1

‖ ℎ ‖22
� 𝑥𝑥 | ℎ(𝑥𝑥) | 2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

 (1) 

и 

Δℎ =
1

‖ ℎ ‖22
� �(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡•)2| ℎ(𝑥𝑥) |2𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞

�

1/2

. (2) 

Согласно введенному определению, ширина фун-
кции-окна составит 2Δℎ .  

Заметим, что выбор вейвлет-функции в каче-
стве функции-окна требует корректного опреде-
ления базисному вейвлету ψ его образа преобра-
зования Фурье ψ� , а также, соответственно, значе-
ний их центров и радиусов: 𝑡𝑡•, ω•, Δψ, Δψ� .  

Такой подход позволяет четко определить гра-
ницы временно́го окна, локализуемые ИВП 𝑊𝑊ψ при 
обработке, в общем случае, аналогового сигнала 
𝑧𝑧(𝑡𝑡): 

�𝑊𝑊ψ𝑧𝑧�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) = | 𝑎𝑎  |−
1
2 � 𝑧𝑧(𝑡𝑡)ψ𝑛𝑛 �

𝑡𝑡 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

, (3) 

�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡• − 𝑎𝑎Δψ, 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡• + 𝑎𝑎Δψ�. (4) 

Центр локализации 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡• и его значимую ши-
рину 2𝑎𝑎Δψ называют параметрами временно́й ло-
кализации сигнала (функции) во «временно́м 
окне» [14]. Так, на рисунке 1 представлен частот-
но-временно́й план разбиения пространства 𝐿𝐿2(𝒁𝒁), 
образованного базисом вейвлетов Гаусса 5-го по-
рядка. 

 
Рис. 1. Фрагмент частотно-временно́го разбиения  

пространства в базисе вейвлета Гаусса 5-го порядка  

Если положить, что:  

υ�(ω) = ψ�(ω + ω•), (5) 

то функцию υ также можно рассматривать в каче-
стве функции-окна с центром в нуле и радиусом, 
равным Δψ� . Тогда ИВП (3) примет вид: 

                               �𝑊𝑊ψ𝑧𝑧�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) =

=
𝑎𝑎

2π�| 𝑎𝑎|
� 𝑧̂𝑧(ω) e𝑗𝑗𝑗𝑗ωυ�  �𝑎𝑎 �ω −

ω•

𝑎𝑎
�� 𝑑𝑑ω

∞

−∞

. 
(6) 

Анализ выражения (6) показывает, что его ре-
зультат (𝑊𝑊ψ 𝑧𝑧)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) с точностью до множителя 
𝑎𝑎 2π� | 𝑎𝑎 |⁄  и линейного сдвига по фазе e𝑗𝑗𝑗𝑗ω, опре-
деленного значением параметра 𝑏𝑏, совпадает с 
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величиной (3) и дает локализованную информа-
цию о спектре 𝑧̂𝑧(ω) сигнала 𝑧𝑧(𝑡𝑡) с «частотным ок-
ном»: 

�
ω•

𝑎𝑎
−
Δψ�
𝑎𝑎

,
ω•

𝑎𝑎
+
Δψ�
𝑎𝑎
�. (7) 

Центр локализации ω•/𝑎𝑎 и его значимую шири-
ну 2Δψ�/𝑎𝑎 называют параметрами частотной лока-
лизации сигнала (в общем случае функции) в «ча-
стотном окне». 

Учитывая факт, что выражения (3) и (6) опре-
деляют одну и ту же функцию (𝑊𝑊ψ 𝑧𝑧) (𝑏𝑏, 𝑎𝑎), можно 
перейти к понятию «частотно-временно́го окна»: 

[𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡• − 𝑎𝑎Δψ, 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡• + 𝑎𝑎Δψ] × 

× �
ω•

𝑎𝑎
−
Δψ�
𝑎𝑎

,
ω•

𝑎𝑎
+
Δψ�
𝑎𝑎
�, 

(8) 

для совместного частотно-временно́го анализа на 
основе ИВП. Поскольку с математической точки 
зрения функция 𝑢𝑢(𝑥𝑥) определена как для положи-
тельных, так и отрицательных значений 𝑥𝑥, то в 
приложении к практической обработке сигналов 
базисный (или материнский) вейвлет ψ следует 
выбирать таким образом, чтобы центр ω• функции 
ψ�  был положительным числом, а, с учетом пара-
метра 𝑎𝑎, значение ω•/𝑎𝑎 являлось частотным цен-
тром �ω

•

𝑎𝑎
−

Δψ�
𝑎𝑎

, ω•

𝑎𝑎
+

Δψ�
𝑎𝑎
� анализируемого диапазона 

частот.  
Тогда отношение частотного центра к ширине 

диапазона частот равняется: 
ω•/𝑎𝑎

2Δψ�/𝑎𝑎
=

ω•

2Δψ�
= 𝑄𝑄. (9) 

Величина (9) называется 𝑄𝑄 − постоянной ча-
стотного анализа [27, 32]. 

Необходимо отметить важное свойство частот-
но-временно́го окна (8). Оно сужается вдоль оси 
времени при больших значениях частотных цен-
тров ω•/𝑎𝑎 и расширяется при их малых значениях, 
в то время как общая площадь частотно-
временно́го окна остается постоянной и равной 
4ΔψΔψ�  [27] (см. рисунок 2). 

 
Рис. 2. Фрагменты частотно-временны́х окон  

интегрального вейвлет-преобразования 

Для доказательства условий, характеризующих 
частотно-временно́е разрешение частотно-вре-
менно́го плана ИВП, рассмотрим следующие лем-
мы. 

Лемма 1. 
Если существует производная 𝑢𝑢′ и 𝑢𝑢′ ∈ 𝐿𝐿1(𝑅𝑅), то 

𝑢𝑢�′(ω) = jω𝑢𝑢 �(ω). 
Доказа тельс тво . 
Для доказательства леммы 1 в ИВП преобразуем 

правую часть выражения, воспользовавшись фор-
мулой интегрирования по частям ∫ ϑ𝑑𝑑𝑑𝑑 = ϑ𝑣𝑣 −
−∫𝑣𝑣𝑣𝑣ϑ: 

 � 𝑢𝑢(𝑥𝑥)  e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=

= �         𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ϑ
  e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

        
𝑑𝑑ϑ = 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
    𝑣𝑣 = −(e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥)/(𝑗𝑗ω)

� =

= −
e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥

𝑗𝑗ω
𝑢𝑢(𝑥𝑥) �  +∞  −∞ +

1
𝑗𝑗ω

� e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=  

=
1
𝑗𝑗ω

� e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑.
∞

−∞

 

При преобразовании учитывалось, что: 

� e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= −
1
𝑗𝑗ω

� e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑(−𝑗𝑗ω𝑥𝑥)
∞

−∞

= −
e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥

𝑗𝑗ω
 

и 𝑢𝑢(𝑥𝑥) → 0 при 𝑥𝑥 → ±∞ . Тогда с учетом преобразо-
вания Фурье для  𝑢𝑢�′(ω) = ∫ e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞  оконча-
тельно получим 𝑢𝑢�′(ω) = jω𝑢𝑢 �(ω). 

Лемма 2. 
Если функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) и ℎ ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), то всегда 

существует функция 𝑔𝑔 ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), такая что 𝑔𝑔 =
=  ⟨ℎ, 𝑢𝑢⟩, причем 𝑔𝑔� = �ℎ� , 𝑢𝑢��. 

Доказа тельс тво . 

𝑔𝑔�(ω) = � e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥 � � 𝑢𝑢(𝑥𝑥 − ν)ℎ(ν)𝑑𝑑ν
∞

−∞

�  𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

. 

Так как произведение | 𝑢𝑢(𝑥𝑥 − ν)||ℎ(ν)| интегри-
руемо в пространстве 𝑹𝑹2, то возможно применение 
теоремы Фубини [27]. Тогда замена переменных 
(𝑥𝑥, ν) → (υ = 𝑥𝑥 − ν, ν) дает: 

𝑔𝑔�(ω) = � � exp[−𝑗𝑗(ν + υ)ω]  𝑢𝑢(υ)ℎ(ν)𝑑𝑑ν𝑑𝑑υ
∞

−∞

∞

−∞

= 

= � � exp(−𝑗𝑗υω)𝑢𝑢(υ)𝑑𝑑υ
∞

−∞

�� � exp(−𝑗𝑗νω)ℎ(ν)𝑑𝑑ν
∞

−∞

�, 

что подтверждает правомерность результата 𝑔𝑔� =
= �ℎ� , 𝑢𝑢�� [35]. 

Лемму 2 характеризует условие выполнения 
свертки в частотной и временной области. 
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Лемма 3. 
Если существуют функции 𝑢𝑢 и ℎ, принадлежа-

щие 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) ∩ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), то при их формальном равен-
стве 𝑢𝑢 = ℎ следует, что: 

� | 𝑢𝑢(𝑥𝑥)| 2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=
1
2π

� | 𝑢𝑢�(ω)| 2𝑑𝑑ω.
∞

−∞

 

Доказа тельс тво . 
Пусть 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ℎ∗(−𝑥𝑥). Тогда, в соответствии с 

леммой 2 о свертке 𝑔𝑔�(ω) = 𝑢𝑢�(ω)ℎ�∗(ω), формула 
восстановления 𝑢𝑢(𝑥𝑥) = ∫ 𝑢𝑢�(ω) e𝑗𝑗ω𝑥𝑥𝑑𝑑ω∞

−∞  для функ-
ции при ее значении 𝑢𝑢(0) дает значение: 

� 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ∗(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= 𝑔𝑔(0) =
1
2π

� 𝑢𝑢�(ω)𝑑𝑑ω
∞

−∞

=

=
1
2π

� 𝑢𝑢�(ω)ℎ�∗(ω)𝑑𝑑ω.
∞

−∞

 

Тогда при выполнении равенства u = h имеем: 

� | 𝑢𝑢(𝑥𝑥) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=
1
2π

� | 𝑢𝑢�(ω) |2𝑑𝑑ω
∞

−∞

. (10) 

Заметим, что формула (10) согласуется с равен-
ством Планшереля [35]. 

Рассмотренные леммы дают основание для по-
строения функции с компактной локализацией 
энергии как во временно́й области, для 𝑢𝑢, так и в 
частотной – для ее преобразования Фурье 𝑢𝑢� . Регу-
лировать частотно-временны́е размеры функции, 
т. е. масштабировать ее возможно при помощи па-
раметра 𝑎𝑎. Если учесть, что 𝑎𝑎 < 1, то тогда для 
функции 𝑢𝑢𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎−1/2𝑢𝑢(𝑡𝑡/𝑎𝑎) ее преобразование 
Фурье 𝑢𝑢�𝑎𝑎(ω) = √𝑎𝑎𝑢𝑢�(𝑎𝑎ω) расширяется в 1/𝑎𝑎 раз, 
т. е., теряя в частотной локализации, получаем 
аналогичный выигрыш во временно́й. Сам частот-
но-временно́й разброс концентрации энергии 
ограничен принципом неопределенности Гайзен-
берга [36], когда плотность вероятности локали-
зации в момент 𝑡𝑡 будет определяться как 
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 | 𝑢𝑢(𝑡𝑡) | 2, а для частотной области в момент ω, 

соответственно – 1
2π ‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 | 𝑢𝑢�(ω) | 2.  

Тогда среднее положение по времени может 
быть найдено как: 

ν =
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 � 𝑡𝑡 | 𝑢𝑢(𝑡𝑡) | 2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

, (11) 

а по частоте: 

ξ =
1

2π ‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 � ω | 𝑢𝑢�(ω) |2𝑑𝑑ω
∞

−∞

. (12) 

Очевидно, что дисперсии разброса во времени и 
по частоте будут равны: 

σ𝑡𝑡2 =
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 �(𝑡𝑡 − ν)2| 𝑢𝑢(𝑡𝑡) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

, (13) 

σω2 =
1

2π ‖ 𝑢𝑢 ‖ 2 �(ω − ν)2| 𝑢𝑢�(ω) | 2𝑑𝑑ω
∞

−∞

. (14) 

Для вейвлет-функции эти значения определя-
ются как σ𝑡𝑡2 = Δψ, σω2 = Δψ� . 

Теорема 1. 
Временная дисперсия σ𝑡𝑡2 и частотная дисперсия 

σω2  функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) удовлетворяет неравенству 
σ𝑡𝑡2σω2 ≥ 1/4. Неравенство переходит в равенство 
тогда и только тогда, когда существуют (ν, ξ, 𝑎𝑎,
𝑏𝑏) ∈ 𝑹𝑹2 × 𝑪𝑪2 такие, что: 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎exp[𝑗𝑗ξ 𝑡𝑡 − 𝑏𝑏 (𝑡𝑡 − ν)2]. 

Доказа тельс тво . 
Предположим, что lim

|  𝑡𝑡 |→∞
√𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 0. Тогда, если 

‖ 𝑢𝑢 ‖ = 1, а средняя временна́я и частотная лока-
лизации 𝑢𝑢 соответственно равняются ν и ξ, то 
среднее временно́е и частотное положение 
exp(−𝑗𝑗ξ𝑡𝑡) 𝑢𝑢(𝑡𝑡 + ν) будет равно нулю. Следователь-
но, достаточно доказать выполнение условия, что 
ν = ξ = 0.  

При этом следует отметить, что: 

σ𝑡𝑡2σω2 =
1

2π ‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � | 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

� | ω𝑢𝑢�(ω) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

. 

Так как 𝑗𝑗ω𝑢𝑢�(ω) есть преобразование Фурье от 
𝑢𝑢′(𝑡𝑡) (согласно лемме 3), то равенство (10), приме-
ненное к 𝑗𝑗ω𝑢𝑢�(ω) (ко второму сомножителю правой 
части равенства), дает: 

σ𝑡𝑡2σω2 =
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � | 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)| 2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

. 

Применим к полученному выражению неравен-
ство Шварца [35]: 

σ𝑡𝑡2σω2 ≥
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � � | 𝑡𝑡𝑢𝑢′(𝑡𝑡)|2𝑢𝑢∗(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

�

 2

, 

σ𝑡𝑡2σω2 ≥
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � � 𝑡𝑡/2[𝑢𝑢′(𝑡𝑡)𝑢𝑢∗(𝑡𝑡) + 𝑢𝑢′∗(𝑡𝑡) 𝑢𝑢(𝑡𝑡)] 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

�

 2

, 

σ𝑡𝑡2σω2 ≥
1

4 ‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � � | 𝑢𝑢(𝑡𝑡)| 2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

�

 2

=
1
4

. 

Для получения равенства: 

σ𝑡𝑡2σω2 ≥ 1/4 (15) 

неравенство Шварца, примененное к: 

σ𝑡𝑡2σω2 ≥
1

‖ 𝑢𝑢 ‖ 4 � � | 𝑡𝑡𝑡𝑡′(𝑡𝑡) |2𝑢𝑢∗(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

�

 2

, 
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должно перейти в равенство. Это означает, что 
существует 𝑏𝑏 ∈ 𝑪𝑪 такое, что: 

𝑢𝑢′(𝑡𝑡) = −2𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑡𝑡). (16) 

Следовательно, существует 𝑎𝑎 ∈ 𝑪𝑪 такое, что 
𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎exp(−𝑏𝑏𝑡𝑡2).  

Если ν ≠ 0 и ξ ≠ 0, то соответствующие сдвиги 
по времени и по частоте приводят к: 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎exp[𝑗𝑗ξ𝑡𝑡 − 𝑏𝑏(𝑡𝑡 − ν)2]. (17) 

По своей сути ИВП является процедурой аф-
финного представления исследуемого процесса в 
кратномасштабном базисе вейвлет-функций, по-
скольку каждое окно формируется в результате 
линейного изменения параметров 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏.  

Физический смысл рассмотренных операций 
заключается в последовательной корреляции ис-
следуемого процесса 𝑧𝑧(𝑡𝑡) с аффинными копиями 
базисного вейвлета ψ.  

Таким образом, результат (3) и (6) (𝑊𝑊ψ𝑧𝑧)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) 
определяет расположение (в терминах 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑡𝑡•), 
«размер» (в терминах параметра 𝑎𝑎) и область из-
менения 𝑧𝑧(𝑡𝑡) с учетом способностей сжатия (рас-
тяжения) и сдвига. Следовательно, в своей сово-
купности информация, содержащаяся в ИВП 
(𝑊𝑊ψ𝑧𝑧)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎), полностью характеризует исследуе-
мый процесс, а значит, на ее основе можно восста-
новить (репродуцировать) исходное значение 𝑧𝑧(𝑡𝑡).  

Однако невозможность обратного репродуци-
рования говорит о неоднозначности разложения. 
Примером неоднозначного представления являет-
ся корреляция и процедура одномерного преобра-
зования Фурье [27]. 

В общем случае вейвлет-базис {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘} является 
двойственным базисом разложения, т. е. он позво-
ляет осуществлять обратную репродукцию [37]. 
Однако, строго придерживаясь математических 
позиций, возможны четыре ситуации восстанов-
ления, определяющие ограничения на область 
определения на (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢).  

Первое условие: восстановление по (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎), 
𝑏𝑏, 𝑎𝑎 ∈ 𝑹𝑹.  

Одним из условий данного восстановления яв-
ляется наличие константы: 

𝐶𝐶ψ = �
� ψ�(ω) �2

| ω| 𝑑𝑑ω
∞

−∞

< ∞. (18) 

Конечность константы (18) сужает класс функ-
ций ψ из 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), которые могут использоваться в 
качестве базисных в ИВП.  

Так, если ψ – функция-окно, то она принадле-
жит пространству 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), т. е.: 

� | ψ(𝑥𝑥) | 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

< ∞, (19) 

но в этом случае ψ�  должна быть непрерывной 
функцией. Докажем это утверждение. 

Теорема 2. 
Пусть 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹). Тогда ее преобразование Фурье 

𝑢𝑢�  обладает следующими свойствами:  
− (а) 𝑢𝑢� ∈ 𝐿𝐿∞(𝑹𝑹), где ‖ 𝑢𝑢�  ‖ ∞ ≤ ‖ 𝑢𝑢 ‖ 1;  
− (б) 𝑢𝑢�  равномерна и непрерывна на 𝑹𝑹;  
− (в) 𝑢𝑢′(ω) → 0 при ω → ±∞. 
Доказа тельс тво . 
В условии (а) рассматривается норма значения 

𝑢𝑢� . Учитывая что 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) ∈ 𝐿𝐿∞(𝑹𝑹), то любое значение 
в 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) никогда не превысит его величины в 
𝐿𝐿∞(𝑹𝑹). Следовательно, при соответствующем нор-
мировании на указанные величины всегда будет 
выполняться неравенство ‖ 𝑢𝑢�  ‖ ∞ ≤ ‖ 𝑢𝑢 ‖ 1.  

Для доказательства (б) возьмем произвольное 
δ, и рассмотрим: 

sup
ω

 | 𝑢𝑢�(ω + δ) − 𝑢𝑢�(ω) | = 

= sup 
ω

� � e−𝑗𝑗ω𝑥𝑥(e−𝑗𝑗δ𝑥𝑥 − 1) 
∞

−∞

𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 � ≤  

≤  � | exp(−𝑗𝑗δ𝑥𝑥) − 1 | × | 𝑢𝑢(𝑥𝑥) |𝑑𝑑𝑑𝑑.
∞

−∞

 

Так как: 
|exp(−𝑗𝑗δ𝑥𝑥) − 1| × |𝑢𝑢(𝑥𝑥)| ≤ 2| 𝑢𝑢(𝑥𝑥)| ∈ | exp(−𝑗𝑗δ𝑥𝑥) − 1| → 0, 

при δ → 0, то по теореме Лебега о переходе к пре-
делу под знаком интеграла имеем, что величина, 
стоящая справа, стремится к нулю при δ → 0. 

Утверждение (в) называют леммой Римана−Ле-
бега. При ее доказательстве заметим, что если 𝑢𝑢′ 
существует и принадлежит 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), то из леммы 2 и 
утверждения (а) имеем при ω → ±∞: 

| 𝑢𝑢�(ω) | =
1

(ω)
| 𝑢𝑢�′(ω)| ≤

1
(ω)

‖ 𝑢𝑢′‖1 ⟶ 0. 

В общем случае для любого ε > 0 можно найти 
функцию 𝑔𝑔 такую, что 𝑔𝑔, 𝑔𝑔′ ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) и ‖ 𝑢𝑢 − 𝑔𝑔 ‖ 1 <
< ε. Тогда из утверждения (а) имеем: 

| 𝑢𝑢�(ω) | ≤ | 𝑢𝑢�(ω) − 𝑔𝑔�(ω)| + | 𝑔𝑔�(ω) | ≤ 

≤ ‖ 𝑢𝑢 − 𝑔𝑔 ‖1 + | 𝑔𝑔�(ω)| < ε + | 𝑔𝑔�(ω)|. 

Заметим, хотя 𝑢𝑢�(ω) → 0 при ω → ±∞ выполня-
ется для любой 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), это не означает, что и 𝑢𝑢�  
обязательно принадлежит 𝐿𝐿1(𝑹𝑹). Примером явля-
ется функция Хевисайда: 

𝑢𝑢𝐻𝐻(𝑥𝑥) = �1 для 𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎
0 для 𝑥𝑥 < 𝑎𝑎. (20) 

В 𝑢𝑢(𝑥𝑥) = e−𝑥𝑥𝑢𝑢𝐻𝐻(𝑥𝑥), которая принадлежит 𝐿𝐿1(𝑹𝑹), 
в то время как ее преобразование Фурье 𝑢𝑢�(ω) =
=  1

1+𝑗𝑗ω
 пространству 𝐿𝐿1(𝑹𝑹) не принадлежит.  

Из (18) следует, что функция 𝑢𝑢�  обращается в 
нуль в начале координат, другими словами: 
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� Ψ(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0.
∞

−∞
 (21) 

Следовательно, базисный вейвлет должен пред-
ставлять гладкую функцию с высокой временной 
локализацией, тогда формула реконструкции ис-
ходного процесса из ИВП будет иметь вид [14]: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

=
1
𝐶𝐶ψ

� ��
��𝑊𝑊ψ𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)� ×

×  �| 𝑎𝑎 |−
1
2ψ �

𝑥𝑥 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

��
�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

,
𝐑𝐑2

 

𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). 

(22) 

Здесь 𝑹𝑹2 = 𝑹𝑹 × 𝑹𝑹.  
Следует заметить, что в выражении (22) ядро 

| 𝑎𝑎 |−1/2ψ �𝑥𝑥−𝑏𝑏
𝑎𝑎
� с точностью до знака комплексного 

сопряжения используется в ИВП (3) и (6), что го-
ворит о двойственности базисного вейвлета ψ. 

Второе условие: восстановление процесса (сиг-
нала) по его ИВП (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎), 𝑏𝑏 ∈ 𝑹𝑹, 𝑎𝑎 > 0.  

В практических реализациях, когда в качестве 
анализируемой функции выступает реальный 
сигнал, область интегрирования при реставрации 
ограничивается до 𝑹𝑹 × (0, ∞). В этом случае для 
базисных вейвлетов достаточно соответствия 
условию: 

�
� ψ�(ω) �2

| ω |
𝑑𝑑ω

∞

0

= �
� ψ�(−ω) �2

| ω |
𝑑𝑑ω =

∞

0

𝐶𝐶ψ
2

< ∞. (23) 

Тогда для любой ψ, удовлетворяющей (23), фор-
мула реконструкции имеет вид: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

=
2
𝐶𝐶ψ

� ��
��𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)� ×

× �| 𝑎𝑎 | −12ψ �
𝑥𝑥 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

�� 
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

,
∞

0

 

𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). 

(24) 

Близость выражений (24) и (22) позволяет 
предположить, что и в этом случае отсутствует 
свойство единственности двойственного. Однако 
здесь в большей степени интересным видится вы-
полнение самого условия реконструкции. Докажем 
правомерность данного утверждения. 

Теорема 3. 
Пусть ψ ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) – вещественная функция, такая 

что: 

𝐶𝐶ψ = �
� ψ�(ω) � 2

| ω |
𝑑𝑑ω

∞

−∞

< ∞. 

Тогда любая функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) удовлетворяет 
равенствам: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

=
1
𝐶𝐶ψ

� ��𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) �| 𝑎𝑎 | −12ψ �
𝑥𝑥 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

��
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

0

 

и 

� | 𝑢𝑢(𝑥𝑥) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=
1
𝐶𝐶ψ

� � [(𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)]2  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

0

. 

Доказа тельс тво . 
Представим через υ(𝑥𝑥) – интеграл справа выра-

жения: 
𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

=
1
𝐶𝐶ψ

� �(𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) �| 𝑎𝑎 | −1/2ψ �
𝑥𝑥 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

��
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

0

 

как интеграл от сверток. Тогда подстановка 
(𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) = ⟨𝑢𝑢,ψ𝑎𝑎

∗ (𝑏𝑏)⟩, где ψ𝑎𝑎 (𝑏𝑏) = 𝑎𝑎−1/2ψ(𝑥𝑥/𝑎𝑎), 
дает: 

(𝑥𝑥) =
1
𝐶𝐶ψ

���𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎),ψ𝑎𝑎(𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

0

= 

=
1
𝐶𝐶ψ

�⟨𝑢𝑢,ψ𝑎𝑎
∗ (𝑏𝑏),ψ𝑎𝑎(𝑥𝑥)⟩

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

0

. 

В то же время преобразование Фурье от υ(𝑥𝑥) 
есть: 

𝛖𝛖�(ω) =
1
𝐶𝐶ψ

� 𝑢𝑢�(ω)√𝑎𝑎ψ�∗(𝑎𝑎ω)√𝑎𝑎ψ�∗(𝑎𝑎ω)
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

0

= 

=
𝑢𝑢�(ω)
𝐶𝐶ψ

�� ψ�(𝑎𝑎ω) �2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎

∞

0

. 

Так как ψ – вещественная функция, то 
� ψ�(−ω) �2 = � ψ�(ω) �2.  

Следовательно, сделав замену переменных ξ =
=  𝑎𝑎ω, получаем, что: 

υ�(ω) =
𝑢𝑢�(ω)
𝐶𝐶ψ

�
� ψ�(ξ)�2

ξ
𝑑𝑑ξ

∞

0

= 𝑢𝑢�(ω). 

Таким образом, если равны преобразования 
Фурье функций, то, следовательно, равны и их 
временные образы.  

Для доказательства справедливости условия: 

� | 𝑢𝑢(𝑥𝑥) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=
1
𝐶𝐶ψ

� � [�𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)]2  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

,
∞

−∞

∞

0

 

воспользуемся следующим фактом, что преобра-
зование Фурье по 𝑏𝑏 от (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) есть 𝑢𝑢�(ω +
+ 𝑏𝑏)ψ�(ω). Тогда в соответствии с леммой 3 форму-
ла (10), примененная к правой части, дает: 

1
𝐶𝐶ψ

� � [(𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)] 2  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

0

= 

=
1
𝐶𝐶ψ

�
∞

0

1
𝐶𝐶ψ

�� 𝑢𝑢�(ω + 𝑏𝑏)ψ�(ω) �2𝑑𝑑ω 𝑑𝑑𝑑𝑑.
∞

0
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Из применения теоремы Фубини [35] следует: 

1
𝐶𝐶ψ

�  | 𝑢𝑢�(ω + 𝑏𝑏)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

= ‖ 𝑢𝑢 ‖2,   

отсюда вытекает равенство: 

�  | 𝑢𝑢(𝑥𝑥) |2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=
1
𝐶𝐶ψ

� �
[(𝑊𝑊ψ𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)]2 ×

×
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

0

. (25) 

Третье условие: восстановление по (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎), 
𝑏𝑏 ∈ 𝑹𝑹, 𝑎𝑎 = 1

2𝑖𝑖
, 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁. 

Указанное восстановление рассматривает ча-
стотно-временну́ю локализацию с частотными 
окнами: 

𝐻𝐻𝑖𝑖 = �2𝑖𝑖ω• − 2𝑖𝑖Δψ� , 2𝑖𝑖ω• + 2𝑖𝑖Δψ� �, (26) 

при том, что 𝑖𝑖 принимает значения целых чисел, 
т. е., 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁. 

Так как ИВП (3) используется для определения 
временных интервалов [𝑏𝑏 + 2−𝑖𝑖𝑡𝑡• − 2−𝑖𝑖Δψ, 𝑏𝑏 +
+ 2−𝑖𝑖𝑡𝑡• − 2−𝑖𝑖Δψ], на которых спектральное содер-
жание сигнала 𝑢𝑢 с частотами из 𝐻𝐻𝑖𝑖  лежит выше 
некоторого порога �(𝑊𝑊ψ𝑢𝑢)(𝑏𝑏, 𝑎𝑎)�. В рассматривае-
мых условиях доступна только часть информации 
об 𝑊𝑊ψ𝑢𝑢, следовательно, для реализации операции 
восстановления на базисный вейвлет должны 
налагаться более жесткие условия: 

𝐴𝐴 ≤ � �ψ�(2−𝑖𝑖ω)�2
∞

𝑖𝑖=−∞

≤ 𝐵𝐵, (27) 

где A и B – константы, не зависящие от 𝜔𝜔, причем 
0 < 𝐴𝐴 ≤ 𝐵𝐵 < ∞.  

Согласно (27), базисный вейвлет Ψ в этом слу-
чае удовлетворяет неравенствам: 

𝐴𝐴ln2 ≤ �
�ψ�(ω)�2

ω
𝑑𝑑ω,

∞

0

 

�
�ψ�(−ω)�2

ω
𝑑𝑑ω

∞

0

≤ 𝐵𝐵ln2, 

(28) 

обозначающим, что 𝐶𝐶ψ лежит между величинами 
𝐴𝐴ln2 и 𝐵𝐵ln2. 

Выполнение условия (27) для базисного вейв-
лета ψ, говорит о наличии у него двойственного 
центра ψ•, преобразование Фурье которого зада-
ется формулой: 

ψ�•(ω) =
ψ�(ω)

∑ � ψ�(2−𝑖𝑖ω)�∞
𝑖𝑖=−∞

. (29) 

Теперь формула восстановления, использующая 
двойственное преобразование (29), определяется 
следующим образом: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) = � � �2
𝑖𝑖
2�𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢�(𝑏𝑏, 2−𝑖𝑖)�

∞

−∞

∞

𝑖𝑖=−∞

×

×  {2𝑖𝑖ψ•[2𝑖𝑖(𝑥𝑥 − 𝑏𝑏)]}𝑑𝑑𝑑𝑑, 

𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). 

(30) 

Базисные функции, удовлетворяющие условию 
(27), называются двухпараметрическими вейвле-
тами [32]. 

Четвертое условие: восстановление по (𝑊𝑊ψ 𝑢𝑢)(𝑏𝑏,
𝑎𝑎), 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘2−𝑖𝑖, 𝑎𝑎 = 2−𝑖𝑖 , 𝑘𝑘, 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁.  

Данное условие ориентированно на дискретные 
выборки, когда частотная ось разбивается на диа-
пазоны, использующие степени 2 для масштабно-
го параметра 𝑎𝑎.  

Дальнейшее повышение эффективности вычис-
лительных процедур связано с двухпараметриче-
скими значениями 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘2−𝑖𝑖 на временно́й оси при 
𝑎𝑎 = 2−𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁 вместо произвольных 𝑏𝑏 ∈ 𝑹𝑹.  

Для данного случая формула ИВП имеет удоб-
ный с точки зрения построения на ее основе вы-
числительных алгоритмов вид:  

(𝑊𝑊ψ𝑢𝑢)(𝑘𝑘2−𝑖𝑖 , 2−𝑖𝑖) =

= � 𝑢𝑢(𝑥𝑥){2𝑖𝑖/2ψ(2𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝑏𝑏)} 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= �𝑢𝑢,ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘�,
 (31) 

где ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 2𝑖𝑖/2ψ(2𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝑏𝑏) при 𝑘𝑘, 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁. 
Выполнение указанных условий для ψ позволя-

ет рассматривать базисные вейвлет-функции в 
качестве R-функций, представляющие базис Рисса 
в 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) [17], т. е. линейная оболочка ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘  при 𝑘𝑘, 𝑖𝑖 ∈
𝒁𝒁 достаточно плотна в 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) так, что существуют 
положительные константы 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, 0 < 𝐴𝐴 ≤ 𝐵𝐵 < ∞, 
такие, что выполняется условие: 

𝐴𝐴 � {𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘} � 2 ≤ � � � 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘=−∞

∞

𝑖𝑖=−∞

�
 2

 2

≤

≤ 𝐵𝐵 � �𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘��
 2, 

(32) 

для всех бесконечных суммируемых с квадратом 
последовательностей {𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘}: 

�{𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘}�2 = � � � 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘�
2

∞

𝑘𝑘=−∞

∞

𝑖𝑖=−∞

< ∞. (33) 

Принадлежность ψ к классу R-функций обу-
словливает единственность базиса Рисса {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘}, а 
следовательно, единственность разложения лю-
бой функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) в вейвлет-ряд: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) = � �𝑢𝑢,ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘� ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥)
∞

𝑖𝑖,𝑘𝑘=−∞

. (34) 

Для существования ряда (34) должна существо-
вать некоторая функция ψ� ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), определяющая 
двойственный базис как: 
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ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘 = ψ�𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥), (35) 

где ψ�𝑖𝑖,𝑘𝑘  определяется ψ�𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 2𝑖𝑖/2ψ�(2𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝑘𝑘).  
Рассмотренный подход позволяет более строго 

определить вейвлет-функцию следующим обра-
зом [38]. Так, R-функция ψ ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) называется R-
вейвлетом (или вейвлетом), если существует 
функция ψ� ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) такая, что {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘} и {ψ�𝑖𝑖,𝑘𝑘} явля-
ются двойственными базисами в 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). Если ψ – R-
вейвлет, то ψ�  называют двойственным вейвлетом, 
соответствующим ψ.  

Признаком «двойственности» вейвлета являет-
ся его ортогональность. Однако самая важная осо-
бенность двойственного вейвлета состоит в сим-
метричности пары (ψ, ψ�), т. е. ψ является двой-
ственным для ψ� , и, как следствие, единственности 
разложения любой функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) в вейвлет-
ряд, где каждый коэффициент 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑘𝑘 есть ИВП 𝑢𝑢 от-
носительно ψ�  двойственного ψ, вычисленное в 
точках временной шкалы: 

(𝑏𝑏, 𝑎𝑎) = (𝑘𝑘2−𝑖𝑖 , 2−𝑖𝑖). (36) 

В соответствии с данным определением каждый 
вейвлет ψ в порожденном им базисе Рисса {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘} 
образует так называемое «замыкание» линейной 
оболочки {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘: 𝑘𝑘 ∈ 𝒁𝒁} на каждом уровне декомпо-
зиции 𝑊𝑊𝑖𝑖  при 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁: 

𝑊𝑊𝑖𝑖 = clos𝐿𝐿2(𝑹𝑹)�ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘: 𝑘𝑘 ∈ 𝒁𝒁�. (37) 

Следовательно, пространство 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) может быть 
разложено в прямую сумму подпространств 𝑊𝑊𝑖𝑖: 

𝐿𝐿2(𝑹𝑹) = �𝑊𝑊𝑖𝑖
𝑖𝑖∈𝒁𝒁

, (38) 

причем для каждого из базисных вейвлетов раз-
ложение (23) будет единственным (в (38) берутся 
прямые суммы).  

Очевидно, что при условии ортогональности ψ 
подпространства Wi также будут ортогональны, и 
сумма (38) становится ортогональной суммой: 

𝐿𝐿2(𝑹𝑹) =⊕
𝑖𝑖∈𝐙𝐙

𝑊𝑊𝐢𝐢 =. . .⊕𝑊𝑊−1 ⊕𝑊𝑊0 ⊕𝑊𝑊1 ⊕. .., (39) 

а 𝑊𝑊𝑙𝑙 ⊥ 𝑊𝑊𝑚𝑚, где 𝑙𝑙, 𝑚𝑚 ∈ 𝒁𝒁, причем 𝑙𝑙 ≠ 𝑚𝑚. 
В (39) окружность вокруг знака плюс ⊕ означа-

ет ортогональную сумму. Разложение (39) назы-
вают ортогональным разложением пространства 
𝐿𝐿2(𝑹𝑹) [35]. 

Вместе с тем разложение (39) не использует все 
ортогональные свойства {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘}, а именно то, что 
для каждого 𝑖𝑖 �ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘 , ψ𝑖𝑖,𝑙𝑙� = δ𝑘𝑘,𝑙𝑙 . Это означает, что 
существует широкий класс вейвлетов, которые 
могут использоваться для порождения ортого-
нальных порождений 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). В частности, к тако-
вым следует отнести полуортогональные вейвле-
ты, позволяющие конструировать ортогональные 
базисы. 

Вейвлет ψ в 𝐿𝐿2(𝑹𝑹) называется полуортогональ-
ным вейвлетом [27], если порожденный им базис 
Рисса {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘} удовлетворяет равенству: 

�ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘,ψ𝑙𝑙,𝑚𝑚� = 0, 
𝑖𝑖 ≠ 𝑙𝑙; 

𝑖𝑖, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝒁𝒁. 
(40) 

Особенностью полуортоганальных вейвлетов 
является возможность порождения разложения 
𝐿𝐿2(𝑹𝑹) в виде прямой суммы (+̇ является знаком 
прямой суммы) замкнутых подпространств (39), 
так что для каждого 𝑖𝑖 ∈ 𝒁𝒁 будут существовать за-
мкнутые подпространства вида: 

𝑉𝑉𝑖𝑖 = . . . +̇𝑊𝑊𝑖𝑖−2+̇𝑊𝑊𝑖𝑖−1. (41) 

Таким образом, обобщая полученные результа-
ты, можно определить следующие важные свой-
ства вейвлет-функций, адаптированные к реше-
нию задач синтеза масштабно-временны́х распре-
делений. 

Свойство 1. Локализация базисной функции во 
временном и спектральном пространстве: 

Δ 𝐹𝐹𝐹𝐹 = const. (42) 
Свойство 2. Наличие нулевого среднего:  

� ψ(𝑡𝑡)
∞

−∞

 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, (43) 

более жесткие требования – все первые 𝑚𝑚 момен-
тов были равны нулю: 

� 𝑡𝑡𝑚𝑚ψ(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0
∞

−∞

 (44) 

(вейвлет-функция, удовлетворяющая условию 
(44), называется вейвлетом m-го порядка). 

Свойство 3. Ограниченность энергии: 

� |ψ(𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞
∞

−∞

. (45) 

Оценка локализации и ограниченности пред-
ставляется следующим образом: 

| ψ(𝑡𝑡) | <
1

1 + | 𝑡𝑡 | 𝑚𝑚 (46) 

или 

� ψ�(ω) � <
1

1 + | 𝑘𝑘 − ω0|𝑚𝑚 , (47) 

где ω0 – доминантная частота вейвлета, при этом 
𝑘𝑘 – по возможности большое число.  

Данное свойство гарантирует выполнение про-
цедур обратного вейвлет-преобразования для ре-
ставрации сигнала конечной длительности. 

Свойство 4. Сохранение самоподобия для всех 
вейвлетов, определяющих базис реконструкции. В 
частности, все вейвлеты одного базиса представ-
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ляют масштабные копии друг друга, что допускает 
использование любого из них в качестве порож-
дающего, т.е. материнского [38]. 

 
Формирование кратномасштабных  
пространств на основе интегрального 
вейвлет-преобразования 

Для практических приложений процедур вейв-
лет-преобразований к обработке реальных сигна-
лов целесообразно параметр масштабирования 𝑎𝑎 
рассматривать, исходя из следующей интерпрета-
ции. Поскольку исходный материнский вейвлет 
локализуется вокруг некоторой ненулевой часто-
ты 𝑓𝑓0 при значении параметра масштаба 𝑎𝑎 = 1, то 
процесс масштабирования есть не что иное, как 
переход к новому значению частоты 𝑓𝑓𝑎𝑎, вокруг ко-
торой теперь уже будет локализоваться базисная 
вейвлет-функция. 

Тогда процедуру ИВП (3) можно представить 
как совокупность сверток анализируемого сигнала 
с вейвлетами, базисная частота которых опреде-
ляется выражением: 

𝑓𝑓𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 𝑓𝑓0. (48) 

В результате формируемое ИВП имеет прием-
лемое частотно-временно́е разрешение как на 
крупных, так и на мелких масштабах частоты. В 
ряде работ [32] процедуру (3) применительно к 
обработке сигналов называют непрерывным 
вейвлет-преобразованием (НВП), а ее результат − 
вейвлет-коэффициентами.  

Поскольку в общем случае параметры 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 ме-
няются непрерывно, то множество базисных 
функций, осуществляющих декомпозицию сигна-
ла, избыточно.  

Очевидно, здесь необходимо дискретизацию 
параметров 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 осуществить таким образом, 
чтобы при снижении избыточности описания со-
хранялась общность свойств НВП. 

В [40] предложен следующий подход к выбору 
параметров НВП: 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎0𝑖𝑖 ;   𝑏𝑏 = 𝑘𝑘 𝑏𝑏 0𝑎𝑎0𝑖𝑖 ,   𝑖𝑖, 𝑘𝑘 ∈ 𝒁𝒁,
𝑎𝑎0 > 1, 𝑏𝑏0 ≠ 0. (49) 

Поскольку параметр 𝑏𝑏0 в принципе произволь-
ный, то целесообразно положить 𝑏𝑏 0 = 1. Взаимо-
связь параметров (49) позволяет сделать вывод, 
что с увеличением масштаба увеличивается и раз-
мер шага сдвига вдоль временной оси. 

Рациональность данного подхода объясняется 
тем, что при анализе с большим масштабом мел-
кие детали не так уж важны, в то время как при 
малых масштабах значение малоразмерных дета-
лей значительно возрастает. Тогда в соответствии 
с четвертым условием восстановления исходный 
вид базисного вейвлета с дискретными значения-
ми параметров 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 можно представить в следу-
ющем виде: 

ψ𝑗𝑗,𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0
−𝑖𝑖2ψ �𝑎𝑎0−𝑖𝑖𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�. (50) 

Формула (50) является обобщающей по отно-
шению к (31). Следует отметить: условие того, что 
множество {ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑡𝑡)}𝑖𝑖,𝑘𝑘∈𝒁𝒁 образует ортонормиро-
ванную систему, т. е. любая функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), ха-
рактеризующая сигнал, может быть представлена 
рядом в соответствии с (50): 

𝑢𝑢 = ��𝑢𝑢,ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘� ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘
𝑖𝑖,𝑘𝑘∈𝑍𝑍

. (51) 

Аналитическое описание (51) по своим атрибу-
там близко к разложению в ряд Фурье по экспо-
ненциальным функциям e𝑘𝑘 = e𝑗𝑗𝑗𝑗 . Однако экспо-
ненциальная функция имеет глобальный носи-
тель, следовательно, все члены разложения Фурье 
в каждой точке пространства параметра 𝑥𝑥 зависят 
от значения самой функции 𝑢𝑢. В противополож-
ность гармоническим функциям, вейвлет имеет 
компактный носитель, поэтому только члены раз-
ложения ряда (51), соответствующие ψ𝑖𝑖,𝑘𝑘  с 𝑖𝑖, 2−𝑘𝑘 в 
окрестности точки 𝑥𝑥, вносят наибольший вклад в 
функцию в этой окрестности.  

Другой важной особенностью вейвлет-
разложения является то, что коэффициенты каж-
дого уровня декомпозиции содержат всю инфор-
мацию о степени гладкости сигнала. 

Дискретизированное преобразование на основе 
вейвлета (50) в [40] определяют как ряды вейвле-
тов непрерывного времени по аналогии с терми-
нологией преобразования Фурье.  

Представление сигналов на их основе реализу-
ется путем соответствующей дискретизации НВП 
(3) с учетом (50): 

𝑊𝑊𝑖𝑖,𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎0
−𝑖𝑖/2ψ(𝑎𝑎0−𝑖𝑖𝑡𝑡 − 𝑘𝑘)𝑧𝑧(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞

. (52) 

Репродукция исходного сигнала 𝑧𝑧(𝑡𝑡) из коэф-
фициентов его декомпозиции (52) возможна толь-
ко в рамках следующих ограничений:  

𝐴𝐴 ‖ 𝑧𝑧(𝑡𝑡) ‖ 2 ≤ ��� 𝑊𝑊𝑖𝑖,𝑘𝑘  � 2 ≤ 𝐵𝐵 ‖ 𝑧𝑧(𝑡𝑡)‖ 2

𝑘𝑘∈𝑍𝑍𝑖𝑖∈𝑍𝑍

, (53) 

где 𝐴𝐴 > 0, а 𝐵𝐵 < ∞.  
Выбор 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 1 и 𝑎𝑎0 = 2 обеспечивает полную 

реконструкцию, поскольку тогда семейство 
вейвлетов ψ𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡) образует ортогональный ба-
зис [41]:  

𝑧𝑧(𝑡𝑡) =
1
𝐶𝐶ψ

��𝑊𝑊𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑎𝑎0−𝑖𝑖/2ψ (𝑎𝑎0−𝑖𝑖𝑡𝑡 − 𝑘𝑘).
 𝑘𝑘∈𝒁𝒁𝑖𝑖∈𝒁𝒁

 (54) 

В общем случае восстановленный сигнал может 
и не совпадать с исходным, но будет близок к нему 
с точки зрения обеспечения минимума средне-
квадратической ошибки аппроксимации. Рассмот-
ренные условия декомпозиции и реконструкции 
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полностью вписываются в рамки четвертого усло-
вия восстановления ИВП. 

Для дискретных параметров 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, определяе-
мых формулой (49), рациональным видится выбор 
𝑎𝑎0 = 2, а 𝑏𝑏0 = 1, поскольку в этом случае алгорит-
мы расчета вейвлет-коэффициентов легко вписы-
вается в концепцию цифровой обработки.  

Сетка дискретизации, обеспечиваемая при 𝑎𝑎0 =
= 2 и 𝑏𝑏0 = 1, называется диадической, а формиру-
емое на ее основе вейвлет-преобразование – диад-
ным [42].  

Так, на рисунке 3 представлен фрагмент много-
компонентного сигнала и его кратномасштабное 
представление на основе диадного вейвлет-пре-
образования (в [32] совместные масштабно-вре-
менны́е распределения на основе вейвлет-преоб-
разований определены как масштабограммы). 

 

Рис. 3. Многокомпонентный сигнал 
и его масштабограмма на основе диадного  

вейвлет-преобразования 

Адаптивный характер вейвлет-преобразования, 
позволяющий в равной степени подчеркнуть, как 
мелкие особенности анализируемого процесса, так 
и его крупные детали, позволяет предположить о 
наличии высоких помехоустойчивых свойств у 
масштабных представлений. На рисунке 4 пред-
ставлены фрагменты: исходного тестового сигна-
ла; зашумленного тестового сигнала; масштабо-
грамма (модуль коэффициентов вейвлет-преоб-
разования) зашумленного тестового сигнала. 

Анализ результатов, представленных на рисун-
ке 4, показывает, что основные искажения 
вейвлет-коэффициентов, вызванные воздействи-
ем шумов, сосредоточены в высокочастотной об-
ласти масштабограммы. Это объясняется низкой 
стационарностью шумовых компонент. А так как 
быстрые изменения в частотной области пред-
ставляются широкополосными процессами, то они 
как раз и будут сосредоточиваться в части мас-
штабограммы, соответствующей области с высо-
ким разрешением. Следовательно, если при об-
ратной реконструкции не использовать вейвлет-
коэффициенты, пораженные шумом, то восста-
новленный процесс будет свободен от шумов. Это 

позволяет сделать вывод о помехоустойчивости 
совместных преобразований, построенных на ос-
нове вейвлетов. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Графическое представление: а) тестовый много-
компонентный сигнал без шумов и в аддитивных шумах;  

б) масштабограмма зашумленного тестового сигнала 

Следует отметить, что рассмотренный выбор 
параметров для условия (49) не является един-
ственным.  

Так, масштабирование, кратное двум при усло-
вии непрерывности временного сдвига, ведет к 
синтезу вейвлет-фреймов [42].  

Вейвлет-фреймы являются промежуточным 
преобразованием между интегральным и диад-
ным представлением, поскольку непрерывность 
параметра сдвига ведет к избыточности описания 
при декомпозиции процессов. 

 
Билинейные формы распределений аффинного 
класса 

Анализ свойств различных форм совместных 
ЧВР класса Коэна выявил ряд проблем, возникаю-
щих при их непосредственном использовании в 
практических задачах обработки нестационарных 
процессов [23].  

Поиск возможных путей их решений позволил 
выйти на так называемые гибридные распределе-
ния [14]. Данное направление, базирующееся на 
методологии масштабно-временного анализа, яв-
ляется наиболее продуктивным, поскольку ги-
бридные распределения объединяют в себе поме-
хоустойчивость вейвлет-преобразований и метро-
логические характеристики ЧВР класса Вигнера.  

Успешное решение частных задач на основе ги-
бридных распределений в [14] определяет праг-
матизм их практического применения. 
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В свое время Л. Коэн установил, что все совмест-
ные ЧВР обладают характерным свойством инва-
риантности частотно-временно́му сдвигу (см. фор-
мулу 40 в [2]). Однако, рассмотрение с этих позиций 
реализации процесса вейвлет-преобразования поз-
воляет сделать вывод, что в процедурах формиро-
вания вейвлет-коэффициентов данное свойство 
будет трансформировано [14].  

Действительно, в классе Коэна переход в част-
ную область осуществлялся посредством процедур 
преобразований Фурье, реализуемых системой 
однотипных полосовых фильтров, сдвинутых от-
носительно друг друга (рисунок 5а).  

При формировании вейвлет-спектра имеем дело 
с системой фильтров, полосы пропускания кото-
рых являются масштабными версиями друг друга 
(рисунок 5б). 

 
а)   б) 

Рис. 5. Система фильтров, обеспечивающая  
формирование: а) распределений класса Коэна;  

б) вейвлет-преобразований 

Очевидно, что частотная инвариантность рас-
пределений, синтезированных на основе системы 
(рисунок 5б), будет определяться законом изме-
нения полосы пропускания образующих ее филь-
тров. 

Учитывая указанные обстоятельства для филь-
трации, определяемой положениями кратномас-
штабного анализа (рисунок 5б), получаемая инва-
риантность получила название аффинной [10]. 

Согласно аффинной инвариантности любые 
масштабные изменения частоты и временные 
сдвиги, происходящие в сигнале 𝑧𝑧(𝑡𝑡), вызывают 
аналогичные масштабно-временные изменения в 
формируемом распределении ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡): 

𝑧𝑧(𝑡𝑡)         →     �𝑓𝑓𝑧𝑧(𝑓𝑓(τ − 𝑡𝑡))
↓                        ↓

ρ𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡)    →     ϖ𝑧𝑧 �
ν
𝑓𝑓

, 𝑓𝑓(τ − 𝑡𝑡)� ,
 (55) 

где ϖ𝑧𝑧 – масштабно-временное распределение.  
Выражение (55) получено, исходя из условий 

представления аффинного сдвига в виде: 1
√𝑎𝑎
𝑧𝑧 �τ−𝑡𝑡

𝑎𝑎
�, 

где 𝑎𝑎 = 𝑓𝑓0 𝑓𝑓⁄  – коэффициент масштаба частоты; 𝑓𝑓0– 
центральная частота, полоса пропускания филь-
тра (рисунок 5б). Применительно к ИВП – это цен-
тральная частота базисного вейвлета [43].  

Если положить 𝑓𝑓0 = 1 Гц, тогда процедуру в ИВП, 
адаптированную к обработке сигнала, с учетом 
(48) можно представить в следующем виде:  

𝑊𝑊𝑧𝑧(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) = �𝑓𝑓�𝑧𝑧(τ)ψ∗(𝑓𝑓(τ − 𝑡𝑡))𝑑𝑑τ
τ

= 

= 1 �𝑓𝑓⁄ �𝑧̂𝑧(ν)ψ�∗(ν/𝑓𝑓)exp(𝑗𝑗2π𝑓𝑓ν)𝑑𝑑ν
ν

. 
(56) 

Инвариантность (55) позволила определить аф-
финный класс масштабно-временны́х распределе-
ний (МВР) [19]. Если аффинный сдвиг в сигнале по 
времени рассматривать как: 

𝑧𝑧(𝑡𝑡) → 𝑧𝑧𝑎𝑎�⃑ ,𝑏𝑏�⃗ (𝑡𝑡) =
1

�| 𝑎⃑𝑎 |
𝑧𝑧 �

𝑡𝑡 − 𝑏𝑏�⃑
𝑎⃑𝑎

�, (57) 

то его сдвиг в частотной области соответственно 
можно выразить как: 

𝑧̂𝑧(ν) → 𝑧̂𝑧𝑎𝑎�⃑ ,𝑏𝑏�⃗ (ν) = �| 𝑎⃑𝑎 | exp�−𝑗𝑗2πν𝑏𝑏�⃑ �𝑧̂𝑧(𝑎⃑𝑎ν). (58) 

Тогда, согласно (57) и (3), а также с учетом (55) 
билинейное аффинное масштабирование совмест-
ного частотно-временно́го распределения будет 
определяться следующим образом: 

ρ(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) → ϖ𝑧𝑧𝑎𝑎��⃑ ,𝑏𝑏��⃑
�
𝑓𝑓0
𝑓𝑓

, 𝑡𝑡� = ϖ𝑧𝑧 �
𝑡𝑡 − 𝑏𝑏�⃑
𝑎⃑𝑎

,
𝑎𝑎
𝑎⃑𝑎
�, (59) 

где 𝑓𝑓0/𝑓𝑓 = 𝑎𝑎 – масштабирующий множитель.  
Учитывая возможность синтеза распределений, 

используя весовую функцию аффинного сдвига 
Π �𝑡𝑡′−𝑡𝑡

𝑎𝑎
, 𝑎𝑎𝑎𝑎′�, обобщенное МВР представим следу-

ющим образом: 

ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) = � � Π �
𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡
𝑎𝑎

, 𝑎𝑎𝑓𝑓′� ×

× ρ𝑧𝑧(𝑡𝑡′,𝑓𝑓′)𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑑𝑑𝑓𝑓′.

∞

−∞

∞

−∞

 (60) 

Масштабно-временное представление (60) адек-
ватно описывает распределение плотности сиг-
нальной энергии при условии конечности его 
энергии: 

� � Π(𝑡𝑡, ν) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑 ν

| 𝑎𝑎 ν |

∞

−∞

∞

−∞

= 1. (61) 

Таким образом, множество распределений, 
формируемых в соответствии с (60), определяют 
аффинный класс представления сигналов. Право-
мерность указанного вывода подтверждается не-
противоречием его по отношению к ЧВР класса 
Коэна.  

Действительно, если положить 𝑎𝑎 = 1, что не 
противоречит условиям определения аффинной 
группы, то выражение (60) трансформируется к 
виду (40) (см. [2]), при Π (𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡, 𝑓𝑓′) или Π (𝑡𝑡, ν).  

Общий анализ (60) показывает, что выбор кон-
кретного типа МВР формально сводится к выбору 
аффинного ядра Π (𝑡𝑡, ν), которое представляет 
двумерную сглаживающую функцию с переменной 
шириной действующей полосы частот. 
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Другой подход к синтезу обобщенного выраже-
ния для описания МВР базируется на обработке 
узкополосной функции неопределенности (ФН) 
χ(ξ, τ) с использованием обобщенной весовой 
функции аффинного преобразования 𝑈𝑈𝐴𝐴(ξ, τ): 

ϖ𝑧𝑧�𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π�� =

= � � 𝑈𝑈𝐴𝐴 �
𝑎𝑎
τ

, 𝑎𝑎ξ� χ(ξ, τ)e−𝑗𝑗2πξ𝑡𝑡𝑑𝑑ξ𝑑𝑑τ
∞

−∞

∞

−∞

, (62) 

где: 

𝑈𝑈𝐴𝐴(ξ, τ) = � � Π(ν, 𝑡𝑡) e𝑗𝑗2π(ντ+ξ𝑡𝑡)𝑑𝑑ν𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞

. (63) 

В [8] и [12] предложен подход определения 
обобщенного МВР описания сигналов с использо-
ванием двухчастотного ядра Ξ(ν, 𝑓𝑓): 

 ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) =
1

| 𝑎𝑎 |
� � Ξ(ν, 𝑓𝑓)

∞

−∞

∞

−∞

× 

×  𝑧̂𝑧 �
𝑓𝑓 − ν/2

𝑎𝑎
�  𝑧̂𝑧∗ �

𝑓𝑓 + ν/2
𝑎𝑎

�  e𝑗𝑗2πν𝑡𝑡/𝑎𝑎  𝑑𝑑ν𝑑𝑑𝑑𝑑, 

 
(64) 

где: 

Ξ(ν, 𝑓𝑓) = � Π(𝑡𝑡,𝑓𝑓)e−𝑗𝑗2πν𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

. (65) 

Очевидно, что практическая применимость МВР 
возможна лишь в том случае, когда они удовле-
творяют определенным свойствам, также как ЧВР 
класса Коэна в соответствии с таблицей 1 в [1].  

В общем случае МВР обладают рядом положи-
тельных свойств с точки зрения их практической 
применимости в обработке сигналов. 

Свойство 1. Сохранение энергии. Совпадение 
энергии сигнала 𝐸𝐸𝑧𝑧 с энергией МВР, рассредото-
ченной на масштабно-временной плоскости: 

𝐸𝐸𝑧𝑧 = � � ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

∞

−∞

. (66) 

Свойство 2. Предельные (маргинальные) свой-
ства. Спектральная плотность энергии и мгновен-
ная мощность сигнала могут быть получены из 
МВР как предельные распределения: 

� ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= | 𝑧̂𝑧(ν0/𝑎𝑎) |2, (67) 

� ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π)
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

∞

−∞

= | 𝑧𝑧(𝑡𝑡) |2. (68) 

Свойство 3. Сохранение действительных значе-
ний. Любое МВР ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) является действитель-
ной функцией, в общем случае, для любых 𝑎𝑎 ∈
𝐿𝐿2(𝑹𝑹) и 𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹). 

Свойство 4. Локализация во времени. При лю-
бом аффинном сдвиге сигнала сохраняется его 
локализация во времени: 

𝑧̂𝑧(𝑓𝑓) =
1

�𝑓𝑓
e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓𝑡𝑡0ϑ𝐻𝐻(𝑓𝑓) ⇒ 

ϖ𝑧𝑧 �
𝑓𝑓0
𝑓𝑓

, 𝑡𝑡;  Π� = 𝑓𝑓 δ(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)ϑ𝐻𝐻(𝑓𝑓), 

(69) 

где: ϑ𝐻𝐻(𝑓𝑓) = �
                0,                       𝑓𝑓 < ν1
(𝑓𝑓/ν2 + 1)/2,      ν1 ≤ 𝑓𝑓 ≤ ν2
                1,                       𝑓𝑓 > ν2

  – функ-

ция Хевисайда [36]. 

Свойство 5. Адекватность представления. Вре-
менная локализация результата скалярного про-
изведения любых двух функций 𝑧𝑧(𝑡𝑡) и 𝑢𝑢(𝑡𝑡) сохра-
няется и для произведения их МВР: 

� � 𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝑢𝑢∗(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

 �

 2

=

= � � ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π)ϖ𝑢𝑢
∗ (𝑎𝑎, 𝑡𝑡;Π)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2

.
∞

−∞

∞

−∞

 (70) 

Свойство 6. Групповая задержка. Значение груп-
повой задержки для масштабированного сигнала 
определяется как момент первого порядка его 
МВР по времени: 

𝑡𝑡𝑧𝑧 �
𝑓𝑓0
𝑎𝑎
� =

∫ 𝑡𝑡ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞

∫ ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞

. (71) 

Свойство 7. Унитарность представления [3]. Для 
узкополосных сигналов МВР совпадает с ЧВР Виг-
нера: 

ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) = ρ𝑊𝑊 �
𝑓𝑓0
𝑎𝑎

, 𝑡𝑡�. (72) 

Учитывая, что простейшим совместным распре-
делением сигнала в классе Коэна является спек-
трограмма, то воспользовавшись свойством, ана-
логичным инвариантности, определяемой выра-
жением (40), см. [2], с учетом аффинного характера 
вносимой инвариантности, можно получить ана-
логичную простейшую форму для МВР.  

Поскольку аффинная инвариантность присуща 
вейвлетам, то в качестве весовой функции целесо-
образно выбрать вейвлет-преобразование вида: 

Π(ν, 𝑡𝑡) = 𝑊𝑊ψ. (73) 

Тогда, в результате применения ядра (73) полу-
чим масштабограмму [79]: 

                       | ϖ𝑀𝑀(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) | 2 =

= � � ρ𝑊𝑊(ξ, 𝑣𝑣)𝑊𝑊ψ �
𝑣𝑣 − 𝑡𝑡
𝑎𝑎

, 𝑎𝑎ξ� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ξ .
∞

−∞

∞

−∞

 

 

(74) 
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Адекватность подхода к синтезу распределения 
(74) позволяет рассматривать масштабограмму 
как некоторый аналог спектрограммы для аффин-
ного класса.  

Сделанные предположения позволяют предпо-
ложить, что МВР (74) будет удовлетворять свой-
ствам (1) и (3), причем модуль выражения обеспе-
чивает ему наличие положительного результата 
при любом допустимом значении аргумента. 

Для исследования особенностей механизма фор-
мирования масштабограмм воспользуемся вейвле-
том Морле (вейвлет Гаусса 2-го порядка [28]).  

Обозначим для функции-окна вейвлета Морле: 
Δψ�   – спектральная ширина вейвлета, обеспечива-
ющая сглаживание в частотной области; Δψ  – дей-
ствующая ширина вейвлета, обеспечивающая сгла-
живание во временной области.  

В процессе синтеза масштабограммы согласно 
(74), значения Δψ�  и Δψ будут меняться в зависимо-
сти от масштабного множителя [35] и в общем 
случае можно записать: 

Δψ� (𝑓𝑓) = 𝑓𝑓 ⋅
Δψ�
𝑓𝑓0

; 
(75) 

Δψ(𝑓𝑓) = 𝑓𝑓0 ⋅
Δψ
𝑓𝑓

. 

Результат (75) определяет качество анализа 
процесса с позиций частотно-временно́го разре-
шения.  

В отличие от Q-анализа для ЧВР класса Коэна, 
анализ, определяемый (75), является более гиб-
ким инструментом, поскольку его разрешение из-
меняется в зависимости от диапазона. Следова-
тельно, при одинаковом числе операций, необхо-
димых для синтеза распределений, представления 
аффинного класса обеспечат более качественную 
декомпозицию обрабатываемых сигналов в ча-
стотно-временно́м пространстве.  

Таким образом, компромисс между разрешени-
ем по времени и частоте, определяемый неравен-
ством Гейзенберга, сохраняется и в отношении 
МВР. Постоянство параметра 𝑄𝑄 обеспечивается 
взаимозависимостью Δψ�  и Δψ, т. е. улучшение од-
ного показателя происходит за счет ухудшения 
другого. Продуктивность такого подхода рассмот-
рим на примере анализа суммы двух тестовых 
сигналов с гиперболическим законом изменения 
частоты, ограниченных временным окном. 

Так, на рисунке 6 представлен фрагмент мас-
штабограммы тестового сигнала, синтезирован-
ной на основе вейвлета Морле.  

Анализ полученных результатов позволяет сде-
лать вывод, что, несмотря на аффинную инвари-
антность функции-окна, распределение энергии 
на частотно-временно́м плане имеет «размытый» 
характер. В результате сложно определить поло-

жение линии мгновенных частот без априорных 
сведений о сигнале.  

Следует отметить, что применение аналогич-
ных распределений класса Коэна, в частности 
спектрограммы, также не позволяет получить 
приемлемых результатов для рассматриваемого 
случая (рисунок 7). 

 
Рис. 6. Масштабограмма тестового сигнала 

 
Рис. 7. Спектрограмма тестового сигнала 

Более того, результат, полученный на основе 
спектрограммы, имеет явное смещение относи-
тельно истинных частотно-временны́х координат. 

Формальный подход (74), в принципе, может 
быть обобщен не только на псевдораспределение 
Вигнера, но и на другие распределения класса Ко-
эна.  

С этой целью рассмотрим ядро Коэна с позиций 
следующей интерпретации [14]: 

𝑈𝑈𝐴𝐴(ξ, τ) = 𝑈𝑈𝐴𝐴(ξτ) e−𝑗𝑗2π𝑓𝑓0τ, (76) 

где 𝑓𝑓0 − центральная частота исходного порожда-
ющего вейвлета. 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2018. Т. 4. № 3 
 

DOI:10.31854/1813-324X-2018-4-3-26-44 39                                                 tuzs.sut.ru 
 

Тогда с учетом (76) можно установить следую-
щее соответствие между распределениями класса 
Коэна и аффинного класса: 

ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  𝑈𝑈𝐴𝐴) = ρ𝑧𝑧 �
𝑓𝑓0
𝑎𝑎

, 𝑡𝑡;  𝑈𝑈𝐴𝐴�. (77) 

В соответствии с (77) в аффинном классе могут 
быть синтезированы распределения, аналогичные 
распределению Вигнера, Бьорна − Джордона, Ри-
хачека, Чоя − Вильямса и др.  

Так, применение раздельного сглаживания рас-
пределения по частоте и по времени на основе 
функции-окна с аффинной инвариантностью поз-
воляет получить аффинное сглаженное псевдо-
распределение Вигнера (название по аналогии с 
ρ�𝑊𝑊(𝑓𝑓, 𝑡𝑡) класса Коэна) [8]: 

ϖ�𝑊𝑊(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) =
1
𝑎𝑎
� ℎ0 �

τ
𝑎𝑎
� � 𝑔𝑔𝑡𝑡 �

𝑣𝑣 − 𝑡𝑡
𝑎𝑎

�  ×
∞

−∞

 

× 𝑧𝑧𝑎𝑎∗ �𝑣𝑣 −
τ
2
�  𝑧𝑧𝑎𝑎 �𝑣𝑣 +

τ
2
�  𝑑𝑑𝑑𝑑 e−𝑗𝑗2πτ 𝑓𝑓0/𝑎𝑎𝑑𝑑τ. 

(78) 

Выражение (78) получено при 𝑓𝑓0 = 1 Гц. 
Аффинное сглаженное псевдораспределение Виг-

нера удовлетворяет свойствам 1 и 3 при условии, 
что 𝑔𝑔𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿2(𝑹𝑹), а ℎ0 удовлетворяет условиям функ-
ций Эрмита.  

На рисунке 8 представлено распределение те-
стового сигнала, синтезированное в соответствии 
с выражением (78).  

 
Рис. 8. Аффинное сглаженное псевдораспределение  

Вигнера тестового сигнала 

Отметим, что в отличие от результатов (рисун-
ки 6 и 7) распределение (78) имеет более явно вы-
раженные линии мгновенных частот. Однако лож-
ные всплески энергии, обусловленные межсим-
вольной интерференцией, не позволяют без апри-
орных данных оценить истинное положение сиг-
нальных компонент. 

Следует отметить, что выбор параметров сгла-
живающих функций позволяет не только управлять 
разрешением в (78), но и дает возможность осу-
ществлять синтез МВР с заданными свойствами. 

В [12] предложено в качестве окон 𝑔𝑔𝑡𝑡  и ℎ0 ис-
пользовать различные формы функции Гаусса. Их 
применение позволяет варьировать результатом 
(75). В частности, при синтезе масштабограммы 
задавать значения их действующих полос равным 
1, а при синтезе аффинного распределения Вигне-
ра – равным нулю.  

В [9] предложен подход к синтезу МВР, базиру-
ющийся на выборе соответствующих параметров 
их двухчастотных ядер Ξ(ν, 𝑓𝑓), определяемых со-
гласно (65). Действительно, если допустить, что: 

Ξ (𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑓𝑓) = 𝐺𝐺(ν)δ(𝑓𝑓 − 𝐻𝐻(ν)) − 𝑈𝑈𝐴𝐴(ν, τ) = 
(79) 

= 𝐺𝐺(ν)exp (𝑗𝑗2π 𝐻𝐻(ν)τ), 

где 𝐺𝐺(ν) – произвольная функция (в общем), а 
𝐻𝐻(ν)– удовлетворяет условию ее локализации 
вдоль линии мгновенной частоты 𝑓𝑓 = 𝐻𝐻(ν).  

Тогда (64) можно привести к виду: 

ϖ𝑧𝑧(𝑎𝑎, 𝑡𝑡;  Π) =
1

| 𝑎𝑎 |
� 𝐺𝐺(ν)
∞

−∞

× 

×  𝑧̂𝑧 �𝐻𝐻(ν)−ν/2
𝑎𝑎

�  𝑧̂𝑧∗ �𝐻𝐻(ν)+ν/2
𝑎𝑎

�  e𝑗𝑗2πν𝑡𝑡/𝑎𝑎 𝑑𝑑ν.  

(80) 

Анализ аналитического представления (80) по-
казывает, что двухчастотные ядра хорошо локали-
зуются только в том случае, если описывающая их 
функция изменяется по закону групповой задерж-
ки, который для МВР имеет вид экспоненциаль-
ный (𝑡𝑡𝑧𝑧(ν) = 𝑡𝑡0 + 𝑐𝑐ν𝑘𝑘−1), или логарифмический 
(𝑡𝑡𝑧𝑧(ν) = 𝑡𝑡0 + 𝑐𝑐logν). 

Следовательно, закон изменения двухчастот-
ных ядер можно связать непосредственно с рас-
пределением.  

С учетом масштабирующего параметра 𝑎𝑎 = ν0/ν 
формальный переход (77) будет иметь следующий 
вид: 

ρ𝑧𝑧(ν, 𝑡𝑡;  𝑈𝑈𝐴𝐴) = ϖ𝑧𝑧 �
ν0
ν

, 𝑡𝑡;  𝑈𝑈𝐴𝐴�. (81) 

В соответствии с указанным подходом рассмот-
рим порядок синтеза МВР.  

Если наложить на функции 𝐺𝐺(ν) и 𝐻𝐻(ν) из обоб-
щенного выражения МВР требования соблюдения 
свойств 4 и 5, в частности: 

(ν) =
𝜈𝜈/2

sinh(𝜈𝜈/2)    и   𝐻𝐻(ν) =
ν
2

coth (ν/2), (82) 

то тогда распределение (80) принимает следую-
щий вид: 
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ϖ𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) =
1

| 𝑎𝑎 |
�

ν/2
sinh (ν/2)

 𝑧̂𝑧  �
νexp (−ν/2)
2𝑎𝑎sinh (ν/2)

�
∞

−∞

× 

× 𝑧̂𝑧∗ �
νexp (ν/2)

2𝑎𝑎sinh (ν/2)
� e𝑗𝑗2πν𝑡𝑡/𝑎𝑎  𝑑𝑑ν, 

(83) 

где: sinh (𝜈𝜈/2) = exp(ν/2)−exp(−ν/2)
2

 – гиперболический 

синус; coth (𝜈𝜈/2) = exp(ν/2)+exp(−𝜈𝜈/2)
exp(ν/2)−exp(−ν/2)

 – гиперболиче-
ский котангенс. 

В представленном виде распределение (83) 
аналогично МВР Бертранда [14]. Оно удовлетворя-
ет свойствам 1–7, за исключением предельной 
временной локализации.  

В [8] показано, что только МВР Бертранда из 
всех распределений, локализуемых посредством 
двухчастотного ядра, обеспечивает предельную 
концентрацию энергии сигналов вдоль линии его 
мгновенных частот, групповая задержка которых 
изменяется по гиперболическому закону: 

𝑧̂𝑧(ν) =
exp�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑧𝑧𝐴𝐴(ν)�

√ν
ϑ𝐻𝐻(ν). (84) 

В [12] значение 𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) определяется следую-
щим образом: 

𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) = −2π�ν𝑡𝑡0 − 𝑎𝑎lg �
ν
ν0
��, (85) 

ϖ𝐵𝐵 �𝑎𝑎 =
ν0
ν

, 𝑡𝑡� = νδ�𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑧𝑧(ν)�ϑ𝐻𝐻(ν), (86) 

где 𝑡𝑡𝑧𝑧(ν) = − 1
2π
⋅ d𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν)

dν
 – групповая задержка сиг-

нала.  
На рисунке 9 представлено МВР Бертранда, син-

тезируемое в соответствии с выражением (83).  

 
Рис. 9. Масштабно-временное распределение Бертранда 

тестового сигнала 

В общем случае распределение Бертранда в 
большей степени локализует сигнальную энергию 
вдоль линий мгновенных частот по сравнению с 

масштабограммой. Следовательно, оценки, полу-
ченные на его основе, будут более адекватны ис-
тинным значениям измеренных параметров. 

Вместе с тем следует отметить, что при расчете 
МВР Бертранда необходимо точно указывать гра-
ницы частотного диапазона, в пределах которого 
производятся вычисления. Эти ограничения тре-
буют априорных знаний о частотной области ло-
кализации исследуемого процесса (здесь уместней 
говорить о масштабе частоты). 

Ограничения для функций 𝐺𝐺(ν) и 𝐻𝐻(ν), обеспе-
чивают временную локализацию МВР: 

𝐺𝐺(ν) = 1 − �
ν

4)2
�  и 𝐻𝐻(ν) = 1 + (ν/4)2, (87) 

что позволяет получить при подстановке в (80) 
МВР D-Фландрина [9], которое в некоторой степе-
ни представляет собой сглаженную (вдоль оси 
масштаба и вдоль оси времени) форму МВР Бер-
транда: 

ϖ𝐷𝐷(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) = 

=
1

| 𝑎𝑎 |
�(1 − (ν/4)2) 𝑧̂𝑧  �

[1 − ν/4]2

𝑎𝑎
�

∞

−∞

× 

× 𝑧̂𝑧∗ �
[1 + ν/4]2

𝑎𝑎
�  e𝑗𝑗2πν𝑡𝑡/𝑎𝑎 𝑑𝑑ν. 

(88) 

Распределение (88) удовлетворяет свойствам 1–
4 и 6–7, и из всех распределений, локализуемых 
посредством двухчастотного ядра, обеспечивает 
предельную концентрацию энергии сигналов 
вдоль линии его мгновенных частот, групповая 
задержка которых изменяется по закону 1/√ν: 

𝑧̂𝑧(ν) =
exp�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑧𝑧𝐴𝐴(ν)�

√ν
ϑ𝐻𝐻(ν). (89) 

Здесь значения 𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) определяются следую-
щим образом: 

𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) = −2π�ν𝑡𝑡0 + 2𝑎𝑎√ν�, (90) 

ϖ𝐷𝐷 �𝑎𝑎 =
ν0
ν

, 𝑡𝑡� = νδ�𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑧𝑧(ν)�ϑ𝐻𝐻(ν). (91) 

Частотно-временно́й план МВР D-Фландрина по 
своей структуре очень близок к МВР Бертранда, 
поэтому оценки, полученные на его основе, будут 
сопоставимы со значениями выражения (83).  

Среди возможных билинейных распределений 
аффинного класса, имеющих простое с точки зре-
ния практической реализуемости ядро, необходи-
мо выделить МВР Ундербергера. 

Синтез МВР Ундербергера возможен при следу-
ющем выборе: 

𝐺𝐺(ν) = 1  и   𝐻𝐻(ν) = �1 + (ν/2)2. (92) 
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В этом случае получаем активную форму МВР 
Ундербергера: 

                                     ϖ𝑈𝑈𝑎𝑎(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) =
1

| 𝑎𝑎 | ×

× � �1 +
1
𝑛𝑛2�  𝑧̂𝑧 �

𝑛𝑛
𝑎𝑎�  𝑧̂𝑧∗ �

1
𝑛𝑛𝑛𝑛�

∞

0

exp �𝑗𝑗2π (𝑛𝑛 − 1/𝑛𝑛)
𝑡𝑡
𝑎𝑎�  𝑑𝑑𝑑𝑑.

 (93) 

Распределение тестового сигнала (рисунок 11) 
вида (93) удовлетворяет свойствам 1–4 и 6–7. 

Другой выбор параметров, определяющих ха-
рактер аффинного сдвига: 

𝐺𝐺(ν) = 1
�1+(ν/2)2

   и   𝐻𝐻(ν) = �1 + (ν/2)2, (94) 

ведет к синтезу так называемой пассивной формы 
МВР Ундербергера, которая в отличие от формы 
(93), удовлетворяет свойствам 1–3 и 6–7: 

                                  ϖ𝑈𝑈𝑃𝑃(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) =
1

| 𝑎𝑎 |
×

× �
1
𝑛𝑛
𝑧̂𝑧 �
𝑛𝑛
𝑎𝑎
�  𝑧̂𝑧∗ �

1
𝑛𝑛𝑛𝑛
�

∞

0

exp �𝑗𝑗2π (𝑛𝑛 − 1/𝑛𝑛)
𝑡𝑡
𝑎𝑎
�  𝑑𝑑𝑑𝑑.

 (95) 

Следует отметить, что главная особенность 
распределения Ундербергера состоит в том, что 
оно из всех распределений, локализуемых посред-
ством двухчастотного ядра, обеспечивает пре-
дельную концентрацию энергию сигналов вдоль 
линии его мгновенных частот, групповая задержка 
которых изменяется по закону 1/ν2: 

𝑧̂𝑧(ν) =
exp�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑧𝑧𝐴𝐴(ν)�

√ν
ϑ𝐻𝐻(ν). (96) 

В [7] значение 𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) определяется следующим 
образом: 

𝑈𝑈𝑧𝑧𝐴𝐴(ν) = −2π �ν𝑡𝑡0 −
𝑎𝑎
ν
�, (97) 

ϖ𝑈𝑈𝑎𝑎 �𝑎𝑎 =
ν0
ν

, 𝑡𝑡� = νδ �𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑧𝑧(ν)�ϑ𝐻𝐻(ν). (98) 

Свойства аффинных распределений еще в 
большей степени становятся предпочтительными 
для широкополосных сигналов, поскольку для них 
ЧВР класса Коэна не способны обеспечить адек-
ватность сдвига по групповой задержке во всей 
полосе анализа.  

В первую очередь это относится к сигналам, 
мгновенная частота которых может значительно 
изменяться за время анализа, например, в резуль-
тате эффекта Доплера.  

Для класса таких излучений условие Гейзенбер-
га не остается строгим условием, следовательно, 
на частотно-временно́й плоскости распределений 
класса Коэна не будет соблюдаться адекватность 
их представления. Поскольку для нестационарных 
сигналов в общем случае закон изменения группо-
вой задержки не является линейным, то, следова-

тельно, применение для их частотной декомпози-
ции функций Фурье не совсем уместно.  

В первую очередь это вызвано тем, что гармо-
нические функции инвариантны к частотным 
сдвигам сигнала, но не к его аффинному расшире-
нию. 

Анализ свойств существующих функциональ-
ных базисов декомпозиции показал, что рассмот-
ренным условиям соответствует преобразование 
Меллина. Полученные на его основе представле-
ния в общем случае инвариантны расширениям 
частоты, которые характерны для сигналов с ги-
перболическим законам изменения несущей.  

В [34] предложено следующее аналитическое 
описание для преобразования Меллина: 

𝑀𝑀𝑧𝑧(κ) = � 𝑧̂𝑧 (ν)ν𝑗𝑗2πκ−1𝑑𝑑ν
∞

0

. (99) 

Для исследования свойств инвариантности рас-
пределения (99) рассмотрим два сигнала 𝑦𝑦(𝑡𝑡) и 
𝑧𝑧(𝑡𝑡) таких, что 𝑦𝑦�(ν) = 𝑧̂𝑧(𝑎𝑎ν).  

Тогда в соответствии с (99) получим: 

𝑀𝑀𝑦𝑦(κ) = 𝑎𝑎−𝑗𝑗2πκ𝑀𝑀𝑧𝑧(κ). (100) 

Выражение (100) однозначно указывает на ха-
рактер закона инвариантного расширения, опре-
деляемого множителем ν𝑗𝑗2πκ.  

С точки зрения понятия базиса разложения рас-
пределение Меллина осуществляется совокупно-
стью функций { ν−𝑗𝑗2πκ }, групповая задержка кото-
рых определяется как: 

𝑡𝑡𝑧𝑧(ν) =
κ
ν

. (101) 

Фактически параметр "κ" управляет функцией 
групповой задержки и его можно интерпретиро-
вать как параметр масштаба изменения скорости 
модуляции (в данном случае гиперболической). 
Результаты, представленные на рисунке 10, пояс-
няют физический смысл преобразования Меллина. 

Параметр "κ" есть линейная функция времени, 
поэтому преобразование Меллина (рисунок 10в) 
можно представлять как относительно "κ", так и 
относительно "𝑡𝑡". Общий вид результата не изме-
нится за исключением шкалы отображения по оси 
абсцисс. 

Для рассмотренного класса сигналов (в общем 
случае объединяемых условием Δ 𝐹𝐹𝑧𝑧  ≈ 𝑓𝑓0, где Δ 𝐹𝐹𝑧𝑧 –
ширина спектра сигнала; 𝑓𝑓0 – центральная частота 
спектра) их узкополосная ФН не обеспечивает 
адекватности представления [74]. На рисунке 11 
представлена ФН тестового сигнала (по оси орди-
нат – доплеровский сдвиг; по оси абсцисс – вели-
чина групповой задержки). 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 10. Доплеровский импульс: а) во временной области; 
б) в базисе функций Фурье; в) в базисе функций Меллина 

 

 
Рис. 11. Функция неопределенности (узкополосная) 

 тестового сигнала 

Узкополосная ФН локализует сигнал в центре 
координатной плоскости и довольно слабо отра-
жает физическую сущность анализируемого про-
цесса. Поэтому для сигналов, имеющих сложный 
закон изменения мгновенной частоты, в большей 
степени обосновано применение так называемой 
широкополосной ФН χΔ(𝑎𝑎, τ), учитывающей харак-
тер нелинейных инвариантных изменений: 

χΔ(𝑎𝑎, τ) = 𝑎𝑎−1/2 � 𝑧𝑧(𝑡𝑡) 𝑧𝑧∗(𝑡𝑡/𝑎𝑎 − τ) 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

=

= 𝑎𝑎1/2 � 𝑧̂𝑧(ν) 𝑧̂𝑧∗(𝑎𝑎ν) e𝑗𝑗2π𝑎𝑎τν𝑑𝑑ν
∞

−∞

.

 (102) 

Аналитическое описание (102) фактически со-
ответствует вейвлет-преобразованию аналитиче-
ского сигнала, где в качестве базисного вейвлета 

выступает сам сигнал. Результат обработки тесто-
вого сигнала широкополосной ФН представлен на 
рисунке 12. К сожалению, представление (102), так 
же, как и остальные МВР аффинного класса, не 
позволяет полностью исключить результат интер-
ференционного взаимодействия двух составляю-
щих тестового сигнала.  

В общем случае формулу (102) можно тракто-
вать как аффинную корреляционную функцию, 
измеряющую формальное сходство между сигна-
лом его трансформируемой версией. Такой под-
ход удобен с точки зрения синтеза практических 
алгоритмов расчета широкополосной ФН посред-
ством применения двойного преобразования Мел-
лина. 

 
Рис. 12. Функция неопределенности (широкополосная) 

тестового сигнала 
 

Заключение 
Представленные результаты существенно рас-

ширяют известные границы частотно-временно́го 
анализа, который в настоящем контексте можно 
интерпретировать как частный случай более об-
щего масштабно-временного анализа. 

Предложенные подходы в гораздо большей сте-
пени адаптированы к исследованию процессов с 
нестационарным изменением параметров на ин-
тервале обработки и анализа. 

Разработанный аналитический аппарат позво-
ляет рассматривать его как инструмент анализа 
тонкой структуры сигналов. Представленные при-
меры обработки кратковременных фрагментов 
сигналов с высоким уровнем нестационарности их 
параметров 

Таким образом, можно заключить, что теория 
частотно-временно́го анализа, заложенная Коэном 
еще в середине прошлого века, продолжает свое 
развитие, открывая новые возможности для даль-
нейшего поиска эффективных процедур обработ-
ки сигналов в приложении к практическим зада-
чам всех видов связи и телекоммуникаций [39]. 
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