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Аннотация: Представлены алгоритмы обработки и определения с использованием двойственного базиса 
начальных состояний регистров сдвига, формирующих последовательности, подобные последовательно-
стям Гордона – Миллса – Велча (ГМВ), которые характеризуются большим их количеством и более высо-
кой структурной скрытностью, чем широко используемые М-последовательности. Показано, что предло-
женные алгоритмы, в отличие от известных, позволяют определять произвольные начальные состояния 
регистров сдвига и производить кодирование полезной информации, что расширяет возможности приме-
нения ГМВ-подобных последовательностей для решения различных задач при передаче цифровой информа-
ции в системах связи в условиях радиоэлектронного противодействия. 
 
Ключевые слова: последовательности Гордона – Миллса – Велча, эквивалентная линейная сложность, 
конечные поля, примитивные и неприводимые многочлены, функция след, децимация, двойственный базис, 
регистр сдвига с линейной обратной связью. 

 
В современных помехозащищенных системах пе-

редачи цифровой информации в условиях радио-
электронного противодействия применяются ши-
рокополосные сигналы с прямым расширением 
спектра, формируемые на основе псевдослучайных 
последовательностей (ПСП), таких как М-последова-
тельности (МП), последовательности Голда, боль-
шое и малое семейства последовательностей Ка-
сами [1‒3]. Среди множества псевдослучайных по-
следовательностей в настоящее время повышенное 
внимание уделяется и последовательностям Гор-
дона – Миллса – Велча (ГМВ), обладающим хоро-
шими корреляционными свойствами, не уступаю-
щими М-последовательностям, но обеспечиваю-
щими более высокую структурную скрытность, ко-
торая характеризуется эквивалентной линейной 
сложностью (ЭЛС) [4‒6]. 

Исследованиям свойств и алгоритмам генерации 
ГМВ-последовательностей посвящено большое ко-
личество работ как в нашей стране, так и за рубе-
жом. Можно назвать работы С.В. Голомба [4‒5], 
Д.С. Но [6‒7], Е.И. Кренгеля, К.А. Мешковского [8‒9] 

и ряда других авторов. Данные труды были направ-
лены, главным образом, на поиск ГМВ-последова-
тельностей с определенными свойствами, анализ 
алгоритмов формирования и оценки их корреляци-
онных свойств. 

Формирование двоичных ГМВ-последователь-
ностей выполняется над конечными полями с 
двойным расширением GF[(2n)k] = GF(2m) (m = n ∙ k). 
Период последовательностей является составным 
числом, т. е. N = 2nk – 1. 

Символы di ГМВ-последовательности с периодом 
N = 2nk – 1 определяются выражением [5‒6, 10]: 

𝑑𝑑𝑖𝑖 = 𝑇𝑇𝑛𝑛1 ��𝑇𝑇𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛(ε 𝑖𝑖)�
𝑟𝑟
�,  

(1) 
1 ≤ r < 2n – 1, (r, 2n – 1) = 1, 

где ε ∈ GF[(2n)k] – примитивный элемент поля; 
Tnk,n(⋅) – след элемента, принадлежащего полю 
GF[(2n)k], в расширенном поле GF(2n); Tn1(⋅) – след 
элемента поля GF(2n) в простом поле GF(2); r – нату-
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ральное число, взаимно простое с порядком муль-
типликативной группы поля GF(2n), равным 2n – 1. 
В дальнейшем нижний индекс при обозначении 
функции следа T(⋅) может не использоваться, если 
он понятен из контекста. 

При значении параметра r = 1 в (1) данное выра-
жение определяет МП в канонической форме. 

Структурная скрытность ПСП определяется эк-
вивалентной линейной сложностью, которая для 
двоичных ГМВ-последовательностей определяется 
выражением [6‒7]: 

𝑙𝑙𝑠𝑠 = 𝑛𝑛 ⋅ 𝑘𝑘𝑔𝑔(𝑟𝑟), (2) 

где g(r) – количество единиц в двоичном представ-
лении числа r в (1). 

С физической точки зрения ЭЛС ls характеризует 
количество последовательных символов произ-
вольной рекуррентной ПСП, достаточное для опре-
деления вида характеристического многочлена, 
формирующего данную ПСП. При этом для решения 
поставленной задачи, в соответствии с алгоритмом 
Берлекэмпа – Месси, требуется минимальное число 
последовательных символов ПСП, равное удвоенной 
степени характеристического многочлена.  

Количество различных ГМВ-последовательнос-
тей, без учета базисной М-последовательности, 
определяется как произведение числа примитив-
ных полиномов в подполе GF(2n) на число прими-
тивных полиномов в поле GF[(2n)k] [11]: 

𝑀𝑀ГМВ = (ψ(2𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛

− 1) ⋅ ψ(2𝑚𝑚−1)
𝑚𝑚

, 

где ψ(a) – функция Эйлера, равная числу чисел, вза-
имно простых с числом а, в ряду от 1 до (а – 1). 

М- и ГМВ-последовательности с периодом N об-
ладают одинаковой двухуровневой периодической 
автокорреляционной функцией для произвольно-
го сдвига τ [4, 6, 11, 12]: 

𝑅𝑅(τ) = �    𝑁𝑁 при τ = 𝑘𝑘𝑁𝑁, 𝑘𝑘 = 0, 1, 2,  . . . ,
−1  при  τ ≠ 𝑘𝑘𝑁𝑁.  (3) 

Известны различные способы формирования 
ГМВ-последовательностей. Для конечных полей c 
двойным расширением GF[(2n)k] при n = 2 известен 
алгоритм формирования ГМВ-последовательнос-
тей с периодом N = 2nk − 1 [10, 13], основанный на 
матричном представлении базисной М-последова-
тельности с аналогичным периодом. При использо-
вании данного алгоритма для формирования каж-
дой ГМВ-последовательности базисная М-последо-
вательность представляется в виде квазиквадрат-
ной матрицы, в которой затем выполняется замена 
столбцов, являющихся различными циклическими 
сдвигами М-последовательности с более коротким 
периодом J = 2n − 1, на соответствующие сдвиги дру-
гой М-последовательности с таким же периодом.  

Например, ГМВ-последовательность с периодом 
N = 26 − 1 = 63 формируются над полем GF[(23)2]. При 

этом базисная М-последовательность представля-
ется как матрица размерности [J × L] = [7 × 9], ее 
столбцами являются М-последовательности с пери-
одом J = 7, получившие название характеристиче-
ских последовательностей. Так как в подполе GF(23) 
существует всего два примитивных многочлена и, 
соответственно, две различные М-последовательно-
сти, то для периода N = 63 для каждой из шести М-
последовательности можно сформировать только 
по одной ГМВ-последовательности. 

Другим способом является формирование ГМВ-
последовательности на основе регистров сдвига 
[14, 17]. Процедура формирования ГМВ-последова-
тельности с периодом N = 63 на основе двух реги-
стров сдвига очень похожа на процедуру формиро-
вания последовательностей Голда с аналогичным 
периодом. Однако здесь можно отметить принци-
пиальное отличие.  

Последовательности Голда с периодом N = 63 
формируются с помощью двух регистров сдвига, 
каждый из которых строится на основе примитив-
ного полинома. При этом данные последовательно-
сти образуются как поэлементные суммы двух М-
последовательностей, составляющих предпочти-
тельную пару. Начальные состояния регистров мо-
гут выбираться произвольным образом.  

Периодическая корреляционная функция явля-
ется четырехуровневой и принимает следующие 
значения: 

𝑅𝑅(τ) = �
    𝑁𝑁    при  τ = 𝑘𝑘𝑁𝑁, 𝑘𝑘 = 0, 1, 2,  . . . ,
(−17,−1, +15) при  τ ≠ 𝑘𝑘𝑁𝑁.  (4) 

ГМВ-последовательности с периодом N = 63 пред-
ставляют собой сумму М-последовательностей и 
ПСП с периодом N1 = 21 и формируются на основе 
двух регистров сдвига с фиксированными началь-
ными состояниями. При изменении начальных со-
стояний регистров сдвига может быть увеличено 
число последовательностей, формируемых на ос-
нове данных многочленов-сомножителей [17]. Пла-
той за это увеличение числа ПСП является измене-
ние корреляционных свойств, т. е. периодическая 
корреляционная функция таких последовательно-
стей для периода N = 63 становится пятиуровневой: 

𝑅𝑅(τ) = �
    𝑁𝑁   при  τ = 𝑘𝑘𝑁𝑁, 𝑘𝑘 = 0, 1, 2,  . . . ,
(−9,−1, +7, +15)  при  τ ≠ 𝑘𝑘𝑁𝑁.  (5) 

Однако модуль максимального значения корре-
ляционной функции, равный 15, меньше аналогич-
ного значения для последовательностей Голда, 
равного 17. 

Таким образом, последовательности, формируе-
мые на основе многочленов, используемых для 
синтеза ГМВ-последовательностей, но характери-
зующиеся функцией корреляции вида (5), опреде-
ляемой увеличением числа начальных состояний 
регистров сдвига, целесообразно называть ГМВ-
подобными последовательностями. 
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Целью настоящей работы является анализ воз-
можностей применения ГМВ-подобных последова-
тельностей для решения задач, связанных с расши-
рением спектра формируемых на их основе широко-
полосных сигналов, а также с повышением скрытно-
сти передаваемых данных, с одной стороны, и (или) 
с повышением достоверности передачи информа-
ции, с другой стороны. 

Для решения этих связанных между собою задач 
в работе предлагается использовать двойственный 
базис [16, 17]. При этом для формирования ГМВ-
последовательностей с периодом N = 63 использу-
ются алгоритмы, основанные на представлении 
двоичной базисной М-последовательности в виде 
матрицы размерности [J × L] = [7 × 9], где J – число 
строк, а L – число столбцов матрицы FМП [10]. Форми-
рование базисной М-последовательности осуществ-
ляется регистром сдвига, сумматоры в цепи обрат-
ной связи которого расставляются в соответствии с 
характеристическим многочленом φМП(x) = х6 + х + 1.  

Обозначим в общем виде М-последовательность: 

{𝑠𝑠} = (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4 , 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, . . . , 𝑠𝑠60, 𝑠𝑠61, 𝑠𝑠62), (6) 

где первый элемент будет равен функции след от 
некоторого элемента С расширенного поля GF(26), 
образованного многочленом φМП(x).  

Тогда произвольный двоичный элемент si, i = 0, 
1, 2, ..., 61, 62, последовательности {s} может быть 
представлен как след: 

𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝑇𝑇(𝐶𝐶ε𝑖𝑖) = � (𝐶𝐶ε𝑖𝑖)2𝑘𝑘,
𝑚𝑚−1

𝑛𝑛=0

 (7) 

где ε – примитивный элемент поля GF(26); m – сте-
пень многочлена φМП(x). 

Таким образом, начальным элементом, форми-
рующим М-последовательность {s}, является эле-
мент поля С. Будем называть его в дальнейшем 
начальной фазой М-последовательности. Для фор-
мирования такой ненулевой последовательности 
может быть выбран произвольный ненулевой эле-
мент поля.  

Если выбрать С = 1, то будет сформирована кано-
ническая М-последовательность вида: 

{𝑠𝑠} = [𝑇𝑇(1),𝑇𝑇(ε),𝑇𝑇(ε2),𝑇𝑇(ε3),𝑇𝑇(ε4), 
𝑇𝑇(ε5), . . . . ,𝑇𝑇(ε61),𝑇𝑇(ε62)]. 

Применительно к полю GF(26) произвольный 
элемент поля εi, представленный через левый сте-
пенной базис, будет:  

ε𝑖𝑖 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1ε + 𝑎𝑎2ε2 + 𝑎𝑎3ε3 + 𝑎𝑎4ε4 + 𝑎𝑎5ε5. 

При этом можно показать, что след элемента 
поля εi для заданного образующего многочлена 
φМП(x) будет равен T(εi) = a5 ∈ GF(2). Следователь-
но, каноническая М-последовательность {sкан} бу-
дет записана выражением (8). 

Аналогично, при другой ненулевой начальной 
фазе C ≠ 1 будет иметь место такая же по структуре 
последовательность, но с циклическим сдвигом фа-
зы влево относительно канонической М-последова-
тельности на число шагов, равное индексу (степени) 
i при элементе поля ε в значении начальной фазы 
последовательности C = εi. Например, пусть C = ε, то-
гда М-последовательность будет представлена вы-
ражением (9). Первым шагом при формировании 
ГМВ- или ГМВ-подобной последовательности на 
передающей стороне является составление мат-
рицы FМП из заданной М-последовательности. 

Так как период МП N = 63 является составным, а 
именно: N = J × L, где J = 7, а L = 9, то матрица FМП 
синтезируется путем последовательной построч-
ной записи символов сформированной М-последо-
вательности по L двоичных символов в каждой из J 
строк. Следует отметить, что в общем виде сомно-
житель J должен представлять собою порядок 
мультипликативной группы ненулевых элементов 
подполя GF(2n) в составе расширенного поля GF(2m) 
и, следовательно, число n должно быть делителем 
числа m. В нашем примере число n = 3 является де-
лителем числа m = 6 и поэтому J = 2n – 1 = 7. Тогда 
матрица FМП, образованная из элементов МП {s}, бу-
дет иметь для N = 63 следующий вид, представлен-
ный выражением (10). 

{𝑠𝑠кан} = �𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2 𝑠𝑠3 𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7 𝑠𝑠8 𝑠𝑠9 𝑠𝑠10 ⋯⋯ 𝑠𝑠60 𝑠𝑠61 𝑠𝑠62
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 ⋯⋯ 1 1 1 �. (8) 

{𝑠𝑠кан} = �𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2 𝑠𝑠3 𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7 𝑠𝑠8 𝑠𝑠9 𝑠𝑠10 ⋯⋯ 𝑠𝑠60 𝑠𝑠61 𝑠𝑠62
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 ⋯⋯ 1 1 0 �. (9) 

𝐹𝐹МП =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2 𝑠𝑠3 𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7 𝑠𝑠8
𝑠𝑠9 𝑠𝑠10 𝑠𝑠11 𝑠𝑠12 𝑠𝑠13 𝑠𝑠14 𝑠𝑠15 𝑠𝑠16 𝑠𝑠17
𝑠𝑠18 𝑠𝑠19 𝑠𝑠20 𝑠𝑠21 𝑠𝑠22 𝑠𝑠23 𝑠𝑠24 𝑠𝑠25 𝑠𝑠26
𝑠𝑠27 𝑠𝑠28 𝑠𝑠29 𝑠𝑠30 𝑠𝑠31 𝑠𝑠32 𝑠𝑠33 𝑠𝑠34 𝑠𝑠35
𝑠𝑠36 𝑠𝑠37 𝑠𝑠38 𝑠𝑠39 𝑠𝑠40 𝑠𝑠41 𝑠𝑠42 𝑠𝑠43 𝑠𝑠44
𝑠𝑠45 𝑠𝑠46 𝑠𝑠47 𝑠𝑠48 𝑠𝑠49 𝑠𝑠50 𝑠𝑠51 𝑠𝑠52 𝑠𝑠53
𝑠𝑠54 𝑠𝑠55 𝑠𝑠56 𝑠𝑠57 𝑠𝑠58 𝑠𝑠59 𝑠𝑠60 𝑠𝑠61 𝑠𝑠62⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (10) 
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Если принять, что C = ε, то элемент si, i = 0, 1, 2, ..., 
61, 62, матрицы (10) будет определяться как след от 
элемента поля Cεi = εi+1, т. е. si = T(Cεi) = T(εi+1) = a5, где 
a5 – старший разряд в векторном представлении 
элемента поля εi+1. Tогда матрица (10) при C = ε при-
обретает следующий вид: 

𝐹𝐹МП =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (11) 

Таким образом, как видно из (10), каждый i-ый 
столбец (i = 0, 1, 2, …, 8) матрицы FМП представля-
ется в общем виде как выражение:  

[𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑠𝑠𝑖𝑖+9, 𝑠𝑠𝑖𝑖+18, 𝑠𝑠𝑖𝑖+27, 𝑠𝑠𝑖𝑖+36, 𝑠𝑠𝑖𝑖+45, 𝑠𝑠𝑖𝑖+54]. (12) 

Из записи (12) следует, что столбцы матрицы FМП представляют собой последовательности из 7 
элементов базисной М-последовательности, от-
стоящие друг от друга на индекс децимации q = 9. 
Очевидно, что, добавив к ряду (12) следующий 
элемент с таким же индексом децимации, получим 
si + 54 + 9 = si + 63 = si. Следовательно, каждый из стол-
бцов матрицы FМП будет представлять собой опре-
деленную МП1, т. е. последовательность с перио-
дом J = 23 – 1 = 7, порождаемую некоторым непри-
водимым характеристическим многочленом h1(x) степени n = 3. Как известно из теории полей Галуа, 
корнями многочлена h1(x) в этом случае будут q-
ые (q = 9 – индекс децимации) степени корней 
примитивного многочлена φМП(x), порождающего 
исходную базисную МП и поле GF(26). Пусть кор-
нями многочлена φМП(x) будут первообразные p-
сопряженные элементы поля ε, ε2, ε4, ε8, ε16, ε32. То-
гда корнями многочлена h1(x) будут их q-ые (q = 9) 
степени, а именно ε9, ε18, ε36. Отсюда, зная корни 
многочлена h1(x) и используя формулы Виета, 
найдем многочлен h1(x), который будет равен:  

h1(x) = 1 + x2 + x3.
 

(13) 

Тогда столбцы матрицы FМП будут представлять 
собой МП1 с характеристическим многочленом h1(x), 
при этом каждой из девяти МП1 будет соответство-
вать определенная фаза в виде элемента λj, принад-
лежащего подполю GF1(23), порожденному много-
членом (13). Ненулевые элементы λj = b0 + b1λ + b2λ2, 
j = 0, 1, 2, …, 6, подполя GF1(23) и их векторная запись 
показаны в таблице 1. В правой колонке представ-
лена каноническая МП1 с начальным фазовым эле-
ментом поля, равным 1. Из таблицы 1 следует, что 
начальные фазовые элементы столбцов матрицы 
FМП (11) будут иметь вид, приведенный в таблице 2. 
На этом заканчивается процедура построения мат-
рицы FМП (11). 

Далее рассмотрим некоторые алгоритмы преоб-
разования матрицы FМП в матрицу FГМВ, отображаю-

щую ГМВ-последовательность. Для такого преоб-
разования можно выбрать разные правила – от са-
мых простых до самых сложных, к тому же алго-
ритмы, с целью большего сокрытия процесса пере-
дачи информации, могут быть итеративными, т. е. 
состоять из нескольких раундов. В самих алгорит-
мах могут быть заложены элементы секретности, 
которые должны быть известны только отправи-
телю и получателю. В конечном счете, выбор алго-
ритма влияет на структуру и на процедуру обра-
ботки на приеме ГМВ- и ГМВ-подобных последова-
тельностей.  

В большинстве известных алгоритмов процесс 
формирования матрицы FГМВ заключается в замене 
столбцов матрицы FМП, т. е. МП1 с характеристиче-
ским многочленом h1(x) на МП2 с многочленом 
h2(x), двойственным по отношению к h1(x):  

h2(x) = x3h1(x−1) = 1 + x + x3. (14) 

Так как многочлен h2(x) является двойственным 
по отношению к многочлену h1(x), то его корнями 
будут элементы, обратные корням многочлена h1(x), 
т. е. θ = λ−1, θ2 = λ−2 и θ4 = λ−4. Все ненулевые элементы 
θj = d0 + d1θ + d2θ2 подполя GF2(23), образованного 
многочленом h2(x), и соответствующие им функции 
след и вектора представлены в таблице 3. Как и в 
таблице 2, в колонке «След элемента θj» находится 
каноническая МП2 с периодом 7, порожденная мно-
гочленом h2(x), а в правой колонке приведено соот-
ветствие между элементами обоих подполей 
GF1(23) и GF2(23), образованных многочленами h1(x) 
и h2(x), соответственно. 

Проведем анализ некоторых алгоритмов форми-
рования матрицы FГМВ на основе матрицы FМП

 
и об-

работки ГМВ- и ГМВ-подобных последовательно-
стей на приемной стороне с использованием двой-
ственного базиса по методике, изложенной в [16, 
17]. Коэффициенты двойственного базиса для рас-
сматриваемых в работе многочленов φМП(x), h1(x) и 
h2(x), представлены в таблице 4. 

ТАБЛИЦА 1. Ненулевые элементы подполя GF1(23) 

λj = b0 + b1λ + b2λ2 (b0, b1, b2) T(λj) = b0+b1+b2, mod 2 

λ0 = 1 (100) 1 = T(1) 
λ (010) 1 = T(λ) 
λ2 (001) 1 = T(λ2) 

λ3 = 1 + λ2 (101) 0 = T(λ3) 
λ4 = 1 + λ + λ2 (111) 1 = T(λ4) 

λ5 = 1 + λ (110) 0 = T(λ5) 
λ6 = λ + λ2 (011) 0 = T(λ6) 

ТАБЛИЦА 2. Начальные фазовые элементы столбцов  
матрицы FМП 

Номер столбца j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Начальный фазовый  
элемент поля, λ1(j) = λi λ3 λ6 λ5 λ5 λ2 λ3 λ5 λ3 0 

Первая строка матрицы FМП 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
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ТАБЛИЦА 3. Ненулевые элементы подполя GF2(23). 
θj = d0 + d1θ + d2θ2 (d0, d1, d2) T(θj) = d0 ∈ GF(2) θj   VS   λj 

θ0 = 1 (100) 1 = T(1) θ0 = λ0 = 1 
θ (010) 0 = T(θ) θ = λ−1 = λ6 
θ2 (001) 0 = T(θ2) θ2 = λ−2 = λ5 

θ3 = 1 + θ (110) 1 = T(θ3) θ3 = λ−3 = λ4 

θ4 = θ + θ2 (011) 0 = T(θ4) θ4 = λ−4 = λ3 
θ5 = 1 + θ + θ2 (111) 1 = T(θ5) θ5 = λ−5 = λ2 

θ6 = 1 + θ2 (101) 1 = T(θ6) θ6 = λ−6 = λ 

ТАБЛИЦА 4. Коэффициенты двойственного базиса  
многочленов φМП(x), h1(x) и h2(x) 

φМП(x) = 1 + x + x6 α1 = ε62
 

α2 = ε4
 

α3 = ε3
 

α4 = ε2
 

α5  = ε
 

α6 = 1
 

h1(x) = 1 + x2 + x3 γ1 = λ4
 

γ2 = λ3
 

γ3 = λ5
 

h2(x) = 1 + x + x3 β1 = 1
 

β2 = θ2
 

β3 = θ
 

Алгоритм № 1. Рассмотрим алгоритм, аналогич-
ный описанному в [10]. Произвольно выберем МП1, 
например, (0011101), присвоим ей номер 1 и обозна-
чим как v (1). Далее производим последовательные 
циклические сдвиги выбранной последовательно-
сти на один шаг вправо и увеличиваем номер после-
довательности на каждом сдвиге на единицу отно-
сительно предыдущего. В таблице 5 представлены 
все 7 ненулевых МП1 v(i) с номерами i, i = 1, 2, …, 7, и 
соответствующими начальными фазовыми элемен-
тами λi подполя GF1(23). Произвольно выберем в ка-
честве МП2 с номером 1 последовательность w(1) = 
= (0010111), аналогично алгоритму 1, и, производя 
циклические сдвиги вправо на один шаг, получим 
все возможные ненулевые циклические сдвиги 
МП2, показанные в правой половине таблицы 5, с 
возрастающими порядковыми номерами. В правой 
колонке содержатся их начальные фазовые эле-
менты θi подполя GF2(23), соответствующие МП2. 

ТАБЛИЦА 5. Таблица соответствия МП1 и МП2  
для формирования ГМВ-подобной последовательности 

Номер 
сдвига 

i 

МП1 МП2. 

v(i) λi w(i) θi 

1 (0011101) λ5 (0010111) θ 

2 (1001110) λ4 (1001011) 1 

3 (0100111) λ3 (1100101) θ6 

4 (1010011) λ2 (1110010) θ5 

5 (1101001) λ (0111001) θ4 

6 (1110100) 1 (1011100) θ3 

7 (0111010) λ6 (0101110) θ2 

Сформулируем теперь правило построения мат-
рицы FГМВ, которое будет состоять в замене столб-
цов матрицы FМП, представляющих собой МП1 с оп-
ределенными начальными фазовыми элементами 
λj, на МП2 с теми же порядковыми номерами. Для 
рассматриваемой в конкретном примере матрицы 
FМП (11) и таблицы 5 правило замены можно запи-
сать в виде строки из номеров соответствующих 
фазовых сдвигов: 

I = (3, 7, 1, 1, 4, 3, 1, 3, 0), (15) 

где цифра 0 соответствует столбцу, состоящему из 
одних нулей. 

Согласно этому правилу первый столбец в мат-
рице FМП в виде МП1 с номером 3 заменяется на МП2 

с таким же номером. Аналогичным образом проис-
ходит замена и других столбцов в матрице FМП. Та-
ким образом, вместо матрицы FМП будет сформиро-
вана матрица FГМВ вида (16). ГМВ-последователь-
ность, передаваемая в канал, будет состоять из по-
следовательно считываемых строк матрицы FГМВ, начиная с левого элемента первой строки: 

𝐹𝐹ГМВ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (16) 

На рисунке 1 приведены автокорреляционная 
функция (АКФ) ГМВ-подобной последовательно-
сти, сформированной по таблице 5, и ее взаимокор-
реляционная функция (ВКФ) с последовательно-
стью, сформированной по другой аналогичной таб-
лице. Для определения АКФ и ВКФ ГМВ-после-
довательности приводятся к биполярному виду: 
«1» → «−1»; «0» → «1». 

Обработка (декодирование) ГМВ-последователь-
ности на приеме. Будем считать, что на приемной 
стороне стоит задача определить информацию, за-
кодированную начальным фазовым элементом 
C ∈ GF(26) исходной МП, формируемой многочле-
ном φМП(x). Для решения этой задачи в данном ал-
горитме получателю на приемной стороне сообща-
ются начальные фазовые элементы λj МП1 и θj МП2 

с номерами 1, что позволяет получателю сгенери-
ровать последовательности МП1 и МП2 и соответ-
ствующие им номера. Это позволит по столбцам 
матрицы FГМВ, сформированной на приеме, опреде-
лить правило замены столбцов (15). Рассмотрим 
теперь пошаговую процедуру декодирования. 

Шаг 1. Как сказано выше, из принятой ГМВ-по-
следовательности формируют матрицу FГМВ, кото-
рая, при отсутствии ошибок, будет иметь такой же 
вид, как и (16). 

Шаг 2. По 3-элементным участкам МП2 каждого 
столбца матрицы FГМВ с помощью двойственного ба-
зиса многочлена h2(x)

 
(таблица 4) находятся началь-

ные фазовые элементы θ(j) для каждого j-го столбца 
в отдельности. В предположении, что ошибок нет, 
начальные фазовые элементы θ(j) могут быть опре-
делены по любому 3-элементному участку для каж-
дого столбца, представляющего в общем виде 7-раз-
рядную комбинацию (w0, w1, w2, w3, w4, w5, w6). 

Так, для участка (wi, wi+1, wi+2), i = 0, 1, 2, …, 6 за-
мкнутой в кольцо МП2, начальный элемент θ(j) j-го 
столбца матрицы FГМВ будет определяться как: 

θ(𝑗𝑗) = θ−𝑖𝑖(β1𝑤𝑤𝑖𝑖 + β2𝑤𝑤𝑖𝑖+1 + β3𝑤𝑤𝑖𝑖+2). (17) 
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а) б) 

  
в) г) 

Рис. 1. Корреляционные свойства ГМВ-подобных последовательностей (16): а) периодическая АКФ б) апериодическая АКФ; 
в) периодическая ВКФ; г) апериодическая ВКФ  

По выделенным участкам (wi, wi+1, wi+2) находим:  

– для 1-го столбца (j = 1) по участку (w0, w1, w2) = (1, 1, 0), θ(1) = β1 + β2 = 1 + θ2 = θ6; 
– для 2-го столбца (j = 2) по участку (w1, w2, w3) = (1, 0, 1), θ(2) = θ−1(β1 + β3) = θ2;  

– для 3-го столбца (j = 3) по участку (w2, w3, w4) = (1, 0, 1), θ(3) = θ−2(β1 + β3) = θ. 
 

Аналогично находим начальные фазовые эле-
менты для всех 9 столбцов, которые образуют сле-
дующую строку начальных фазовых элементов 
столбцов матрицы FГМВ: 

(θ6, θ2, θ, θ, θ5, θ6, 0), (18) 

а по этим начальным фазовым элементам будет, в 
соответствии с таблицей 5, определено и само пра-
вило замены (15) – секретное ключевое слово I. 

Легко проверить, что такие же начальные фазо-
вые элементы будут получены благодаря мажори-

тарному принятию решения, если в столбцах воз-
никнут однократные ошибки или парные ошибки в 
смежных позициях столбца. Например, 5-ый стол-
бец содержит две ошибки в подчеркнутых пози-
циях w2 и w3, т. е. имеет вид: 

(𝑤𝑤0,𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3,𝑤𝑤4,𝑤𝑤5,𝑤𝑤6) = (1, 1, 0, 1, 0, 1, 0). 

Вычислим с использованием двойственного ба-
зиса начальные фазовые элементы по всем 3-эле-
ментным участкам замкнутого в кольцо 5-го 
столбца (j = 5): 

i = 0; �𝑤𝑤0,𝑤𝑤1,𝑤𝑤2� = (1, 1, 0)    θ(5) = β1 + β2 = 1 + θ2 = θ6; 
i = 1; �𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3� = (1, 0, 1)    θ(5) = θ−1(β1 + β3) = θ−1(1 + θ) = θ2; 
i = 2; �𝑤𝑤2,𝑤𝑤3,𝑤𝑤4� = (0, 1, 0)    θ(5) = θ−2β2 = θ−2θ2 = 1; 
i = 3; �𝑤𝑤3,𝑤𝑤4,𝑤𝑤5� = (1, 0, 1)    θ(5) = θ−3(β1 + β3) = θ−3θ3 = 1; 
i = 4; (𝑤𝑤4,𝑤𝑤5,𝑤𝑤6) = (0, 1, 0)    θ(5) = θ−4β2 = θ−4θ2 = θ5; 
i = 5; (𝑤𝑤5,𝑤𝑤6,𝑤𝑤0) = (1, 0, 1)    θ(5) = θ−5(β1 + β3) = θ−5(1 + θ) = θ5; 
i = 6; (𝑤𝑤6,𝑤𝑤0,𝑤𝑤1) = (0, 1, 1)   θ(5) = θ−6(β2 + β3) = θ−6(θ2 + θ) = θ5. 

По большинству одинаковых оценок начальный 
фазовый элемент 5-го столбца при двух смежных 
ошибках, как видно из (18), будет определен пра-
вильно, т. е. θ(5) = θ5.  

Шаг 3. По цифрам полученного ключевого слова, 
имеющего вид (15), находим соответствующие 
этим цифрам (см. таблицу 5) начальные элементы 
λ(j)  столбцов матрицы FМП. Беря след от элементов 
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λ(j), получим первую строку матрицы в двоичном 
виде (см. таблицу 2). 

Шаг 4. Наконец, используя двойственный базис 
многочлена φМП(x) (см. таблицу 4), по 6-элементным 
участкам найдем начальный элемент C ∈ GF(26), формирующий исходную МП и представляющий пе-
реданную закодированную информацию. Пусть, 
например, выделен безошибочный участок сформи-
рованной на приеме первой строки матрицы FМП: (𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4, 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, 𝑠𝑠7) = (001000). Вычисленный по это-
му участку начальный фазовый элемент С М-после-
довательности будет: C = ε−2α3 = ε−2ε3 = ε.  

Таким образом, начальный фазовый элемент 
C = ε М-последовательности декодирован правиль-
но, т. е. переданная информация в виде двоичной 
комбинации будет иметь вид (010000). 

Эта информация может представлять собой оп-
ределенный секрет для получателя. Например, это 
может быть начальная фаза скремблера, обеспечи-
вающего рандомизацию передаваемых данных М-
последовательностью с периодом N = 26 – 1, или не-
который идентификатор адреса получателя или 
отправителя и др. 

Очевидно, что достоверность выделения началь-
ного фазового элемента С может быть увеличена 
путем восстановления на приеме всей матрицы FМП с последующим формированием базисной М-после-
довательности и применения мажоритарного де-
кодирования 6-элементных ее участков с использо-
ванием двойственного базиса. Для определения ве-
роятностных характеристик рассмотренных мето-
дов декодирования ГМВ-подобных последователь-
ностей было произведено имитационное модели-
рование по методу Монте-Карло с использованием 
системы математических вычислений GNU/Octave. 
Была построена классическая модель системы пе-
редачи данных. Для формирования потока ошибок 
была использована модель цифрового двоично-
симметричного канала без памяти. 

Декодирование передаваемых по модели систе-
мы передачи данных ГМВ-подобных последователь-
ностей по мажоритарному методу на основе двой-
ственного базиса допускает три возможных исхода: 

‒ правильное декодирование, когда результат на 
выходе декодера совпадает с начальными элемен-
тами передаваемой последовательности;  

‒ неправильное декодирование, которое возни-
кает при несовпадении начальных элементов;  

‒ отказ от декодирования, когда декодер не мо-
жет однозначно определить результат декодирова-
ния, т. е. обнаруженная неисправляемая ошибка.  

Соответствующие оценочные значения вероят-
ностных характеристик обозначаются PПД, PНД, PОД. 

Поскольку декодирование по рассмотренному 
алгоритму проводится в два этапа: вначале деко-
дируются 7-элементные М-последовательности 
(столбцы матрицы FГМВ (16), а потом производится 
поиск начального фазового элемента исходной М-

последовательности длиной 63, то отказ от декоди-
рования может произойти на каждом из этапов. 
При отказе от декодирования 7-элементной после-
довательности она помечается как стертая. Далее 
производится проверка возможности определения 
начального элемента С исходной 63-элементной М-
последовательности. В том случае, если он не мо-
жет быть рассчитан, фиксируется отказ от декоди-
рования. 

При более надежном мажоритарном декодиро-
вании исходной М-последовательности по 6-эле-
ментным участкам отказом от декодирования в 
рассматриваемом алгоритме будет считаться отказ 
декодирования хотя бы одной 7-элементной М-по-
следовательности. 

Графики вероятностных характеристик рассмот-
ренных алгоритмов приведены на рисунке 2. Рису-
нок 2а содержит вероятностные характеристики 
простого алгоритма декодирования с определе-
нием начального элемента исходной М-последова-
тельности по одному 6-элементному участку, а ри-
сунок 2б ‒ вероятностные характеристики усилен-
ного алгоритма с мажоритарным декодированием 
замкнутой в кольцо исходной последовательности. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Вероятностные характеристики алгоритма  
декодирования ГМВ-подобных последовательностей 

Как видно из представленных графиков, мажори-
тарное декодирование исходной М-последователь-
ности позволяет значительно увеличить вероят-
ность правильного определения начального фазо-
вого элемента и на два порядка уменьшить долю не-
правильно декодированных последовательностей. 
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Рассмотрим еще один вариант, который позво-
ляет в несколько раз увеличить долю информации, 
содержащейся в ГМВ- или в ГМВ-подобных после-
довательностях длиной 63. При этом возможны два 
алгоритма – мультипликативный и аддитивный.  
Мультипликативный (пошаговый) алгоритм.  

Передающая сторона.  
Шаг 1а. Формируется матрица FМП. Например, при 

той же начальной фазе C = ε матрица FМП будет 
иметь вид (11). Тогда столбцами этой матрицы бу-
дут МП1 с начальными элементами λ(j), представ-
ленными в таблице 2. Для передачи информации в 
этом алгоритме будут задействованы первые 8 
(кроме 9-го нулевого) начальных элементов λ(j).  

Шаг 2а. На следующем шаге алгоритма задается 
строка из 8 информационных элементов λu(j), j = 0, 
1, ..., 7, принадлежащих полю GF(23), порожденному 
примитивным многочленом h1(x). Пусть эти инфор-
мационные элементы будут: 

(λ2, λ5, λ, 1, λ3, λ3, λ4, λ5). (19) 

Шаг 3а. Далее эти элементы перемножаются по 
mod h1(x) с соответствующими начальными эле-
ментами λ(j) первых 8 столбцов матрицы FМП (см. 
таблицу 2). В результате перемножения в таблице 
6 будет получена строка из 8 новых элементов λ(j) 
поля GF(23), образованного примитивным много-
членом h1(x), и соответствующих им двоичных век-
торов (b0, b1, b2). 

Шаг 4а. На следующем шаге находятся по табли-
це 3 соответствующие векторам (b0, b1, b2) эле-
менты θγ

 изоморфного поля GF(23) с порождающим 
многочленом h2(x) (см. таблицу 6). 

Шаг 5а. По полученным элементам θγ, как началь-
ным фазовым элементам, формируются первые 8 
столбцов матрицы FГМВ, которая в виде МП2-после-

довательностей, с учетом 9-го нулевого столбца, 
примет вид (20).  

𝐹𝐹ГМВ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (20) 

ТАБЛИЦА 6. Замена элементов λξ на θγ 

Номер столбца 1 2 3 4 5 6 7 8 

Начальные фазовые 
элементы поля, λξ λ5 λ4 λ6 λ5 λ5 λ6 λ2 λ 

Векторная запись 
элементов λξ 110 111 011 110 110 011 001 010 

Соответствующие 
элементы θγ mod h2(x) θ3 θ5 θ4 θ3 θ3 θ4 θ2 θ 

Приемная сторона.  
Декодирование ГМВ- или ГМВ-подобных после-

довательностей и извлечение из них информации 
на приеме осуществляется в обратном порядке по 
следующим шагам.  

Шаг 1б. Используя коэффициенты двойственного 
базиса, соответствующего многочлену h2(x) (см. таб-
лицу 4), для каждого замкнутого в кольцо столбца 
(кроме 9-го) принятой матрицы FГМВ по смежным 3-
элементным участкам находятся по мажоритарному 
принципу начальные фазовые элементы θγ. Пусть 
первый столбец принятой матрицы FГМВ с ошибкой 
в подчеркнутом элементе w3 будет следующий: 

(𝑤𝑤0,𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3𝑤𝑤4,𝑤𝑤5,𝑤𝑤6,𝑤𝑤7) = (1, 0, 1,  0, 1, 0, 0). 

Проведя обработку двойственным базисом 3-
элементных участков (wi, wi+1, wi+2) выделенного и 
замкнутого в кольцо первого столбца принятой 
матрицы FГМВ, получим следующие результаты: 

i = 0;   (𝑤𝑤0,𝑤𝑤1,𝑤𝑤2) = (1, 0, 1);    θγ = β1 + β3 = 1 + θ = θ3; 
i = 1;   �𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3� = (0, 1, 0);    θγ = θ−1(β2) = θ−1 ⋅ θ2 = θ; 
i = 2;   �𝑤𝑤2,𝑤𝑤3,𝑤𝑤4� = (1, 0, 1);   θγ = θ−2(β1 + β3) = θ−2θ3 = θ; 
i = 3;   �𝑤𝑤3,𝑤𝑤4,𝑤𝑤5� = (0, 1, 0);   θγ = θ−3(β2) = θ−3θ2 = θ−1 = θ6; 
i = 4;   (𝑤𝑤4,𝑤𝑤5,𝑤𝑤6) = (1, 0, 0);    θγ = θ−4β1 = θ−4 = θ3; 
i = 5;   (𝑤𝑤5,𝑤𝑤6,𝑤𝑤0) = (0, 0, 1);     θγ = θ−5(β3) = θ−5θ = θ−4 = θ3; 
i=6;     (𝑤𝑤6,𝑤𝑤0,𝑤𝑤1) = (0, 1, 0);    θγ = θ−6(β2) = θ−6θ2 = θ−4 = θ3. 

Несмотря на наличие однократной ошибки в 
первом столбце принятой матрицы FГМВ, в резуль-
тате обработки двойственным базисом по мажори-
тарному принципу был правильно выделен в каче-
стве начальной фазы элемент θ3. Таким образом, в 
предположении, что в каждом столбце матрицы FГМВ не было ошибок или было не более одной ошибки 
или одной двукратной ошибки в паре смежных эле-
ментов, декодер правильно выделит начальные 
фазы θγ

 всех восьми ненулевых столбцов матрицы 

FГМВ и соответствующие им вектора (d0, d1, d2), пред-
ставленные в таблице 6.  

Шаг 2б. Далее, в соответствии с полученными на 
предыдущем шаге двоичными векторами, будут 
определены 8 элементов λi (см. таблицу 6). 

Шаг 3б. Декодер по известному только отправи-
телю и получателю начальному фазовому элементу 
C ∈ GF(26), аналогично кодеру, формирует началь-
ные фазовые элементы λi матрицы FМП, а именно: 

(λ3, λ6, λ5, λ5, λ2, λ3, λ5, λ3). (21) 
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Шаг 4б. На следующем шаге производится деле-
ние по mod h1(x)

 
выделенных из матрицы FГМВ эле-

ментов λ(j), показанных в таблице 6, на соответ-
ствующие элементы λ(j), являющиеся начальными 
фазовыми элементами j-ых столбцов матрицы FМП 

(21). В результате будут получены элементы (19), 
которые и будут являться информационными. За-
писав эти информационные элементы соответ-
ствующими двоичными векторами (см. таблицу 1), 
выделенная информация будет иметь вид: 

{001 110 010 100 101 101 111 110}. 

Значит, в принятой ГМВ- или в ГМВ-подобной по-
следовательности длиной 63 двоичных элемента со-
держится 24 информационных бита, что соответст-
вует относительной скорости передачи данных 0,38. 
Если же 9-ый нулевой столбец матрицы (15) не пе-
редавать (с его восстановлением на приеме), то ско-
рость передачи данных по каналу возрастет до 0,42. 

Оценим ожидаемую достоверность передачи 
данных с помощью ГМВ- или ГМВ-подобной после-
довательности по двоичному симметричному ка-
налу с битовой вероятностью ошибки p0 = 10−2. Так 
как в рассматриваемом примере информация со-
держится в 8 столбцах ГМВ-матрицы (20), то веро-
ятность гарантированного правильного декодиро-
вания информации будет определяться вероятно-
стью того, что в каждом из 8 столбцов будет только 
одна ошибка, или две ошибки в смежных элемен-
тах, или ошибки будут отсутствовать. В этом случае 
вычисленная вероятность Q правильного выделе-
ния одного столбца с учетом 7 смежных парных 
ошибок в столбце будет равна: 

𝑄𝑄 = (1 − 𝑝𝑝0)7 + 𝐶𝐶71𝑝𝑝0(1 − 𝑝𝑝0)6 + 7𝑝𝑝02(1 − 𝑝𝑝0)5 = 0,99856. 

Исходя из этого, вероятность правильного деко-
дирования с использованием двойственного базиса 
всех 8 столбцов ГМВ-матрицы и, следовательно, всех 
24 информационных бита, будет равна: 

𝑄𝑄8 = (0,99856)8 = 0,9885. 

Тогда вероятность ошибочного декодирования 
хотя бы одного элемента λi будет равна: 

𝑃𝑃НПД = 1 − 0,9885 = 1,14 ⋅ 10−2. 

Повысить достоверность дополнительно можно 
благодаря применению децимаций [16] при обра-
ботке МП2. Вероятностные характеристики при ис-
пользовании мультипликативного алгоритма при-
ведены на рисунке 3. Первый случай (рисунок 3а) 
относится к независимому декодированию отдель-
ного информационного элемента λi. Во втором слу-
чае (рисунок 3б) приведены вероятностные харак-
теристики декодирования всей 24-разрядной ин-
формационной последовательности. Из графиков 
видно, что использование децимаций позволяет 
значительно уменьшить вероятность неправиль-
ного декодирования ценой небольшого уменьше-
ния доли правильно декодированных комбинаций. 

Аддитивный алгоритм 
При аддитивном алгоритме ожидается более про-

стая реализация, т. к. использовано двоичное сложе-
ние векторов вместо умножения элементов поля. 

Передающая сторона (кодирование). 
Шаг 1в. Первый шаг аддитивного алгоритма не 

отличается от мультипликативного, т. е., при той 
же начальной фазе C = ε формируется матрица FМП, имеющая вид (11). 

Шаг 2в. На следующем шаге алгоритма задается 
строка из девяти информационных элементов λu(j), 
j = 0, 1, ..., 8, принадлежащих полю GF(23), порож-
денному примитивным многочленом h1(x). Пусть 
первые восемь информационных элементов будут 
такими же, как и в мультипликативном алгоритме 
(19), к которым добавлен девятый элемент, напри-
мер, λ6. 

Шаг 3в. Далее, двоичные вектора информацион-
ных элементов λu(j), j = 0, 1, ..., 8, поэлементно скла-
дываются по mod 2 с двоичными векторами, соот-
ветствующими элементам λ(j), являющимися на-
чальными фазовыми элементами j-ых столбцов мат-
рицы FМП (21). В результате по полученным двоич-
ным векторам определяются начальные фазовые 
элементы θ(j) mod h2(x) ГМВ-матрицы, как показано 
в таблице 7. 

Шаг 4в. По полученным на шаге 3в начальным 
фазовым элементам θ(j) формируются, через фун-
кцию след, столбцы ГМВ-матрицы: 

𝐹𝐹ГМВ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0 1 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (22) 

ТАБЛИЦА 7. Определение начальных фазовых элементов  

λu(j) 
λ2 λ5 λ 1 λ3 λ3 λ4 λ5 λ6 

001 110 010 100 101 101 111 110 011 

λ(j) 
λ3 λ6 λ5 λ5 λ2 λ3 λ5 λ3 0 

101 011 110 110 001 101 110 101 000 

θ(j) 
100 101 100 010 100 000 001 011 011 

θ0 = 1 θ6 θ0 = 1 θ θ0 = 1 θ6 θ0 = 1 θ θ0 = 1 

Приемная сторона (декодирование). 
Шаг 1д. По семи элементным замкнутым в кольцо 

двоичным последовательностям каждого столбца 
принятой ГМВ-матрицы (17), используя двойст-
венный базис многочлена h2(x), находим началь-
ные фазовые элементы θ(j) всех девяти столбцов, 
которые, при отсутствии ошибок или при наличии 
однократных или смежных двукратных ошибок в 
столбцах, будут иметь вид, представленный в по-
следней строке таблицы 7.
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а) б) 

Рис. 3. Вероятностные характеристики при использовании мультипликативного алгоритма: а) декодирование отдельного 
информационного элемента λi (3 двоичных разряда); б) общая 24-разрядная информационная последовательность 

Шаг 2д. Полученные на шаге 1д начальные фазо-
вые элементы θ(j) столбцов ГМВ-матрицы (17) в 
виде векторов складываются поэлементно по mod 2 
с двоичными векторами, соответствующими эле-
ментам λ(j), являющимися начальными фазовыми 
элементами j-ых столбцов матрицы FМП (16), сфор-
мированной на приемной стороне из исходной М-
последовательности по известному получателю на-
чальному фазовому элементу C ∈ GF(26). В резуль-
тате будет получена информационная двоичная по-
следовательность. 

Сравнивая оба алгоритма, следует отметить, что 
скорость передачи данных у аддитивного алгорит-
ма осталась такой же, как у мультипликативного 
при некотором снижении достоверности, которая, 
при той же вероятности ошибки в двоично-симмет-
ричного канале p0 = 10−2, составит без учета децима-
ций величину 𝑄𝑄9 = (0,99856)9 = 0,987. 

Выводы 
В статье предложен новый вид псевдослучайных 

последовательностей – ГМВ-подобные последова-
тельности. Они отличаются тем, что за счет изме-
нения корреляционных характеристик, обеспечи-
вают более высокую структурную скрытность по 
сравнению с классическими последовательностя-
ми ГМВ с двухуровневой периодической автокор-
реляционной функцией. Кроме того, за счет приме-
нения двойственного базиса при обработке таких 
последовательностей может быть существенно 
увеличено их количество и расширен диапазон ско-
ростей передачи данных. 

Применение ГМВ- и ГМВ-подобных последова-
тельностей целесообразно как в существующих, 
так и в проектируемых широкополосных цифро-
вых системах связи. 
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Abstract: Algorithms for processing and determining, using a dual basis, the initial states of shift registers that form 
sequences similar to Gordon–Mills–Welch (GMW) sequences, which are characterized by their large number and 
higher structural secrecy comparing with the widely used M-sequences, are presented. It is shown that the proposed 
algorithms, unlike the known ones, make it possible to determine arbitrary initial states of shift registers and produce 
encoding of useful information, which expands the possibilities of using GMW-like sequences to solve various problems 
in the transmission of digital information in communication systems under electronic countermeasures. 
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