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Аннотация  

Актуальность работы определяется тем, что при значительно возросших объемах данных, 
передаваемых в коммуникационных системах, сформировалась потребность разработчиков технических 
средств в матрицах Адамара высоких порядков. Для примера рассмотрен принцип ослабления амплитуды 
помехи, действующей в канале передачи данных, при их преобразовании ортогональными матрицами. 
Качество выбора матрицы большого порядка для соответствующей задачи зависит от разнообразия их 
возможных конструкций, влияющих на параметры преобразования.  
Цель исследования заключается в поиске возможных простых способов получения матриц Адамара со 
структурами, отличными от широко известной структуры Сильвестра.  
Методы вычисления ортогональных матриц Адамара, предлагаемые в работе, основаны на особенностях 
структурных инвариантов, таких как циклические блоки, а также бициклическое ядро с окаймлением.  
Новизна заключается в выявленных взаимосвязях конструкций квазиортогональных матриц, позволяю-
щих получать матрицы Адамара сильвестровых и не сильвестровых последовательностей с конструкци-
ями, определяемыми как ядро с каймой и ядро с двойной каймой.  
Практическая значимость заключается в расширении представительства ортогональных матриц 
Адамара по типам конструкций и обеспечении выбора необходимой матрицы для конкретной задачи 
системы телекоммуникаций.  
Научная значимость заключается в развитии теории ортогональных матриц в части установления 
фундаментальных связей порядков матриц и их структур. Представление матриц семейства Адамара 
высоких порядков в виде инвариантов вложенных в их структуру матриц меньшего порядка, в том числе с 
окаймлением и двойным окаймлением, ведет к появлению универсальной основы для их совместного 
нахождения (конструирования), которой становится ортогональный гиперобъект.  
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The relevance of the work is determined by the fact that with the significantly increased volumes of data transmitted 
in communication systems, developers of communication tools have developed a need for high-order Hadamard ma-
trices. For example, the principle of attenuation of the amplitude of Noise acting in a data transmission channel is 
reviewed when they are transformed by orthogonal matrices. The quality of choosing a large-order matrix for the 
corresponding task depends on the variety of their possible designs that affect the transformation parameters.  
The aim of the study is to find possible simple ways to obtain Hadamard matrices with structures other than the well-
known Sylvester structures.  
The methods for calculating orthogonal Hadamard matrices proposed in this paper are based on the features of 
structural invariants, such as cyclic blocks, as well as a bicyclic core with fringing.  
The novelty lies in the revealed interrelationships of quasi-orthogonal matrix constructions, which make it possible 
to obtain Hadamard matrices of Sylvester and non-Sylvester sequences with the constructions core with a border and 
core with a double border.  
The practical significance lies in expanding the diversity of orthogonal Hadamard matrices by design types and 
ensuring the selection of the necessary matrix for a specific telecommunications system task. 
The scientific significance lies in the development of the theory of orthogonal matrices in terms of establishing fun-
damental relationships between the orders of matrices and their structures. The description of high-order Hadamard 
family matrices in the form of invariants of lower-order matrices embedded in their structure, including those with 
bordering and double bordering, leads to the emergence of a universal basis for their joint finding (construction), 
which becomes an orthogonal hyperobject. 
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Введение 

Матрицы Адамара [1], или квадратные матрицы 
Hn порядка n = 4t, где t – натуральное число, состоя-
щее из чисел {1, –1}, столбцы которых ортого-
нальны HnTHn = nI, и I – единичная матрица, давно и 
широко применяются в системах телекоммуника-
ций как основа преобразования данных и их 

помехоустойчивого кодирования для передачи в 
канале. Начало использования матриц Адамара в 
системах телекоммуникаций было положено еще в 
80-е годы прошлого века при помехоустойчивом 
кодировании изображений поверхности Марса во 
время передачи от станции американской миссии 
«Маринер» на Землю [2]. Для этого телевизионный 

https://orcid.org/0000-0002-4788-9869


 
Труды учебных заведений связи                                                                                             2026. Т. 12. № 4 

 

 

Электроника, фотоника, приборостроение и связь 120                                              tuzs.sut.ru 

 

сигнал переводился в дискретный вид и кодиро-
вался матрицей Адамара. 

Согласно гипотезе Адамара, такие матрицы су-
ществуют на порядках 4t. Большинство матриц 
Адамара до порядка 100 широко известны и хо-
рошо изучены результаты их применения. Вместе с 
тем известно [1], что матрицы Адамара связаны од-
нозначно с матрицами Мерсенна MnTMn = ɷ(n)I, со-
стоящими из чисел {1, –b} и существующими на по-
рядках 4t − 1, как с ядром структуры. Такие мат-
рицы Адамара, наследуя симметрию ядра, получа-
ются его окаймлением с заменой элементов со зна-
чением −b на единицы [1]. 

Цель настоящей работы – показать связи струк-
тур ортогональных матриц Адамара с квазиортого-
нальными матрицами через процедуру окаймле-
ния и двойного окаймления бициклического ядра 
таких матриц. Такие связи гарантируют получение 
матриц Адамара фиксированных структур, отлич-
ных от широко известных, расширяя возможность 
выбора для разработчиков телекоммуникацион-
ного оборудования и алгоритмов преобразования 
данных. Разнообразие структур матриц и предста-
вительство на порядках существования является 
залогом выбора оптимальных матриц под требова-
ния конкретных задач. 

 
Использование матриц семейства Адамара  
в системах телекоммуникаций 

Применение матричного аппарата в телекомму-
никациях оправдано, во-первых, эффективной реа-
лизацией матричного умножения в процессорах 
цифровой обработки сигналов (ЦОС), выполняе-
мого как суммирование парных произведений по 
строкам. Во-вторых, – ортогональностью строк 
(столбцов) матриц (их нулевой корреляцией). Это 
важно для систем с кодовым разделением каналов, в 
которых ортогональность есть основа независимости 
кодов [3–5], а также в системах с корреляционным 
приемом, где строки ортогональных матриц – основа 
кодов с хорошими автокорреляционными характери-
стиками [6]. В-третьих, – возможностью симмет-
ричных преобразований на передающей и прием-
ной сторонах телекоммуникационной системы.  

Использование ортогональных матриц А обу-
словлено их свойством:  

А-1 = АТ. (1) 

Т. е. на приемной стороне может быть использо-
вана не обратная матрица, вычисление которой 
связано с рядом трудностей [7], а транспонирован-
ная (повернутая относительно главной диагонали 
матрица А). Это важно в помехоустойчивом коди-
ровании сигналов и изображений в каналах комму-
никационных систем, для которых характерны им-
пульсные помехи [8], в обработке массивов данных 
– визуальной, текстовой и звуковой информации 

[9–11] и многих других, возросших в объемах. В об-
щем виде упрощенная модель систем передачи ин-
формации Х по открытым коммуникациям пред-
ставлена на рисунке 1, где δ – помеха, действующая 
в канале. 

В работе [7] предлагается предварительное пре-
образование для обеспечения помехоустойчивости 
передачи по каналам связи изображений, представ-
ленных в виде матрицы Xn размера n×n, реализуе-
мое соотношениями:  

прямое преобразование на передающей стороне: 

Yn = Xn Аn, (2) 

обратное преобразование на приемной стороне,  
с учетом (1), выполняется в виде: 

Xn = Yn АnТ, (3) 

где Yn – передаваемые по коммуникационному ка-
налу в цифровом виде данные, представленные 
также в виде матрицы. 

Передатчик Открытый канал Приемник

δ 

X + δ X 

 
Рис. 1. Упрощенная модель передачи данных по каналу  

с помехами 

Fig. 1. Simplified Data Transmission Model Over an Interference Channel 

При воздействии помехи δ на передаваемые в ка-
нале данные на приемной стороне получаем:  

Yn* = Yn+ δ и тогда Xn* = (Yn + δ)AnТ 

или Xn* = Yn AnТ + δAnТ. 

Таким образом, помеха на приемной стороне 
равна δAnТ, что соответствует ее влиянию на весь 
массив переданной информации. 

На рисунке 2 представлена модель канала и вы-
полняемых преобразований при обмене данными в 
канале с помехами с использованием ортогональ-
ных преобразований. 

При передаче данных, например, изображений, 
размещенных в нескольких пакетах, помеха δ (δ1), 
действующая на конкретный из них и искажающая 
его содержимое, не может рассматриваться от-
дельно, поскольку из таких пакетов состоит пере-
даваемый преобразованный по (2) цифровой объ-
ект в целом. 

Усиленный вариант помехоустойчивости, по 
сравнению с реализацией по соотношениям (2–3), 
реализуется посредством двустороннего умноже-
ния слева и справа на матрицу Аn в виде: 

Yn = Аn Xn Аn, (4) 

а обратные преобразования выполняются как: 

Xn = АnТYn АnТ. (5) 
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Рис. 2. Модель системы и обмена данными по каналу с помехами 

Fig. 2. The Model of System and Data Exchange Over a Channel with Interference 

Очевидно, что для максимального ослабления 
амплитуды помехи в виде δAnТ (при двустороннем 
преобразовании AnТδAnТ) необходимо добиться ее 
равномерного распределения в восстановленных 
принятых по каналу данных. Амплитуда помехи бу-
дет определяться произведением наибольших по 
модулю элементов матрицы АnТ. Поскольку  
целью таких преобразований является максималь-
ное ослабление помехи, то максимальные эле-
менты ортогональной матрицы должны быть ми-
нимальны. Этому требованию удовлетворяют нор-
мированные матрицы Адамара Нn с элементами {1, 
–1}, идеально равномерно «размазывающие» дей-
ствующую помеху по всему массиву переданных по 
каналу данных [12]. 

Преимущество системы (4–5) заключается в пол-
ном маскировании частоты вхождения отдельных 
элементов данных. Чем выше порядок матрицы, 
тем больше информации о различиях в значениях 
частоты появления элемента и их сочетаний скры-
вается в преобразуемом сообщении.  

Порядки матриц Мерсенна n = 4t – 1 включают 
простые или составные числа Мерсенна, степень 
простого числа или произведение пар близких про-
стых чисел [1].  

 
Цепочные методы вычисления матриц Адамара 

В работе [13] упоминаются конструкции ортого-
нальных матриц, исходя из ограниченной сложно-
сти их структуры. В этой же работе ставится вопрос 
расширения представительства матриц семейства 
Адамара, например, для преобразований изображе-
ний, передаваемых по открытым телекоммуника-
циям, с целью их защиты от помех в канале. 

Для поиска матриц Адамара существует большое 
количество методов. Однако в работах [1, 14] пока-
зано, что фиксация структуры является способом 
облегчения их поиска. Конечно, для комбинатор-
ных методов фиксация требований к структуре 
означает наложение дополнительных ограниче-
ний на алгоритмы поиска и усложняет их. Однако 
если с фиксированной структурой связан набор из-
вестных характеристик, то это предполагает облег-
чение поиска. 

Примером могут служить матрицы, получаемые 
по методу Сильвестра удвоением порядков, каж-
дый шаг которого может быть представлен в виде: 

𝐇2𝑛 = [
𝐇𝑛   𝐇𝑛

𝐇𝑛 −𝐇
𝑛

]. (6) 

Поиск каждой следующей матрицы прост, но та-
ким образом находятся только матрицы порядков 
n = 2k, где k – натуральное число. Однако последова-
тельность 2k входит только в последовательность 
порядков 4t, позволяя вычислять матрицы больших 
порядков все реже с их возрастанием, например, по-
рядков 256, 512, 1024, 2048. Матрицы Адамара по-
рядков, значение которых лежит между приведен-
ными значениями, по методу Сильвестра могут 
быть получены, начиная с порядка предиктора – 
ортогональной матрицы, например, порядка 160, 
которая является началом последовательности и 
должна быть вычислена отдельно. 

Метод Сильвестра, как видно из (6), порождает 
блочные матрицы Адамара из матриц Адамара 
вдвое меньшего порядка. Однако существующие 
блочные матрицы в широком смысле являются 
наглядными иллюстрациями теорем Ферма, Эй-
лера, и др. о разложимости натуральных чисел на 
суммы конечного количества обычных или фигур-
ных чисел, например, треугольных [1].  

В общем случае натуральное число n определяет 
порядок матрицы вида: 

𝐇2𝑛 = [
А𝑛 В𝑛

В𝑛
𝑇 −𝐀𝑛

𝑇 ], (7) 

а члены его разложения – параметры циклических 
матриц (блоков) Аn и Bn [14]. Частное и универсаль-
ное в данном случае дополняют друг друга.  

Конечно, не любые циклические блоки подходят 
для построения ортогональных матриц. В приве-
денной конструкции матриц Адамара циклические 
блоки необходимо искать из условия ортогональ-
ности структуры (7) в целом.  

Тогда параметрами бициклических матриц Ада-
мара: 

k1 = (v – x)/2 и k2 = (v – y)/2 

являются «частоты» появления элементов –1 в 
строках блоков, проявляющие себя координатами 
(x, y) точек Гаусса на поверхности параболоида в 
области среза его горизонтальной плоскостью  
x2 + y2 = n (кольцом) на высоте, соответствующей 
порядку матрицы n = 2v [15, 16]. 
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Зададимся вопросом, есть ли еще цепочки по-
строения матриц Адамара бо́льших порядков на ос-
нове матриц меньших порядков? В работе [17] по-
казаны переходы квазиортогональных матриц Эй-
лера, Мерсенна и др. матриц семейства Адамара с 
двумя значениями элементов друг в друга, но по 
другому правилу. 

Матрицы Эйлера можно вычислить по схеме, об-
щей для всех адамаровых матриц, на основе матриц 
Мерсенна [17] в виде: 

𝐄2𝑛 = (
𝐌𝑛 𝐌𝑛

𝐌𝑛 −𝐌𝑛
), 

где Mn – матрица Мерсенна с элементами, имею-
щими два значения: 1 и –b, |b| < 1. 

Матрицы Мерсенна существуют на порядках 4t – 
1, соседних с порядками матриц Адамара. В то же 
время матрицы Мерсенна связаны с матрицами Эй-
лера дополнением их строкой и столбцом (каймой) 
в виде [17]: 

𝐌2𝑛+1 = (
−λ 𝑒𝛵

𝑒 𝐄2𝑛
∗ ), (8) 

где λ = –a – собственное число; e – собственный век-

тор «сопряженной» матрицы 𝐄2𝑛
∗ = (

𝐌𝑛 𝐌𝑛

𝐌𝑛 𝐌𝑛
∗ ),  у 

которой блок 𝐌𝑛
∗  получатся из Мn взаимной заме-

ной элементов 1 и –b и пересчетом значения эле-
ментов как: 

𝑏 =
𝑞 − √4𝑞

𝑞 − 4
, 

где q = n + 1 – порядок матрицы Адамара [18].  

В то же время известно [19, 20], что матрицы 
Мерсенна связаны с матрицами Адамара формулой, 
подобной (7), за счет окаймления с увеличением 
порядка результирующей матрицы Мерсенна на 
единицу в виде: 

𝐇𝑛 = (
−1 𝑒𝛵

𝑒 𝐌𝑛−1
∗ ) (9) 

c заменой элементов – b на –1. 

При этом, очевидно, конструкция получаемых 
матриц Адамара отличается от конструкций мат-
риц Адамара сильвестровой последовательности, 
вычисленных по соотношениям (6) и (7). Получае-
мые матрицы имеют конструкцию моноцикличе-
ского ядра с окаймлением. Но если вычисление 
производится через матрицу Эйлера (8) и потом – 
матрицу Мерсенна (9), то в результате получим би-
циклическую матрицу с двойным окаймлением. В 
целом такой способ поиска может содержать не-
сколько переходов, а взаимосвязи матриц Адамара, 
Мерсенна и Эйлера позволяют получать матрицы 
Адамара новых конструкций, за счет наращивания 
количества окаймлений ядра. 

Содержательная сторона приведенных формул 
состоит в том, что матрицы Мерсенна и Эйлера рас-
считываются на основе друг друга, образуя возрас-
тающие по порядкам цепочки. Это обобщает пра-
вило Сильвестра – вычисление возрастающих по 
порядку матриц Адамара [1].  

Описанный способ вычисления квазиортого-
нальных матриц Эйлера и Мерсенна позволяет 
сформировать цепочку переходов матриц друг в 
друга с возрастанием порядков в виде M3 – E6 – M7 – 
E14 – M15 – …  .  

Получаемые из представленной на рисунке 3a 
цепочки матрицы Адамара имеют порядки сильве-
стровой последовательности, однако, как было по-
казано, отличаются от них структурой. Но из ра-
боты [16] известна и другая цепочка, приведенная 
на рисунке 3b, начинающаяся с матрицы E18 и по-
рождающая матрицы не сильвестровой последова-
тельности. 

M3
...E6 M7 E14 M15 E30

H4 HS H16

 
a) 

E18 M19 E38 M39

H20 H40

...

 

b) 

Рис. 3. Цепочка взаимных переходов матриц Мерсенна  
и Эйлера для нахождения матриц Адамара сильвестровой 
(а) и не сильвестровой (b) последовательностей конструк-

ции ядро с каймой 

Fig. 3.  Mutual Transitions of Mersenne and Euler Matrices Chain  
for Finding Hadamard Matrices of the Sylvester (a) and non-Sylvester (b) 

Sequence of the Core Construction with Bordering 

С учетом того, что матрицы Мерсенна являются 
ядром матриц Адамара, все они, получаемые таким 
образом, имеют бициклическую конструкцию с 
двойной каймой [21]. В качестве примера на ри-
сунке 4 приведены портреты бициклической мат-
рицы порядка 52 с двойным окаймлением, вычис-
ленной через рассмотренную выше цепочку преоб-
разования, и блочной матрицы порядка 32 сильве-
стровой конструкции. Здесь серое поле соответ-
ствуем элементу матрицы со значением 1, черное 
(красное) – элементу со значением –1. 
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a) b) 

Рис. 4. Портреты матриц Адамара: бициклической кон-
струкции с двойным окаймлением (a)и сильвестровой  

конструкции (b) 

Fig. 4. Portraits of Hadamard Matrices: Bicyclic Construction  
with Double Bordering (a) and Sylvester Construction (b) 

Рассмотренный способ использования цепочек 
матриц позволяет существенно расширить количе-
ство вычисляемых матриц Адамара, которые 
можно рассматривать как срезы одного гиперобъ-
екта бициклической структуры [22] на порядках, 
превышающих 200. 

Заключение  

В качестве основного подхода в построении кон-
струкций матриц Адамара выбран способ окаймле-
ния – увеличения порядка на единицу за счет до-
бавления верхней строки и левого столбца к мат-
рице Мерсенна как ядру матриц Адамара. При та-
ком способе работают цепочки переходов матриц 
Эйлера→Мерсенна→Адамара из одной в другую с со-
хранением структур ядра, но трансформацией зна-
чений их элементов, и с окаймлением. 

Рассмотренный подход позволяет в научном 
плане существенно расширить направление иссле-
дования условий разрешимости бициклических 
конструкций матриц семейства Адамара с окаймле-
нием, отличающихся от сильвестровых. В практи-
ческом – дает возможность существенного упроще-
ния процесса вычисления и хранения, а также ме-
ханизма выбора матриц различных конструкций и 
больших порядков для алгоритмов обработки ин-
формации в телекоммуникационных системах. 
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