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Аннотация  

Реализация процессов выполнения пакетов заданий в системах Flow Shop подвержена влиянию отказов 
приборов и их простоев при восстановлении. Поддержание заданного уровня надежности систем обеспечи-
вается периодическим техническим обслуживанием их приборов, связанным с устранением неполадок, яв-
ляющихся причинами отказов. В течение интервалов времени обслуживания приборы являются недоступ-
ными для реализации назначенных им функций. Планирование обслуживания приборов позволяет опреде-
лить интервалы времени между их реализациями. Однако положение реализаций обслуживания приборов 
может не являться фиксированным, а только – входить во временны́е интервалы заданной длительности 
(временны́е «окна»). В этом случае положение реализаций обслуживания приборов оптимизируется с уче-
том характера процессов выполнения пакетов заданий в системах. В то же время выполняемые в систе-
мах задания, включаемые в пакеты, могут входить в состав заказов, для которых заданы директивные 
сроки окончания исполнения. Вследствие этого актуальна задача оптимизации составов пакетов зада-
ний, включения пакетов в интервалы доступности приборов не фиксированной длительности, порядков 
выполнения пакетов в этих интервалах при вхождении заданий в заказы, с определенными для них дирек-
тивными сроками. При незначительных размерах задач их решения могут быть получены путем использо-
вания смешанного целочисленного линейного программирования.  
Цель работы состоит в формировании новой математической модели целочисленного программирова-
ния оптимизации решений указанного вида. Для ее достижения использованы методы построения моде-
лей математического программирования. На первом этапе реализовано формирование нелинейной мате-
матической модели. Получены выражения, используемые для построения ограничений, соответствующих 
распределению всех заданий по пакетам. C целью снижения временны́х затрат на получение решений про-
ведена линеаризация модели. Для ее верификации разработано приложение в среде IBM ILOG CPLEX. В ходе 
исследований получены результаты, которые показали эффективность модели для решения задач пла-
нирования выполнения пакетов заданий в системах Flow Shop при изменяющейся периодичности обслужи-
вания и условии вхождения заданий в заказы с определенными для них директивными сроками исполнения. 
Результаты имеют практическую значимость при решении задач малой размерности построения рас-
писаний выполнения пакетов заданий в производственных системах. 
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Annotation   

The implementation of job package execution processes in Flow Shop systems is affected by instrument failures and 
downtime during recovery. Maintaining a given level of reliability of the systems is ensured by periodic maintenance 
of their devices related to troubleshooting, which are the causes of failures. During the maintenance time intervals, 
the devices are unavailable for the implementation of their assigned functions. Device maintenance planning allows 
you to determine the time intervals between their implementations. However, the position of the instrument mainte-
nance implementations may not be fixed, but may fall within time intervals of a given duration (time "windows"). In 
this case, the position of instrument maintenance implementations is optimized taking into account the nature of the 
processes of completing task packages in the systems. At the same time, tasks performed in systems that are included 
in packages may be part of orders for which specific deadlines have been set. As a result, the task of optimizing the 
composition of task packages, including packages in the availability intervals of devices of non-fixed duration, and the 
order of execution of packages in these intervals when tasks enter orders, with specific deadlines for them, is urgent. 
With small problem sizes, their solutions can be obtained by using mixed integer linear programming.  
The purpose of the work is to form a new mathematical model of integer programming for optimizing solutions of 
this type. Methods of constructing mathematical programming models were used to achieve this goal. At the first 
stage, the formation of a nonlinear mathematical model was implemented. Expressions are obtained that are used to 
construct constraints corresponding to the distribution of all tasks into packages. In order to reduce the time spent 
on obtaining solutions, the model was linearized. To verify it, an application has been developed in the IBM ILOG 
CPLEX environment. In the course of the research, results were obtained that showed the effectiveness of the model 
for solving the tasks of planning the execution of task packages in Flow Shop systems with varying service frequency 
and the condition that tasks are included in orders with specific deadlines for their execution. The results are of prac-
tical importance in solving small-dimensional problems of constructing scenarios for completing task packages in 
production systems. 
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Введение 

Дисциплина обслуживания заданий в конвейер-
ных системах (КС) или системах Flow Shop предпо-
лагает последовательное прохождение ими всех 
приборов, входящих в эти системы. Типизация за-
даний, выполняющихся в этих системах, осуществ-
ляется с точки зрения равных значений времени 

осуществления операций с ними на приборах си-
стем и равных значений времени переналадок при-
боров на реализацию действий с ними. Для увели-
чения производительности процессов выполнения 
заданий разных типов в указанных системах осу-
ществляется формирование пакетов однотипных 
заданий. Задания одного типа, включенные в па-
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кеты, выполняются на приборах конвейерных си-
стем последовательно. То есть, время окончания 
осуществления операций с пакетом равно моменту 
времени окончания выполнения последнего зада-
ния в нем. Переналадка приборов реализуется при 
переходе от действий с заданиями в одном пакете 
к проведению операций с заданиями в другом па-
кете. Тогда пакет – это совокупность однотипных 
заданий, выполняемых на приборах последова-
тельно без переналадки.  

В КС (системах Flow Shop) операции с заданиями, 
включенными в пакеты, могут быть выполнены в 
течение интервалов времени функционирования 
приборов, после окончания каждого из которых ре-
ализуется их (приборов) периодическое техниче-
ское обслуживание (ПТО). Реализация ПТО прибо-
ров позволяет идентифицировать неисправности в 
них, устранять эти неисправности, что обеспечи-
вает исключение значительных отказов приборов, 
восстановление после которых занимает длитель-
ное время. К политикам реализации ПТО приборов 
относятся: 1) проведение ПТО через заданные ин-
тервалы времени функционирования приборов; 
2) оптимизация периодов между ПТО приборов для 
обеспечения максимальной их надежности при 
ограничениях на используемые ресурсы (в частно-
сти, при ограничении простоев приборов, обеспе-
чении заданной эффективности процессов выпол-
нения заданий в КС); 3) поддержание заданного 
уровня надежности системы при оптимизации эф-
фективности процессов выполнения заданий в КС. 
При осуществлении политики первого вида дей-
ствия, позволяющие поддерживать приборы в ра-
ботоспособном состоянии, реализуются через 
определенные интервалы времени. Тогда в тече-
ние интервалов времени заданной длительности 
между ПТО приборы осуществляют операции с за-
даниями, при реализации ПТО являются недоступ-
ными. Однако длительности интервалов времени 
доступности приборов могут быть не фиксирован-
ными, моменты времени окончания этих интерва-
лов могут входить в установленные временные ин-
тервалы, которые названы временны́ми «окнами». 
В этом случае положение ПТО приборов и, соответ-
ственно, положения интервалов времени их недо-
ступности, оптимизируются внутри этих вре-
менны́х «окон». Возникает задача оптимизации ре-
шений по назначению однотипных заданий в со-
ставы пакетов, включению пакетов в интервалы 
доступности приборов, определения порядков па-
кетов для проведения операций с ними в течение 
указанных периодов времени. Использование рас-
сматриваемого подхода позволяет получать более 
эффективные результаты планирования указан-
ных процессов выполнения пакетов заданий (ПЗ) в 
КС с учетом ПТО приборов, увеличить их произво-
дительность.      

Могут быть определены два способа решения за-
дач оптимизации составов ПЗ и порядков их выпол-
нения на приборах КС. Первый предусматривает 
оптимизацию количества заданий в пакетах. Вы-
числение характеристик процессов выполнения ПЗ 
в КС реализуется при условии, что пакеты переда-
ются между приборами целиком. Этот подход при-
менен в [1] при разработке модели Mixed Integer 
Linear Programming (MILP) оптимизации количе-
ства заданий разных типов в пакетах и расписаний 
выполнения ПЗ в КС. Второй способ предусматри-
вает вычисление характеристик процессов выпол-
нения ПЗ в КС с учетом того, что задания переда-
ются с предшествующего прибора на последующий 
сразу при окончании действий с ними на первом из 
них без ожидания окончания выполнения других 
заданий из этого пакета. Этот способ положен в ос-
нову разрабатываемой математической модели 
MILP оптимизации распределения заданий разных 
типов по пакетам и расписаний выполнения ПЗ в 
КС с учетом ПТО приборов. Осуществляемые иссле-
дования базируются на результатах работы [2], 
продолжение которых предусматривает решение 
задачи оптимизации составов ПЗ и расписаний их 
выполнения в КС при учете интервалов доступно-
сти приборов нефиксированной (изменяющейся) 
длительности. В то же время постановка задачи ис-
следований предусматривает, что результаты вы-
полнения разнотипных заданий, распределяемых 
по пакетам, входят в различные заказы, для кото-
рых заданы директивные сроки окончания их ис-
полнения.  

Таким образом, развитие работы [2] предусмат-
ривает построение новой математической модели 
MILP оптимизации составов ПЗ, их (пакетов) вклю-
чения в интервалы доступности приборов нефик-
сированной длительности, расписаний выполне-
ния ПЗ в рамках указанных интервалов доступно-
сти приборов, а также оптимизации положения ре-
ализаций ПТО приборов в пределах временны́х 
«окон», начало и окончание которых определены в 
условиях задачи. То есть оптимизация решений по 
составам ПЗ и расписаниям их выполнения в КС 
осуществляется при условии, что длительности ин-
тервалов доступности приборов могут быть изме-
нены, положение реализаций ПТО приборов опти-
мизируется в пределах заданных временны́х 
«окон». При этом построение указанной модели 
MILP осуществляется с учетом условия, предусмат-
ривающего, что результаты выполнения в КС зада- 
ний, распределенных по пакетам, включаются в за-
казы, для которых определены директивные сроки 
окончания их исполнения. Представленные осо-
бенности отличают задачу, решаемую в рассматри-
ваемой работе, от задачи, решенной в работе [2], и 
обеспечиваю ее оригинальность.            
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Существующие результаты исследований, свя-
занных с оптимизацией расписаний выполнения 
заданий и размещению реализаций ПТО приборов, 
позволяют решать задачи планирования: 1) вы-
пуска продукции на производственных предприя-
тиях при условии проведения ПТО систем в целом 
[3–6]; 2) выполнения единичных заданий (ЕЗ) сов-
местно с определением моментов времени начала 
ПТО приборов [7–15]; 3) операций с ЕЗ в системах 
разного вида при известных моментах времени 
начала ПТО (заданной периодичности ПТО и огра-
ничениях на доступность приборов [16–21]). 

Работы [3–21] отражают результаты исследова-
ний зарубежных авторов. Исследования россий-
ских ученых в основном направлены на разработку 
методов оптимизации производственных расписа-
ний выполнения ЕЗ в мелко- и среднесерийном 
производстве [22–24], оптимизации рейсов воз-
душных судов авиакомпаний [25], расписаний 
учебных занятий в вузах [26–29] и отдельно графи-
ков проведения ПТО оборудования без оптимиза-
ции расписаний [30–33]. Особого интереса заслу-
живает статья [30], в которой оптимизируется рас-
писание работы ремонтных бригад в соответствии 
с графиком ПТО оборудования. Однако отечествен-
ными исследователями не решаются задачи сов-
местной оптимизации расписаний выполнения за-
даний (в том числе пакетов заданий) в обрабатыва-
ющих системах разного вида совместно с оптими-
зацией графика ПТО. 

Анализ существующих моделей и методов опти-
мизации решения задач рассматриваемого вида по-
казал, что ни одна из рассмотренных работ не со-
держит результаты, использование которых позво-
ляет осуществлять оптимизацию составов ПЗ и их 
порядков для проведения операций с ними в КС 
при учете ПТО приборов [3–21]. Эти модели и ме-
тоды не учитывают возможность изменения поло-
жения реализаций ПТО в пределах временны́х 
«окон» заданной длительности. Задача оптимиза-
ции составов ПЗ и расписаний их выполнения при 
нефиксированных длительностях интервалов вре-
мени доступности приборов, которые могут быть 
изменены с целью повышения эффективности про-
цессов осуществления операций с ними в КС, не яв-
ляется решенной. Также при решении задачи 
должно быть учтено условие включения в заказы 
результатов выполнения заданий из пакетов, для 
которых определены директивные сроки оконча-
ния их исполнения.  

По этой причине решение рассматриваемой за-
дачи оптимизации составов пакетов, включения 
пакетов в интервалы доступности приборов не-
фиксированной длительности, расписаний выпол-
нения пакетов внутри этих интервалов, определе-
ния длительностей самих интервалов времени яв-

ляется актуальным. В постановке задачи исследо-
ваний определены: 1) тип обрабатывающих систем 
– конвейерные системы; 2) способ типизации зада-
ний в соответствии с равными значениями вре-
мени их выполнения на приборах и переналадок 
приборов на их выполнение; 3) необходимость 
формирования пакетов и оптимизации их соста-
вов; 4) вид передачи заданий из пакетов между 
приборами, который предусматривает их переме-
щение с предшествующего прибора на последую-
щий после окончания их выполнения на первом из 
приборов; 5) ограничения на интервалы времени 
доступности и недоступности приборов (каждый 
интервал времени недоступности приборов входит 
в соответствующее временно́е «окно», его положе-
ние оптимизируется в рамках этого окна с целью 
повышения эффективности процессов выполнения 
ПЗ в КС и реализаций ПТО); 6) необходимость 
включения результатов выполнения заданий из 
пакетов в заказы, для которых определены дирек-
тивные сроки окончания исполнения. Требуется 
разработать новую математическую модель MILP 
оптимизации решений рассматриваемого вида и 
программу в среде IBM ILOG CPLEX для этой мо-
дели. На основе программы требуется провести ве-
рификацию модели и определить особенности ре-
шений по размещению реализаций ПТО внутри 
временных «окон» в зависимости от параметров 
процессов выполнения ПЗ в КС.  

 
Математическая модель оптимизации составов 
и расписаний выполнения пакетов заданий  
в системах Flow Shop при изменяющейся  
периодичности обслуживания приборов  

При построении математической модели, приме-
няемой для оптимизации решений рассматривае-
мого вида, использованы обозначения, аналогич-
ные введенным в работе [2], а также введены но-
вые обозначения. Обозначения, используемые при 
построении новой математической модели MILP 
оптимизации рассматриваемых решений, пред-
ставлены в таблице 1.  

Особенностью задачи является включение ре-
зультатов выполнения заданий каждого w-го типа 
в количестве 𝑛𝑤𝑘в состав только одного заказа, то 

есть ∑ 𝑟𝑤𝑘 = 1𝐾
𝑘=1  ( 𝑤 = 1, 𝑊 ). Через M обозначено 

большое число, заданное равным 1000, чтобы га-
рантировать, во-первых, положительные значения 
правых частей ограничений при условии, что зна-
чения переменных решения и индикаторных пере-
менных равны 1, во-вторых, отрицательные значе-
ния правых частей ограничений при условии, что 
значения переменных решения и индикаторных 
переменных равны 0. 

Реализации ПТО приборов позволяют обнару-
жить и устранить в них неисправности и непо-
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ладки, являющиеся причинами их отказов. В ре-
зультате чего предполагается, что значительные 
отказы этих приборов, вызывающие их длительное 
восстановление, невозможны. В процессе функцио-
нирования приборов после ПТО могут возникнуть 
незначительные отказы, длительности восстанов-
ления приборов после которых много меньше вре-
мени выполнения заданий.  

ТАБЛИЦА 1. Обозначения параметров и решений задачи, 
используемых при построении модели MILP 

TABLE 1. Designations of the Parameters and Solutions of the Problem 
Used in the Construction of the MILP Model 

Обозначение Интерпретация 

Индексы приборов, заданий, пакетов, заказов,  
интервалов доступности 

(1) (2) 

l Индекс прибора 

b 
Индекс интервала доступности приборов,  

в течение которого реализуется выполнение 
ПЗ, предшествующий b-й реализации их ПТО 

j 
Номер, под которым пакет включен в последо-
вательность выполнения ПЗ в b-м интервале 

доступности приборов 

i 
Номер для задания, включенного в пакет под но-
мером j в b-м интервале доступности приборов 

w Тип заданий, выполняемых в составе пакетов в КС 

k Индекс заказа 

Параметры, характеризующие количество приборов, количество 
заданий, пакетов, заказов и интервалов доступности приборов 

L Количество приборов 

J 
Количество пакетов, которые могут быть назна-

чены в b-е интервалы доступности приборов 

I 
Количество заданий, которые будут вклю-

чены в пакеты 

B Количество реализаций ПТО приборов 

W Количество типов заданий 

K Количество заказов 

Параметры, характеризующие процессы выполнения заданий 
на приборах КС и формирование заказов 

𝐓 = ‖𝑡𝑙𝑤‖𝐿×𝑊 
Матрица длительностей выполнения заданий 

w-х типов на l-х приборах КС 

𝐏 = ‖𝑝𝑙𝑤‖𝐿×𝑊 
Матрица длительностей наладок l-х приборов 

на выполнение заданий w-х типов 

𝐑 = ‖𝑟𝑤𝑘‖𝑊×𝐾 

Матрица типов w заданий, результаты выпол-
нения которых распределяются по заказам  
k-х типов (𝑟𝑤𝑘 = 1, если задания w-го типа 

включены в заказ k-го типа, 𝑟𝑤𝑘 = 0 в против-
ном случае) 

𝐍
= ‖𝑛𝑤𝑘‖𝑊×𝐾 

Матрица количества результатов выполнения 
заданий w-х типов, включаемых в заказы  

k-х типов 

𝐃 = ‖𝑑𝑘‖ 
Вектор директивных сроков окончания  

исполнения заказов 

Обозначение Интерпретация 

Индексы приборов, заданий, пакетов, заказов,  
интервалов доступности 

(1) (2) 

Параметры, характеризующие границы временны́х «окон»  
и длительности ПТО приборов 

𝑠𝑙𝑏  
Значение левой границы временно́го интервала 
(«окна»), в котором оптимизируется положение 

b-й реализации ПТО l-го прибора 

𝑒𝑙𝑏  
Значение правой границы временно́го интер-

вала («окна»), в котором оптимизируется  
положение b-й реализации ПТО l-го прибора 

𝑡𝑙
𝑝𝑚

 Длительность ПТО l-го прибора 

 

Длительность интервала времени, применяе-
мого при оптимизации сдвига реализаций 
ПТО приборов относительно левых границ 

временны́х «окон» 

Переменные решения задачи 

𝑥𝑖𝑗𝑏 

Переменная, характеризующая распределение 
заданий по пакетам в интервалах времени  

доступности приборов (𝑥𝑖𝑗𝑏 = 1, если задание 

распределено под номером i в пакет, который 
включен под номером j в b-й интервал доступно-

сти l-х приборов, 𝑥𝑖𝑗𝑏 = 0
 
в противном случае) 

𝑦𝑤𝑗𝑏 

Переменная, характеризующая типы заданий, 
включенных в пакеты внутри интервалов  

доступности приборов (𝑦𝑤𝑗𝑏 = 1, если пакет, 

включенный под номером j в b-й интервал  
доступности, содержит задания w-го типа, 

𝑦𝑤𝑗𝑏 = 0 в противном случае) 

𝑢𝑗𝑏  

Переменная, характеризующая включение  
в b-е интервалы доступности l-х приборов ПЗ 
под номерами j (𝑢𝑗𝑏 = 1, если в b-й интервал 

доступности l-х приборов ПЗ включен под но-
мером j – занимает j-ю позицию в последова-
тельностях их выполнения в b-м интервале 
доступности; 𝑢𝑗𝑏 = 0 в противном случае) 

𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

 

Количество интервалов времени , соответ-
ствующих смещению начала b-й реализации 

ПТО l-го прибора относительно левой границы 
𝑠𝑙𝑏  интервала [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏] (смещение равно 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ) 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙  

Момент времени начала реализации операций 
с заданием, включенным под номером i  

в пакет, размещенный под номером j  
в b-м интервале доступности l-го прибора 

𝑔𝑗𝑏
𝑙  

Момент времени завершения операций на l-м 
приборе с ПЗ, включенным под j-м номером  

в его b-й интервал доступности 

𝑔𝑘 
Момент времени окончания исполнения  

k-го заказа; количество типов заданий 

𝑝𝑘 
Запаздывание с исполнением k-го заказа  

относительно директивного срока 𝑑𝑘 

Поэтому незначительными отказами приборов, 
возникающими после ПТО, длительности восста-
новления после которых минимальны, можно пре-
небречь. Начало и окончание реализаций ПТО при-
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боров не являются фиксированными, а входят в за-
данные интервалы времени [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏]  (временны́е 
«окна»), в рамках которых их положение оптимизи-
руется с целью увеличения эффективности процес-
сов выполнения ПЗ в КС. Таким образом, [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏] – 
это интервалы времени, в пределах которых опти-
мизируется положение b-х реализаций ПТО l-х при-
боров с учетом требования повышения общей про-
изводительности процессов выполнения ПЗ в КС. 
Реализация ПТО может начинаться в момент вре-
мени, не меньший левой границы интервала, окон-
чание ПТО не может превышать его правую гра-
ницу. Разработка модели MILP оптимизации 
наряду с составами ПЗ и расписаниями их выполне-
ния в КС также и положения ПТО приборов в рам-
ках временны́х «окон» (при учете условия исполне-
ния заказов в заданные директивные сроки) позво-
ляет обеспечить развитие математической модели, 
предложенной в [2], и как следствие, новизну и 
оригинальность получаемых результатов.    

При формировании ограничений модели, позво-
ляющих вычислять значения 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙  моментов вре-

мени начала выполнения i-х заданий в j-х пакетах, 
включенных в b-е интервалы доступности l-х при-

боров (𝑖 = 1, 𝐼;𝑗 = 1, 𝐽;𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 𝑙 = 1, 𝐿), исполь-
зованы предположения о том, что количество зада-
ний в пакетах должно быть не менее двух, и в b-е 
интервалы доступности приборов будет включен 
хотя бы один пакет. Кроме того, предполагается, 
что составы ПЗ, включенных в одни и те же b-е ин-

тервалы доступности ( 𝑏 = 1, 𝐵 + 1 ) l-х приборов  

(𝑙 = 1, 𝐿 ), не имеют отличий; одинаковыми явля-
ются и порядки выполнения на приборах КС паке-
тов заданий, включенных в одни и те же интервалы 
доступности.  

При построении системы ограничений, позволя-
ющих вычислить значения 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙 , в основу положена 

базовая модель оптимизации решений, предло-
женная в работе [2, выражения (2–26), стр. 14]. Эта 
модель позволяет оптимизировать решения при 
фиксированных интервалах времени доступности 
приборов. С учетом введенных в рассмотрение обо-
значений система ограничений, используемая для 
вычисления значений 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙  и соответствующая ба-

зовой модели оптимизации решений из [2, ограни-
чения (14–22), стр. 14] (при фиксированных интер-
валах времени доступности приборов), имеет сле-
дующий вид:  

𝑞111
1 ≥ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤11

𝑊

𝑤=1

, (1) 

𝑞11𝑏
1 ≥ 𝑒1,𝑏−1 + ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏 ,

𝑊

𝑤=1

  𝑏 = 2, 𝐵 + 1, (2) 

𝑞1𝑗𝑏
1 ≥ 𝑔𝑗−1,𝑏

1 + ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 
(3) 

𝑗 = 2, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1, 

𝑞𝑖𝑗𝑏
1 ≥ 𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

1 + ∑ 𝑡1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏 − 

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(4) 

𝑖 = 2, 𝐼,    𝑗 = 1, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1, 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≥ 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏  

𝑊

𝑤=1

− 𝑀 ⋅ (2 − 𝑢𝑗𝑏 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(5) 

𝑖 = 1, 𝐼,    𝑗 = 1, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑙 = 1, 𝐿, 

𝑞111
𝑙 ≥ max(𝑞111

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤11; ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤11)

𝑊

𝑤=1

𝑊

𝑤=1

, 
(6) 

𝑙 = 2, 𝐿, 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ max(𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏;

𝑊

𝑤=1

 

(7) 

𝑒𝑙,𝑏−1 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏),

𝑊

𝑤=1

 𝑏 = 2, 𝐵 + 1,    𝑙 = 2, 𝐿, 

𝑞1𝑗𝑏
𝑙 ≥ max(𝑞1𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏;

𝑊

𝑤=1

 

(8) 
𝑔𝑗−1,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 

𝑗 = 2, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑙 = 2, 𝐿, 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ max (𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏;

𝑊

𝑤=1

 

(9) 
𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) − 

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 

𝑖 = 2, 𝐼,    𝑗 = 1, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑙 = 2, 𝐿, 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≤ 𝑠𝑙𝑏 ,    𝑙 = 1, 𝐿,    𝑏 = 1, 𝐵,    𝑗 = 1, 𝐽. (10) 

В выражениях (1–10), представляющих собой 
ограничения модели оптимизации решений и поз-
воляющих определять значения 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙  и 𝑔𝑗𝑏
𝑙 , учтено 

условие, что 𝑠𝑙𝑏 и 𝑒𝑙𝑏  являются левыми и правыми 
границами интервалов [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏]  недоступности 
приборов, в течение которых реализуется их ПТО. 
То есть моменты времени начала и окончания ПТО 
приборов являются фиксированными, также, как 
являются фиксированными и интервалы доступ-
ности приборов.  

В постановке задачи, решаемой в данной работе, 
значения 𝑠𝑙𝑏и  𝑒𝑙𝑏 являются левыми и правыми гра-
ницами временны́х интервалов (временны́х «окон»), 
в рамках которых оптимизируется положение реа- 
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лизаций ПТО приборов (в том числе этим рассмат-
риваемая работа отличается от работы [2]). При 
этом начало рассматриваемых реализаций ПТО 
приборов смещено на 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
интервалов времени τ 

относительно левой границы 𝑠𝑙𝑏  рассматривае-
мого интервала [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏]. Значения 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
 для каждой 

b-й реализации ПТО каждого l-го прибора опреде-
ляются в процессе оптимизации решений. Тогда 
значения левых границ интервалов недоступности 
l-х приборов, соответствующих моментам времени 
начала b-х реализаций их ПТО и моментам времени 
окончания b-х интервалов доступности приборов, 
определяются выражением 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ.  Значения 

правых границ интервалов недоступности l-х при-
боров, соответствующих моментам времени окон-
чания b-х реализаций их ПТО и моментам времени 
начала (b + 1)-х интервалов доступности приборов, 
определяются выражением 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
. Опре-

деление в процессе оптимизации решений значе-

ний 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

 (𝑏 = 1, 𝐵; 𝑙 = 1, 𝐿) осуществляется с учетом 

ограничения, предусматривающего, что моменты 
времени окончания b-х реализаций ПТО l-х прибо-
ров не превышают значений 𝑒𝑙𝑏 правых границ со-
ответствующих временны́х интервалов [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏] , в 
которых их (этих реализаций) положение оптими-
зируется. Указанное ограничение имеет следую-

щий вид: 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

≤ 𝑒𝑙𝑏  (𝑏 = 1, 𝐵; 𝑙 = 1, 𝐿). 

В соответствии с выполненными рассуждени-
ями модифицированы выражения (2, 7, 10), входя-
щие в модель (1–10) и используемые для вычисле-

ния значений 𝑞11𝑏
1  (𝑏 = 2, 𝐵 + 1), 𝑞11𝑏

𝑙  (𝑙 = 2, 𝐿 ; 𝑏 =

=  2, 𝐵 + 1) и 𝑔𝑗𝑏
𝑙  (𝑗 = 1, 𝐽; 𝑏 = 1, 𝐵 + 1).  

Модификация выражений (2, 7, 10) осуществ-
лена следующим образом. Окончание b-х реализа-
ций ПТО (l = 1)-го прибора связано с границами 𝑒1𝑏 
интервалов [𝑠1𝑏; 𝑒1𝑏]: 𝑠1𝑏 + 𝑘1𝑏

𝑝𝑚
τ + 𝑡1

𝑝𝑚
≤ 𝑒1𝑏. Начало 

выполнения (i = 1)-х заданий в (j = 1)-х пакетах в b-х 

интервалах ( 𝑏 = 2, 𝐵 + 1 ) доступности (l = 1)-го 
прибора возможно после его наладки на осуществ-
ление операций с заданиями w-го типа в этих паке-
тах, которая следует за окончанием (b–1)-х реали-
заций ПТО.  

Для этих заданий значение 𝑞11𝑏
1  ( 𝑏 = 2, 𝐵 + 1 ) 

определяется выражением вида: 

𝑞11𝑏
1 ≥ 𝑠1,𝑏−1 + 𝑘1,𝑏−1

𝑝𝑚
𝜏 + 𝑡1

𝑝𝑚
+ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏

𝑊

𝑤=1

. 

Начало b-х реализаций ПТО l-х приборов ( 𝑙 =

=  2, 𝐿 ) определяется выражением: 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

τ, 

окончание этих реализаций ПТО – выражением: 
𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
,  где 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
 – переменная решения. 

Окончание b-х реализаций ПТО l-х приборов свя-
зано с границами 𝑒𝑙𝑏  интервалов [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏]:  𝑠𝑙𝑏 +
+ 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
≤ 𝑒𝑙𝑏 .  Начало выполнения (i = 1)-х  

заданий в (j = 1)-х пакетах в b-х интервалах доступ-

ности l-х приборов ( 𝑙 = 2, 𝐿 ) возможно после их 
наладки на осуществления операций с заданиями 
w-х типов, которая следует за окончанием (b – 1)-х 

реализаций ПТО приборов (𝑏 = 2, 𝐵 + 1).  

Тогда значения 𝑞11𝑏
𝑙  для (i = 1)-х заданий в (j = 1)-х 

пакетах в b-х интервалах доступности l-х приборов 
определяются выражением: 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ max (𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏;

𝑊

𝑤=1

 

(𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

) + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏)

𝑊

𝑤=1

. 

где 𝑏 = 2, 𝐵 + 1, 𝑙 = 2, 𝐿.  

Первая компонента операции max аналогична 
такой же компоненте в выражении (7), вторая ком-
понента определяет момент времени окончания 
наладки l-го прибора после завершения (b – 1)-й  
реализации его ПТО. 

Для значений 𝑔𝑗𝑏
𝑙

 

ограничения (5) модифициро-

ваны следующим образом: 𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≤ 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ

 
(𝑏 =

=  1, 𝐵). Модификация ограничений (5) предусмат-
ривает, что ПЗ должны быть выполнены строго в b-е 
интервалы доступности l-х приборов, окончание 
которых определяется выражением 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ. 

Вместе с тем моменты времени окончания выпол-
нения ПЗ в (B + 1)-х интервалах доступности l-х 

приборов ( 𝑙 = 1, 𝐿 ) превышают момент времени 
окончания B-й реализации их ПТО: 𝑔𝑗,𝐵+1

𝑙 ≥ 𝑠𝑙𝐵 +

+ 𝑘𝑙𝐵
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

 (𝑗 = 1, 𝐽; 𝑙 = 1, 𝐿).  

С целью введения ограничений, определяющих 
требование распределения по пакетам всех зада-

ний w-х типов (𝑤 = 1, 𝑊) в количестве 𝑛𝑤𝑘 , вклю-

ченных в k-е заказы (𝑘 = 1, 𝐾), введены индикатор-
ные переменные. То есть в пакеты, включаемые 
под j-ми номерами в b-е интервалы доступности l–х 
приборов, требуется распределять все 𝑛𝑤𝑘  заданий 

w-х типов (𝑤 = 1, 𝑊), входящих в k-е заказы (𝑘 =

= 1, 𝐾). Для построения ограничений, соответству-
ющих выполнению этого условия, введены инди-

каторные переменные 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 ( 𝑖 = 1, 𝐼 ; 𝑗 = 1, 𝐽 ; 𝑏 =

= 1, 𝐵 + 1; 𝑤 = 1, 𝑊; 𝑘 = 1, 𝐾). В том случае, если за-
дание назначено под i-м номером в пакет, включен-
ный под j-м номером в b-й интервал доступности 
приборов (𝑥𝑖𝑗𝑏 = 1), в этот j-й пакет в b-м интервале 

доступности назначены задания w-го типа (у𝑤𝑗𝑏 = 1), 

при этом задания w-го типа включены в k-й заказ 
(𝑟𝑤𝑘 = 1), то 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 1.  

Таким образом, если 𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 = 1 (i-е задание 

из пакета, включенного под j-м номером в b-й ин-
тервал доступности приборов, относится к w-у 
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типу заданий из k-го заказа), то 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 1 . Если 

𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 = 0
 
(i-е задание из пакета, включенного 

под j-м номером в b-й интервал доступности l-го 
прибора, не относится к w-у типу либо не соответ-
ствует типу заданий, включенных в k-й заказ), то 
𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 0.  

Сформирован способ идентификации значений 
индикаторной переменной y, соответствующих вы-
полнению / не выполнению ограничений вида 
𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) ≥ 𝑏. Полученные выражения, позво-
ляющие определять значения y, имеют вид: 

𝑓(𝑥1, 𝑥1, . . , 𝑥1) ≥ 𝑏 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑦), 
(11) 

𝑓(𝑥1, 𝑥1, . . , 𝑥1) ≤ 𝑏 − 1 + 𝑀𝑦. 

Для условий: 1) 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 1, когда 𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 = 1, 

2) 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 0,  когда 𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 = 0,  ограничения, 

используемые для определения значений индика-
торных переменных 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 ,  получены на основе 

(11) в виде: 

𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 ≥ 1 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘), 

𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 ≤ 𝑀𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 , 

где 𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾.  

Тогда ограничения, определяющие требование 
включения в состав пакетов всех заданий w-х типов 
из k-х заказов в количестве 𝑛𝑤𝑘 , имеют вид: 

∑ ∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 𝑛𝑤𝑘

𝐼

𝑖=1

𝐽

𝑗=1

𝐵+1

𝑏=1

, 

где 𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾. 

Момент времени окончания исполнения k-х за-
казов определяется как максимум среди моментов 
времени окончания операций со всеми зданиями 
w-х типов, входящими в эти заказы.  

Для вычисления 𝑔𝑘  получено выражение:  

𝑔𝑘 ≥ (𝑞𝑖𝑗𝑏
𝐿 + ∑ 𝑡𝐿𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊

𝑤=1

) − 𝑀 ⋅ (1 − ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘

𝑊

𝑤=1

), 

𝑖 = 1, 𝐼,    𝑗 = 1, 𝐽,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑘 = 1, 𝐾, 

где выражение(𝑞𝑖𝑗𝑏
𝐿 + ∑ 𝑡𝐿𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊
𝑤=1 )  позволяет вы-

числить значения моментов времени окончания 
выполнения i-х заданий из j-х пакетов, включенных 
в b-е интервал доступности L-го прибора, а выраже-
ние 𝑀 ⋅ (1 − ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘

𝑊
𝑤=1 )  – осуществлять вычисле-

ния только для заданий w-х типов, включенных  
в k-й заказ. Запаздывание 𝑝𝑘  с окончанием испол-
нения k-х заказов относительно заданных для них 
директивных сроков определяется выражением: 

𝑝𝑘 ≥ max(0, 𝑔𝑘 − 𝑑𝑘) (𝑘 = 1, 𝐾), где dk – значения ди-
рективных сроков окончания исполнения k-х зака-
зов. Критерий оптимизации решений представ-
ляет собой сумму запаздываний с исполнением k-х 

заказов, которая минимизируется. В этом случае 
критерий оптимизации решений рассматривае-
мого вида имеет вид 𝑓 = ∑ 𝑝𝑘

𝐾
𝑘=1 . Учет в разрабаты-

ваемой модели MILP условия включение результа-
тов выполнения заданий, распределенных по паке-
там, в заказы, для которых заданы директивные 
сроки окончания исполнения, обуславливает ее от-
личие от модели, рассмотренной в [2], и тем самым 
ее новизну. 

Включение пакетов в b-е интервалы доступно-
сти l-х приборов предполагает следующие ограни-
чения: 

1) задания с i-и номерами могут быть распреде-
лены в пакеты в том случае, если пакеты под j-ми 
номерами включены в b-е интервалы доступности:  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≤ 𝑀𝑢𝑗𝑏

𝐼

𝑖=1

, 

где 𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 
2) в j-е пакеты, включенные в b-е интервалы до-

ступности l-х приборов, должно быть распределено 
не менее двух заданий:  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≥ 2 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝐼

𝑖=1

, 

где 𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 
3) в следующие друг за другом пакеты, включен-

ные в b-е интервалы доступности l-х приборов, рас-
пределены задания разных типов: 

у𝑤𝑗𝑏 + у𝑤,𝑗+1,𝑏 ≤ 1, 

где 𝑗 = 1, 𝐽 − 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1;

 4) в каждом b-м интервале доступности разме-
щается не менее одного ПЗ:  

∑ 𝑢𝑗𝑏 ≥ 1

𝐽

𝑗=1

, 

где 𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 
5) пакет, включенный под j-м номером в b-й ин-

тервал доступности l-х приборов, может содержать 
задания одного w-го типа и задания могут быть до-
бавлены в пакет только в случае, если он включен 
в этот интервал:  

∑ 𝑦𝑤𝑗𝑏 =  

𝑊

𝑤=1

𝑢𝑗𝑏 , 

где 𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1. 

Также формирование ограничений на включе-
ние заданий под i-ми номерами в пакеты, размеща-
емые с j-ми идентификаторами в b-х интервалах 
доступности l-х приборов, осуществляется с ис-
пользованием подхода, основывающегося на логи-
ческих условиях [34].  

Первое логическое условие: если задание содер-
жится под (i + 1)-м номером в пакете, включенном 
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под j-м номером в b-й интервал доступности l-х 
приборов (𝑥𝑖+1,𝑗𝑏 = 1), то в этом же пакете должно 

содержаться задание с i-м номером (𝑥𝑖𝑗𝑏 = 1).  

Вид логического условия:  

ЕСЛИ 𝑥𝑖+1,𝑗𝑏 = 1, ТО 𝑥𝑖𝑗𝑏 = 1, 

где 𝑖 = 1, 𝐼 − 1,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1.  

Форма ограничений для этого условия:  

𝑥𝑖𝑗𝑏 − 𝑥𝑖+1,𝑗𝑏 ≥ 0. 

Аналогично сформированы ограничения по 
включению в b-е интервалы доступности двух иду-
щих подряд пакетов:  

𝑢𝑗𝑏 − 𝑢𝑗+1,𝑏 ≥ 0, 

где 𝑗 = 1, 𝐽 − 1,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1.  

В соответствии с выполненными рассуждени-
ями, сформирована новая математическая модель 
оптимизации назначения заданий в составы паке-
тов, включения пакетов в b-е интервалы доступно-
сти приборов не фиксированной длительности, 
размещения реализаций ПТО приборов в заданных 
временны́х интервалах (временны́х «окнах») при 
исполнении заказов в заданные сроки.  

Вид полученной модели следующий: 

1) критерий оптимизации решений:  

𝑓 = ∑ 𝑝𝑘

𝐾

𝑘=1

; (12) 

2) ограничения:  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≥ 2 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝐼

𝑖=1

, 
(13) 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; 

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≤ 𝑀𝑢𝑗𝑏

𝐼

𝑖=1

,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; (14) 

∑ 𝑢𝑗𝑏 ≥ 1

𝐽

𝑗=1

,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1; (15) 

∑ 𝑦𝑤𝑗𝑏 =  

𝑊

𝑤=1

𝑢𝑗𝑏 ,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; (16) 

𝑦𝑤𝑗𝑏 + 𝑦𝑤,𝑗+1,𝑏 ≤ 1, 
(17) 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽 − 1, 𝑤 = 1, 𝑊; 

𝑥𝑖𝑗𝑏 − 𝑥𝑖+1,𝑗𝑏 ≥ 0, 
(18) 

𝑖 = 1, 𝐼 − 1,  𝑗 = 1, 𝐽, 𝑏 = 1, 𝐵 + 1 

𝑢𝑗𝑏 − 𝑢𝑗+1,𝑏 ≥ 0,    𝑗 = 1, 𝐽 − 1,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; (19) 

𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 ≥ 1 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘), 
(20) 

𝑥𝑖𝑗𝑏у𝑤𝑗𝑏𝑟𝑤𝑘 ≤ 𝑀𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 ,    𝑖 = 1, 𝐼, 

𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾 

∑ ∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 𝑛𝑤𝑘

𝐼

𝑖=1

𝐽

𝑗=1

𝐵+1

𝑏=1

,    𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾; (21) 

𝑞111
1 ≥ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤11

𝑊

𝑤=1

; (22) 

𝑞11𝑏
1 ≥ 𝑠1,𝑏−1 + 𝑘1,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡1

𝑝𝑚
+ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏

𝑊

𝑤=1

, 
(23) 

𝑏 = 2, 𝐵 + 1; 

𝑞1𝑗𝑏
1 ≥ 𝑔𝑗−1,𝑏

1 + ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 
(24) 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 

𝑞𝑖𝑗𝑏
1 ≥ 𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

1 + ∑ 𝑡1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏 − 

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(25) 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≥ 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏 

𝑊

𝑤=1

− 𝑀 ⋅ (2 − 𝑢𝑗𝑏 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(26) 

𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 1, 𝐿; 

𝑞111
𝑙 ≥ max(𝑞111

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤11; ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤11)

𝑊

𝑤=1

𝑊

𝑤=1

, 
(27) 

𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ max(𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏 ,

𝑊

𝑤=1

 

(28) 
(𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
) + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 

𝑏 = 2, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿 

𝑞1𝑗𝑏
𝑙 ≥ max (𝑞1𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏;

𝑊

𝑤=1

 

(29) 
𝑔𝑗−1,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ max (𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏 ,

𝑊

𝑤=1

 

(30) 
𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) − 

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑙 = 2, 𝐿; 
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𝑔𝑘 ≥ (𝑞𝑖𝑗𝑏
𝐿 + ∑ 𝑡𝐿𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊

𝑤=1

) − 𝑀 × 

(31) 
× (1 − ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘

𝑊

𝑤=1

), 

𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,    𝑘 = 1, 𝐾; 

𝑝𝑘 ≥ max(0, 𝑔𝑘 − 𝑑𝑘),    𝑘 = 1, 𝐾; (32) 

𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

≤ 𝑒𝑙𝑏 ,     𝑏 = 1, 𝐵; (33) 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≤ 𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ,     𝑏 = 1, 𝐵; (34) 

𝑔𝑗,𝐵+1
𝑙 ≥ 𝑠𝑙,𝐵 + 𝑘𝑙𝐵

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
,    𝑗 = 1, 𝐽,  𝑙 = 1, 𝐿; (35) 

𝑔𝑘 ≥ 0,    𝑘 = 1, 𝐾,  𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

≥ 0,  𝑙 = 1, 𝐿,  𝑏 = 1, 𝐵; (36) 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ 0,    𝑔𝑗𝑏

𝑙 ≥ 0, 
(37) 

𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 1, 𝐿; 

𝑥𝑖𝑗𝑏 ∈ {0,1},  𝑦𝑤𝑗𝑏 ∈ {0,1},  𝑢𝑗𝑏 ∈ {0,1}, 

(38) 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘
𝑙 ∈ {0,1},    𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽, 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾 

 
Линеаризация модели оптимизации составов  
и расписаний выполнения пакетов заданий 
в системе Flow Shop при изменяющейся  
периодичности обслуживания приборов 

Модель (12–38) является нелинейной. Нелиней-
ными являются выражения (20, 27–30, 32). Для ли-
неаризации ограничений (20) в рассмотрение вве-

дены переменные 𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 : 𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 = 𝑥𝑖𝑗𝑏𝑦𝑤𝑗𝑏  (𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 =

1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊)  и соответствующие огра-
ничения, обеспечивающие корректность замены [35]:  

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≤ 𝑦𝑤𝑗𝑏 ,  𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≤ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ,  𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≥ 𝑦𝑤𝑗𝑏 + 𝑥𝑖𝑗𝑏 − 1, 

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ∈ {0,1}. 

С целью линеаризации (27) введены индикатор-

ные переменные 𝑚𝑙  
(𝑙 = 2, 𝐿), интерпретация кото-

рых аналогична [2], и дополнительные ограниче-
ния, которые аналогичны базовой модели [2, огра-
ничения (27–30), стр. 17], обеспечивающие кор-
ректность введения в модель этих переменных.  

Для линеаризации (28) введены переменные 𝑚𝑏
𝑙  

( 𝑙 = 2, 𝐿 , 𝑏 = 2, 𝐵 + 1 ) и следующие дополнитель-
ные ограничения, обеспечивающие корректность 
введения в модель этих переменных: 

[((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

) + 

+ ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏) −

𝑊

𝑤=1

(𝑞11𝑏
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏)] + 𝑀𝑚𝑏

𝑙 ≥ 0

𝑊

𝑤=1

, 

[(𝑞11𝑏
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏)] −

𝑊

𝑤=1

((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

) + 

+ ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏)]

𝑊

𝑤=1

+ 𝑀 ⋅ (1 − 𝑚𝑏
𝑙 ) ≥ 0, 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ (𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏) − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑚𝑏
𝑙 )

𝑊

𝑤=1

, 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ ((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
) + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏) − 𝑀𝑚𝑏

𝑙

𝑊

𝑤=1

. 

Для линеаризации (29) введены индикаторные 

переменные 𝑚𝑗𝑏
𝑙  (𝑗 = 2, 𝐽 , 𝑏 = 1, 𝐵 + 1 , 𝑙 = 2, 𝐿), ин-

терпретация которых аналогична [2], и дополни-
тельные ограничения, которые аналогичны базо-
вой модели [2, ограничения (35–38), стр. 17]. 

Для линеаризации (30) в рассмотрение введены 

индикаторные переменные 𝑚𝑖𝑗𝑏
𝑙  (𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽 ; 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿), интерпретация которых ана-
логична [2], и дополнительные ограничения, кото-
рые аналогичны базовой модели [2, ограничения 
(39–42), стр. 17], обеспечивающие корректность 
введения в модель этих переменных. 

Для линеаризации выражений (32) введены пе-

ременные 𝑧1𝑘(𝑘 = 1, 𝐾) и дополнительные ограни-
чения: 

(𝑑𝑘 − 𝑔𝑘) + 𝑀𝑧1𝑘 ≥ 0, 

(𝑔𝑘 − 𝑑𝑘) + 𝑀(1 − 𝑧1𝑘) ≥ 0, 

𝑝𝑘 ≥ (𝑔𝑘 − 𝑑𝑘) − 𝑀(1 − 𝑧1𝑘), 

𝑝𝑘 ≥ −𝑀𝑧1𝑘 . 

Итоговый вид модели MILP оптимизации реше-
ний по назначению заданий в пакеты, включению 
пакетов в интервалы доступности приборов, по-
рядков выполнения ПЗ в интервалах доступности 
приборов, размещению реализаций ПТО приборов 
в рамках заданных временны́х интервалов при 
учете исполнения заказов в заданные директив-
ные сроки:  

1) критерий оптимизации решений: 

𝑓 = ∑ 𝑝𝑘

𝐾

𝑘=1

; (39) 

2) ограничения: 

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≥ 2 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝐼

𝑖=1

, 
(40) 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; 

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑏 ≤ 𝑀𝑢𝑗𝑏

𝐼

𝑖=1

,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; (41) 

∑ 𝑢𝑗𝑏 ≥ 1

𝐽

𝑗=1

,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1; (42) 
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∑ 𝑦𝑤𝑗𝑏 =  

𝑊

𝑤=1

𝑢𝑗𝑏 ,    𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽; (43) 

𝑦𝑤𝑗𝑏 + 𝑦𝑤,𝑗+1,𝑏 ≤ 1, 
(44) 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑗 = 1, 𝐽 − 1, 𝑤 = 1, 𝑊; 

𝑥𝑖𝑗𝑏 − 𝑥𝑖+1,𝑗𝑏 ≥ 0, 
(45) 

𝑖 = 1, 𝐼 − 1,  𝑗 = 1, 𝐽, 𝑏 = 1, 𝐵 + 1 

𝑢𝑗𝑏 − 𝑢𝑗+1,𝑏 ≥ 0,    𝑗 = 1, 𝐽 − 1,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; (46) 

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤
𝑟𝑤𝑘 ≥ 1 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘) 

(47) 𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤
𝑟𝑤𝑘 ≤ 𝑀𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 ,    𝑖 = 1, 𝐼, 

𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾 

∑ ∑ ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 = 𝑛𝑤𝑘

𝐼

𝑖=1

𝐽

𝑗=1

𝐵+1

𝑏=1

,    𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾; (48) 

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≤ 𝑦𝑤𝑗𝑏 ,    𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≤ 𝑥𝑖𝑗𝑏 , 
(49) 

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ≥ 𝑦𝑤𝑗𝑏 + 𝑥𝑖𝑗𝑏 − 1; 

𝑞111
1 ≥ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤11

𝑊

𝑤=1

; (50) 

𝑞11𝑏
1 ≥ 𝑠1,𝑏−1 + 𝑘1,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡1

𝑝𝑚
+ ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏

𝑊

𝑤=1

, 
(51) 

𝑏 = 2, 𝐵 + 1; 

𝑞1𝑗𝑏
1 ≥ 𝑔𝑗−1,𝑏

1 + ∑ 𝑝1𝑤𝑦𝑤1𝑏 − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

, 
(52) 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 

𝑞𝑖𝑗𝑏
1 ≥ 𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

1 + ∑ 𝑡1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏 − 

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(53) 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1; 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≥ 𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏  

𝑊

𝑤=1

− 𝑀 ⋅ (2 − 𝑢𝑗𝑏 − 𝑥𝑖𝑗𝑏), 
(54) 

𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 1, 𝐿; 

[∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤11

𝑊

𝑤=1

− (𝑞111
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤11)] + 𝑀𝑚𝑙 ≥ 0,

𝑊

𝑤=1

 
(55) 

𝑙 = 2, 𝐿; 

[(𝑞111
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤11)] −

𝑊

𝑤=1

∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤11

𝑊

𝑤=1

] + 
(56) 

+𝑀(1 − 𝑚𝑙) ≥ 0,    𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞111
𝑙 ≥ (𝑞111

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤11) −

𝑊

𝑤=1

𝑀 ⋅ (1 − 𝑚𝑙), 
(57) 

𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞111
𝑙 ≥ ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤11

𝑙

𝑊

𝑤=1

− 𝑀𝑚𝑙 ,     𝑙 = 2, 𝐿; (58) 

[((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

) + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏) −

𝑊

𝑤=1

 

(59) 
− (𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏)] + 𝑀𝑚𝑏
𝑙 ≥ 0,

𝑊

𝑤=1

 

𝑏 = 2, 𝐵,  𝑙 = 2, 𝐿; 

[(𝑞11𝑏
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏)] −

𝑊

𝑤=1

 

(60) 
−((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
) + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏)]

𝑊

𝑤=1

+ 

+𝑀 ⋅ (1 − 𝑚𝑏
𝑙 ) ≥ 0,    𝑏 = 2, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ (𝑞11𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤1𝑏) − 𝑀 ⋅ (1 − 𝑚𝑏
𝑙 )

𝑊

𝑤=1

, 
(61) 

𝑏 = 2, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞11𝑏
𝑙 ≥ ((𝑠𝑙,𝑏−1 + 𝑘𝑙,𝑏−1

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
) + 

(62) 
+ ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤1𝑏) − 𝑀𝑚𝑏

𝑙

𝑊

𝑤=1

,     𝑏 = 2, 𝐵 + 1,   𝑙 = 2, 𝐿; 

[(𝑔𝑗−1,𝑏
𝑙 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

− 

(63) 
− (𝑞1𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)] + 𝑀𝑚𝑗𝑏
𝑙 ≥ 0,

𝑊

𝑤=1

 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿. 

[(𝑞1𝑗𝑏
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) −

𝑊

𝑤=1

 

(64) 
− (𝑔𝑗−1,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

] + 𝑀(1 − 𝑚𝑗𝑏
𝑙 ) ≥ 0, 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿. 

𝑞1𝑗𝑏
𝑙 ≥ (𝑞1𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) −

𝑊

𝑤=1

 

(65) 
−𝑀 ⋅ (2 − 𝑢𝑗𝑏 − 𝑚𝑗𝑏

𝑙 ), 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1, 𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞1𝑗𝑏
𝑙 ≥ (𝑔𝑗−1,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑝𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

− 

(66) 
− 𝑀 ⋅ (1 − 𝑢𝑗𝑏 + 𝑚𝑗𝑏

𝑙 ), 

𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 
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[(𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏
𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) − 

𝑊

𝑤=1

 

(67) 
− (𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊

𝑤=1

)] + 𝑀𝑚𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ 0, 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

[(𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊

𝑤=1

) −  

(68) 
− (𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

] + 𝑀(1 − 𝑚𝑖𝑗𝑏
𝑙 ) ≥ 0 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ (𝑞𝑖𝑗𝑏

𝑙−1 + ∑ 𝑡𝑙−1𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏) −

𝑊

𝑤=1

 

(69) 
− 𝑀 ⋅ (2 − 𝑥𝑖𝑗𝑏 − 𝑚𝑖𝑗𝑏

𝑙 ), 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ (𝑞𝑖−1,𝑗,𝑏

𝑙 + ∑ 𝑡𝑙𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏)

𝑊

𝑤=1

− 

(70) 
− 𝑀 ⋅ (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑏 + 𝑚𝑖𝑗𝑏

𝑙 ), 

𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿; 

𝑔𝑘 ≥ (𝑞𝑖𝑗𝑏
𝐿 + ∑ 𝑡𝐿𝑤𝑦𝑤𝑗𝑏

𝑊

𝑤=1

) − 𝑀 ⋅ (1 − ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘

𝑊

𝑤=1

), 
(71) 

𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑘 = 1, 𝐾; 

(𝑑𝑘 − 𝑔𝑘) + 𝑀𝑧1𝑘 ≥ 0, 
(72) 

(𝑔𝑘 − 𝑑𝑘) + 𝑀(1 − 𝑧1𝑘) ≥ 0; 

𝑝𝑘 ≥ (𝑔𝑘 − 𝑑𝑘) − 𝑀(1 − 𝑧1𝑘), 
(73) 

𝑝𝑘 ≥ −𝑀𝑧1𝑘 ,    𝑘 = 1, 𝐾; 

𝑠𝑙𝑏 + 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

τ + 𝑡𝑙
𝑝𝑚

≤ 𝑒𝑙𝑏 ,    𝑙 = 1, 𝐿,  𝑏 = 1, 𝐵; (74) 

𝑔𝑗𝑏
𝑙 ≤ 𝑠𝑙,𝑏 + 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
τ,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵,  𝑙 = 1, 𝐿; (75) 

𝑔𝑗,𝐵+1
𝑙 ≥ 𝑠𝑙𝐵 + 𝑘𝑙𝐵

𝑝𝑚
τ + 𝑡𝑙

𝑝𝑚
,    𝑗 = 1, 𝐽,  𝑙 = 1, 𝐿; (76) 

𝑔𝑘 ≥ 0,  𝑘 = 1, 𝐾,  𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

≥ 0,  𝑙 = 1, 𝐿,  𝑏 = 1, 𝐵; (77) 

𝑞𝑖𝑗𝑏
𝑙 ≥ 0;  𝑔𝑗𝑏

𝑙 ≥ 0;   𝑖 = 1, 𝐼, 
(78) 

𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 1, 𝐿; 

𝑥𝑖𝑗𝑏 ∈ {0,1},   𝑦𝑤𝑗𝑏 ∈ {0,1},   𝑢𝑗𝑏 ∈ {0,1}, 
(79) 

𝑣𝑖𝑗𝑏𝑤𝑘 ∈ {0,1}; 

𝑧𝑖𝑗𝑏𝑤 ∈ {0,1},   𝑧1𝑘 ∈ {0,1},    𝑖 = 1, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽, 
(80) 

𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑤 = 1, 𝑊,  𝑘 = 1, 𝐾,  𝑙 = 1, 𝐿; 

𝑚𝑙 ∈ {0,1},  𝑚𝑏
𝑙 ∈ {0,1},  𝑚𝑗𝑏

𝑙 ∈ {0,1}; 
(81) 

 
𝑗 = 2, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,  𝑙 = 2, 𝐿;  

𝑚𝑖𝑗𝑏
𝑙 ∈ {0,1},    𝑖 = 2, 𝐼,  𝑗 = 1, 𝐽,  𝑏 = 1, 𝐵 + 1,

 (82) 
𝑙 = 2, 𝐿.

 
 

Исследование применения модели оптимизации 
составов и расписаний выполнения пакетов  
заданий в системе Flow Shop при изменяющейся 
периодичности обслуживания приборов 

Для исследования предложенной модели MILP 
(39–82) разработано приложение в пакете IBM ILOG 
CPLEX. Исследование модели проведено путем ре-
шения задач поиска оптимальных решений по со-
ставам ПЗ, включению сформированных пакетов в 
интервалы доступности l-х приборов, по порядкам 
пакетов для проведения операций с ними на прибо-
рах КС в рамках этих интервалов, а также оптими-
зации интервалов доступности приборов (опреде-
ления положения реализаций ПТО приборов в рам-
ках временны́х «окон»). Исследования проводи-
лись для параметров модели, которые обобщены в 
виде отношений:  

1) времени осуществления операций с задани-
ями i-го и i'-го типов на l-х приборах – отношение 
max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙𝑖′);  

2) времени наладки приборов на осуществления 
операций с заданиями i-го и i'-го типов на l-х при-
борах – отношение max  (𝑝𝑙𝑤)/min  (𝑝𝑙𝑤′).  

Задано, что:  
– max  (𝑝𝑙𝑤)/min  (𝑝𝑙𝑤′) ∈ {1,2,4,8};  
– max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) ∈ {1,2,4};  
– значения min(𝑡𝑙𝑖) = 2, min(𝑝𝑙𝑤) = 2;  
– значения W = 4 и K = 2, а также L = 2, B = 1 и B = 2.  

Для L = 2, B = 1 исследования проводились при 

𝑛𝑤𝑘 = 10 (𝑤 = 1, 𝑊) и при 𝑛𝑤𝑘 = 12 (𝑤 = 1, 𝑊). Вы-

полняется условие ∑ 𝑟𝑤𝑘 = 1𝐾
𝑘=1  (𝑤 = 1, 𝑊). Опреде-

лены два варианта интервалов времени [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏] 

( 𝑙 = 1, 𝐿 ; 𝑏 = 1, 𝐵 ), в которых путем определения 

значений переменных 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

 (𝑙 = 1, 𝐿;𝑏 = 1, 𝐵) опти-

мизируются местоположения ПТО приборов:  

1) при L = 2, B = 1, 𝑛𝑤𝑘 = 10 (𝑤 = 1, 𝑊) варианту 1 
соответствуют длительности интервалов времени, 
внутри которых определяются положения ПТО 
приборов (длительности временны́х «окон»), рав-
ные 20, варианту 2 – длительности интервалов вре-
мени, внутри которых определяются положения 
ПТО приборов, равные 30;  

2) при L = 2, B = 2, 𝑛𝑤𝑘 = 12 (𝑤 = 1, 𝑊) варианту 1 
соответствуют длительности интервалов времени, 
внутри которых определяются положения ПТО 
приборов, равные 15, варианту 2 – длительности 
интервалов времени, внутри которых определя-
ется положение ПТО приборов, равные 25.  
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Длительность параметра τ (шага изменения по-
ложения ПТО внутри заданных временны́х интер-

валов [𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏] (𝑙 = 1,2;𝑏 = 1, 𝐵)) равна 2. Длитель-

ность ПТО l-х приборов: 𝑡𝑙
𝑝𝑚

= 7 (𝑙 = 1,2).  

В качестве результатов зафиксированы значения 
критерия f, соответствующие суммарным запазды-
ваниям с исполнением заказов относительно задан-
ных для них директивных сроков, а также значения 
переменных 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
 решения задачи, определяющие 

количество интервалов τ, соответствующее измене-
нию положения начала реализаций ПТО приборов 
относительно левых границ 𝑠𝑙𝑏  временны́х «окон» 
[𝑠𝑙𝑏; 𝑒𝑙𝑏]. Значения параметров, используемые в ис-
следованиях при L = 2 и B = 1 и при L = 2 и B = 2, и ре-
зультаты представлены в таблице 2. На рисунке 1 
вариант 1 соответствует размерам временны́х 
«окон», равным 20; вариант 2 –30. На рисунке 2 ва-
риант 1 соответствует размерам временны́х 
«окон», равным 15, вариант 2 –25.  
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Рис. 1. Зависимости значений запаздываний (критерия f) от значений отношения 𝐦𝐚𝐱(𝒑𝒍𝒘)/𝐦𝐢𝐧(𝒑𝒍𝒘′) для параметров  
модели L = 2; B = 1; J = 5; I = 6; W = 4, K = 2, nwk = 10 (вариант 1), nwk = 12 (вариант 2): a) 𝐦𝐚𝐱(𝒕𝒍𝒊)/𝐦𝐢𝐧(𝒕𝒍 𝒊′) = 𝟏; 

b) 𝐦𝐚𝐱(𝒕𝒍𝒊)/𝐦𝐢𝐧(𝒕𝒍 𝒊′) = 𝟐 

Fig. 1. Dependences of the Delay Values (Criterion f) on the Values of the Ratio 𝑚𝑎𝑥(𝑝𝑙𝑤)/𝑚𝑖𝑛(𝑝𝑙𝑤′) for the Model Parameters L = 2;  B = 1; J = 5; 
I = 6; W = 4, K = 2, nwk = 10 (Option 1), nwk = 12 (Option 2): a) 𝑚𝑎𝑥(𝑡𝑙𝑖)/𝑚𝑖𝑛(𝑡𝑙 𝑖′) = 1; b) 𝑚𝑎𝑥(𝑡𝑙𝑖)/𝑚𝑖𝑛(𝑡𝑙 𝑖′) = 2 
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a) b) 

Рис. 2. Зависимости значений запаздываний (критерия f) от значений отношения 𝐦𝐚𝐱  (𝒑𝒍𝒘)/𝐦𝐢𝐧  (𝒑𝒍𝒘′) для параметров 
модели L = 2; B = 2; J = 4; I = 5; W = 4, K = 2, nwk = 10 (вариант 1), nwk = 12 (вариант 2): a) 𝐦𝐚𝐱(𝒕𝒍𝒊)/𝐦𝐢𝐧(𝒕𝒍 𝒊′) = 𝟏; 

b) 𝐦𝐚𝐱(𝒕𝒍𝒊)/𝐦𝐢𝐧(𝒕𝒍 𝒊′) = 𝟐 

Fig. 1. Dependences of the Delay Values (Criterion f) on the Values of the Ratio 𝑚𝑎𝑥(𝑝𝑙𝑤)/𝑚𝑖𝑛(𝑝𝑙𝑤′) for the Model Parameters L = 2;  B = 2; J =45; 
I =5; W = 4, K = 2, nwk = 10 (Option 1), nwk = 12 (Option 2): a) 𝑚𝑎𝑥(𝑡𝑙𝑖)/𝑚𝑖𝑛(𝑡𝑙 𝑖′) = 1; b) 𝑚𝑎𝑥(𝑡𝑙𝑖)/𝑚𝑖𝑛(𝑡𝑙 𝑖′) = 2 
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ТАБЛИЦА 2. Результаты исследований модели при L = 2, B = 1, а также при L = 2, B = 2 

TABLE 2. The Results of the Model Studies at L = 2, B = 1, as Well as at L = 2, B = 2 

max(𝑝𝑙𝑤)/
min(𝑝𝑙𝑤′)

 
max(𝑡𝑙 𝑖′)/
min(𝑡𝑙 𝑖)

 

Интервалы времени, в 
которых определяется 

положение реализа-
ции ПТО 

Решение по размеще-
нию ПТО во вре-

менны́х интервалах – 
значения 𝑘𝑙1

𝑝𝑚
 

(𝑙 = 1,2) 

Значение 
критерия 

f 

Интервалы времени, в 
которых определяется 

положение реализа-
ции ПТО 

Решение по размеще-
нию ПТО во вре-

менны́х интервалах – 
значения 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
 

(𝑙 = 1,2; 𝑏 = 1,2) 

Значение 
критерия 

f (l = 1)-го 
прибора 
[𝑠11; 𝑒11] 

(l = 2)-го 
прибора 
[𝑠21; 𝑒21] 

(l = 1)-го 
прибора 
[𝑠1𝑏; 𝑒1𝑏] 

(l = 2)-го 
прибора 
[𝑠2𝑏; 𝑒2𝑏] 

  
L = 2, B = 1, J = 5, I = 6, W = 4, K = 2, nwk = 10 L = 2, B = 2, J = 4, I = 5, W = 4, K = 2, nwk = 10 

ВАРИАНТ 1 

1 

𝑑1 = 80; 𝑑2 = 80 𝑑1 = 90; 𝑑2 = 100 

1 [55;75] [60;80] 𝑘11
𝑝𝑚

= 2, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 11 
[35;50]; 
[75;90] 

[45;60]; 
[80;95] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 3, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
25 

𝑑1 = 90; 𝑑2 = 100 𝑑1 = 100; 𝑑2 = 110 

2 [65;85] [70;90] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 3 16 
[40;55]; 
[80;95] 

[50;65]; 
[85;100] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 2 
30 

𝑑1 = 100; 𝑑2 = 110 𝑑1 = 120; 𝑑2 = 130 

4 [75;95] [80;100] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 0 22 
[50;65]; 
[90;105] 

[60;75]; 
[95;110] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 1 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
36 

8 [85;105] [90;110] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 1 27 
[60;75]; 

[100;115] 
[70;85]; 

[105;120] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 0, 𝑘12

𝑝𝑚
= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
43 

2 

𝑑1 = 110; 𝑑2 = 120 𝑑1 = 110; 𝑑2 = 120 

1 [65;85] [75;95] 𝑘11
𝑝𝑚

= 1, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 33 
[45;60]; 

[100;115] 
[55;70]; 

[110;125] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 0, 𝑘12

𝑝𝑚
= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 2, 𝑘22
𝑝𝑚

= 4 
82 

2 [75;95] [85;105] 𝑘11
𝑝𝑚

= 1, 𝑘21
𝑝𝑚

= 6 36 
[55;70]; 

[110;125] 
[65;80]; 

[120;135] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 0, 𝑘12

𝑝𝑚
= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 3, 𝑘22
𝑝𝑚

= 4 
84 

𝑑1 = 120; 𝑑2 = 130 𝑑1 = 120;𝑑2 = 130 

4 [85;105] [95;115] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 44 
[65;80]; 

[120;135] 
[75;90]; 

[130;145] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 3, 𝑘12

𝑝𝑚
= 4 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
89 

8 [95;115] [105;125] 𝑘11
𝑝𝑚

= 1, 𝑘21
𝑝𝑚

= 3 52 
[75;90]; 

[130;145] 
[85;100]; 
[140;155] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
96 

4 

𝑑1 = 140; 𝑑2 = 150 𝑑1 = 190; 𝑑2 = 220 

1 [115;135] [125;145] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 4 116 
[70;85]; 

[160;175] 
[80;95]; 

[170;185] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 0, 𝑘12

𝑝𝑚
= 2 

𝑘21
𝑝𝑚

= 1, 𝑘22
𝑝𝑚

= 4 
108 

 𝑑1 = 200; 𝑑2 = 230 

2 [125;145] [135;155] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 4 122 
[85;100]; 
[170;185] 

[95;110]; 
[180;195] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 3, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 2 
114 

𝑑1 = 150; 𝑑2 = 160 𝑑1 = 210; 𝑑2 = 240 

4 [135;155] [145;165] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 6 128 
[100;115];[

185;200] 
[110;125];[

195;210] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 1, 𝑘12

𝑝𝑚
= 4 

𝑘21
𝑝𝑚

= 3,𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
121 

 𝑑1 = 220; 𝑑2 = 250 

8 [145;165] [155;175] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 5 136 
[115;130]; 
[200;215] 

[125;140]; 
[210;225] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 1, 𝑘22
𝑝𝑚

= 4 
129 

ВАРИАНТ 2 

1 

 L = 2, B = 1, J = 5, I = 6, W = 4, K = 2, nwk = 12 L = 2, B = 2, J = 4, I = 5, W = 4, K = 2, nwk = 12 

 𝑑1 = 90; 𝑑2 = 100 𝑑1 = 90; 𝑑2 = 100 

1 [50;80] [55;85] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 8 
[30;55]; 
[70;95] 

[40;65]; 
[75;100] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 5, 𝑘12
𝑝𝑚

= 1 

𝑘21
𝑝𝑚

= 1, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
22 

2 [60;90] [65;95] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 4 14 
[35;60]; 
[75;100] 

[45;70]; 
[80;105] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 3, 𝑘12
𝑝𝑚

= 1 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 2 
24 

𝑑1 = 100; 𝑑2 = 110 𝑑1 = 100; 𝑑2 = 110 

4 [70;100] [75;105] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 1 17 
[45;70]; 
[85;110] 

[55;80]; 
[90;115] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 3 
29 

8 [80;110] [85;115] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 20 
[55;80]; 
[95;120] 

[65;90]; 
[100;125] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 3 
36 
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max(𝑝𝑙𝑤)/
min(𝑝𝑙𝑤′)

 
max(𝑡𝑙 𝑖′)/
min(𝑡𝑙 𝑖)

 

Интервалы времени, в 
которых определяется 

положение реализа-
ции ПТО 

Решение по размеще-
нию ПТО во вре-

менны́х интервалах – 
значения 𝑘𝑙1

𝑝𝑚
 

(𝑙 = 1,2) 

Значение 
критерия 

f 

Интервалы времени, в 
которых определяется 

положение реализа-
ции ПТО 

Решение по размеще-
нию ПТО во вре-

менны́х интервалах – 
значения 𝑘𝑙𝑏

𝑝𝑚
 

(𝑙 = 1,2; 𝑏 = 1,2) 

Значение 
критерия 

f (l = 1)-го 
прибора 
[𝑠11; 𝑒11] 

(l = 2)-го 
прибора 
[𝑠21; 𝑒21] 

(l = 1)-го 
прибора 
[𝑠1𝑏; 𝑒1𝑏] 

(l = 2)-го 
прибора 
[𝑠2𝑏; 𝑒2𝑏] 

2 

𝑑1 = 110; 𝑑2 = 120 𝑑1 = 110; 𝑑2 = 120 

1 [60;90] [70;100] 𝑘11
𝑝𝑚

= 5, 𝑘21
𝑝𝑚

= 7 27 
[40;65]; 
[95;120] 

[50;75]; 
[105;130] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 7, 𝑘22
𝑝𝑚

= 9 
72 

2 [70;100] [80;110] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 5 32 
[50;75]; 

[105;130] 
[60;85]; 

[115;140] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 0, 𝑘12

𝑝𝑚
= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 7, 𝑘22
𝑝𝑚

= 9 
76 

𝑑1 = 120; 𝑑2 = 130 𝑑1 = 120; 𝑑2 = 130 

4 [80;110] [90;120] 𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘21
𝑝𝑚

= 3 39 
[60;85]; 

[115;140] 
[70;95]; 

[125;150] 
𝑘11

𝑝𝑚
= 2, 𝑘12

𝑝𝑚
= 4 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 0 
85 

8 [90;120] [100;130] 𝑘11
𝑝𝑚

= 1, 𝑘21
𝑝𝑚

= 2 45 
[70;95]; 

[125;150] 
[80;105]; 
[135;160] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 1, 𝑘12
𝑝𝑚

= 2 

𝑘21
𝑝𝑚

= 2, 𝑘22
𝑝𝑚

= 4 
92 

4 

𝑑1 = 140; 𝑑2 = 150 𝑑1 = 190; 𝑑2 = 220 

1 [110;140] [120;155] 𝑘11
𝑝𝑚

= 2, 𝑘21
𝑝𝑚

= 11 102 
[65;90]; 

[155;180] 
[75;100]; 
[165;190] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 0 

𝑘21
𝑝𝑚

= 2, 𝑘22
𝑝𝑚

= 5 
98 

 𝑑1 = 200; 𝑑2 = 230 

2 [120;150] [130;160] 𝑘11
𝑝𝑚

= 2, 𝑘21
𝑝𝑚

= 11 111 
[80;105]; 
[165;190] 

[90;115]; 
[175;200] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 3, 𝑘12
𝑝𝑚

= 2 

𝑘21
𝑝𝑚

= 6; 𝑘22
𝑝𝑚

= 8 
106 

𝑑1 = 150; 𝑑2 = 160 𝑑1 = 210; 𝑑2 = 240 

4 [130;160] [140;170] 𝑘11
𝑝𝑚

= 2, 𝑘21
𝑝𝑚

= 11 116 
[95;120]; 
[180;205] 

[105;130]; 
[190;215] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 2, 𝑘12
𝑝𝑚

= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 0, 𝑘22
𝑝𝑚

= 5 
115 

 𝑑1 = 220; 𝑑2 = 250 

8 [140;170] [150;180] 𝑘11
𝑝𝑚

= 2,𝑘21
𝑝𝑚

= 8 124 
[110;135]; 
[195;220] 

[120;145]; 
[205;230] 

𝑘11
𝑝𝑚

= 0, 𝑘12
𝑝𝑚

= 3 

𝑘21
𝑝𝑚

= 2, 𝑘22
𝑝𝑚

= 3 
124 

На основе анализа результатов сделаны следую-
щие выводы, касающиеся особенностей процессов 
выполнения ПЗ в КС с учетом ПТО, положения реа-
лизаций которых оптимизируются в рамках задан-
ных временны́х «окон». 

Во-первых, при больших значениях отношения 
max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) = 2  рост неоднородностей дли-
тельностей переналадок приборов (увеличение зна-
чений отношения max  (𝑝𝑙𝑤)/min  (𝑝𝑙𝑤′)) не приво-
дит к значительному росту запаздываний с исполне-
нием заказов, так как большие значения неоднород-
ностей длительностей выполнения заданий (значе-
ния отношения max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) ) уже являются 
причиной запаздываний (рисунки 1b и 2b). 

Во-вторых, увеличение длины интервалов вре-
мени, в рамках которых осуществляется оптимиза-
ция положения ПТО приборов, позволяет сокра-
тить суммарные запаздывания с исполнением  
заказов (увеличение длины интервалов позволяет 
сформировать более эффективные решения по 
определению положения ПТО с учетом особенно-
стей процессов выполнения ПЗ в КС, выполнить 
планирование процессов выполнения ПЗ в КС при 
увеличении их производительности).  

В-третьих, при малых значениях отношения 
max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) = 1  увеличение длины интерва-
лов, в которых осуществляется оптимизация поло- 

жения ПТО, позволяет более значительно сокра-
тить запаздывания с исполнением заказов; при ро-
сте значений отношения max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) = 2 уве-
личение длины интервалов, в которых осуществля-
ется оптимизация положения ПТО, позволяет не-
значительно сократить запаздывания. 

В-четвертых, значения переменных 𝑘𝑙𝑏
𝑝𝑚

 (𝑙 = 1,2; 

𝑏 = 1, 𝐵), соответствующих решению задачи, пока-
зывают, что при различных значениях отношений 
max(𝑡𝑙𝑖)/min(𝑡𝑙 𝑖′) и max(𝑝𝑙𝑤)/min(𝑝𝑙𝑤′)  увеличение 
интервалов доступности второго прибора осу-
ществляется в большей степени в сравнениями с 
интервалами доступности первого прибора. Реше-
ние формируется таким образом, чтобы исключить 
пересечение интервалов недоступности приборов, 
являющихся следствием их ПТО.  

 
Заключение 

Реализация многостадийных процессов выпол-
нения ПЗ в КС подвержена влиянию отказов прибо-
ров и их восстановления после отказов. Поддержа-
ние приборов конвейерных систем в работоспособ-
ном состоянии и уменьшение количества отказов 
при их функционировании обеспечивается их 
предварительным техническим обслуживанием, в 
ходе которого реализуется устранение неполадок и 
неисправностей. При плановом ПТО приборы КС 
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являются доступными в течение ограниченных ин-
тервалов времени. Однако длительности интерва-
лов времени доступности приборов (между ПТО) 
могут быть изменены с учетом особенностей про-
цессов выполнения ПЗ в КС. В этом случае положе-
ние реализаций ПТО приборов оптимизируется 
внутри интервалов времени заданной длительно-
сти (временны́х «окон»), а сами интервалы вре-
мени доступности приборов не являются фиксиро-
ванными. Оптимизация рассматриваемых процес-
сов предусматривает определение эффективных 
решений по назначению заданий в составы паке-
тов, включению пакетов в интервалы доступности 
приборов, по порядкам пакетов для проведения 
действий с ними на приборах КС в этих интервалах, 
по определению положения реализаций ПТО 
внутри интервалов времени заданной длительно-
сти. В связи с этим выполнена разработка нелиней-
ной математической модели, позволяющей опти-
мизировать рассматриваемые решения для задач 
малой размерности. Получены обобщенные выра-
жения, позволяющие определять значения индика-
торных переменных при выполнении / не выпол-
нении условий превышения значениями функции 
заданных граничных значений. Эти выражения 
позволяют усовершенствовать способы построе-
ния математических моделей дискретной оптими-
зации решений. На основе этих выражений и вве-
денных индикаторных переменных сформированы 
ограничения, соответствующие условию распреде-
ления всех заданий разных типов по пакетам, 
включаемым в интервалы доступности приборов, 
при условии, что эти задания входят в заказы раз-
ных видов. Оптимизация интервалов доступности 
приборов осуществляется путем определения сме-
щений начала реализаций ПТО относительно ле-
вых границ заданных временны́х интервалов (вре-
менны́х «окон»). Выполнена линеаризация полу-
ченной модели. Для этого введены индикаторные 
переменные, с использованием которых осуществ-
лена линеаризация отдельных выражений модели. 

Для проведения исследований в соответствии с по-
лученной моделью MILP разработано приложение 
в среде IBM ILOG CPLEX. Исследования модели про-
водились при разных длительностях временных 
«окон», в которых оптимизируется положение реа-
лизаций ПТО приборов. Полученные результаты 
показали работоспособность модели MILP при оп- 
тимизации рассматриваемых решений. На основе 
этих результатов сформулированы выводы, касаю-
щиеся особенностей планирования процессов вы-
полнения ПЗ в КС и особенностей планирования 
ПТО приборов.  

Разработанная модель MILP позволяет наряду с 
оптимизацией решений по составам ПЗ, их включе-
нию в интервалы времени доступности приборов, 
порядкам их выполнения внутри этих интервалов 
осуществлять оптимизацию решений по размеще-
нию ПТО приборов в рамках временны́х «окон» и по 
длительностям нефиксированных интервалов вре-
мени доступности приборов. Возможность оптими-
зации с использованием этой модели длительно-
стей интервалов времени доступности приборов, а 
также учет при оптимизации условия распределе-
ния заданий по заказам, для которых указаны ди-
рективные сроки, обуславливает новизну получен-
ных теоретических и практических результатов. 
Модель MILP и полученные с ее использованием ре-
зультаты значительно отличаются от опублико-
ванных автором ранее результатов [2], что позво-
ляет сделать вывод о развитии модели [2] в рас-
сматриваемой работе и об ее новизне. 

Рассматриваемая задача решается с использова-
нием аппарата MILP впервые, что позволяет сде-
лать вывод об оригинальности сформированной 
модели и полученных с ее использованием резуль-
татов. Модель MILP может быть применена при 
планировании процессов в гибких производствен-
ных системах конвейерного типа, реализующих 
выпуск широкой номенклатуры деталей, при учете 
ПТО приборов. 
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