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Аннотация: Представлен алгоритм обработки и определения, с использованием двойственного базиса, 
начальных состояний регистров сдвига, формирующих широкополосные последовательности Гордона–
Миллса–Велча (ГМВ), которые характеризуются большим их количеством и более высокой структурной 
скрытностью, чем широко используемые М-последовательности. Показано, что предложенный алгоритм, 
в отличие от известных, позволяет определять произвольные начальные состояния регистров сдвига, 
что расширяет возможности применения составных широкополосных последовательностей ГМВ для 
решения различных задач при передаче информации по каналам связи с шумами. 
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Введение 

Среди семейства псевдослучайных (шумоподоб-
ных) последовательностей, применяемых в систе-
мах связи, особое место занимают последователь-
ности Гордона–Миллса–Велча (ГМВ), формируемые 
на основе регистров сдвига с обратной связью. 
ГМВ-последовательности обладают хорошими ав-
токорреляционными свойствами, аналогичными 
корреляционным свойствам М-последовательнос-
тей, что позволяет успешно их применять для рас-
ширения спектра в широкополосных системах, для 
циклового фазирования, скремблирования, кодово-
го разделения каналов и т. п. Отличительной осо-
бенностью ГМВ-последовательностей является их 
более высокая структурная скрытность. 

Исследованиям свойств ГМВ-последовательнос-
тей, их синтезу и обработке посвящено значитель-
ное число работ отечественных и зарубежных авто-
ров. К числу ранних работ отечественных авторов, 
посвященных исследованию ГМВ-последовательнос-
тей, относятся работы Е.И. Кренгеля [1, 2] и В.Г. Ста-
родубцева [3, 4]. В частности, в трудах Е.И. Кренгеля 
подробно рассматриваются вопросы генерации ГМВ-
последовательностей и их корреляционные свой-

ства, а также применимость их в системах с кодовым 
разделением каналов. Научные труды В.Г. Стародуб-
цева посвящены, главным образом, методам форми-
рования ГМВ-последовательностей на основе реги-
стров сдвига с линейной обратной связью, а также 
на основе матричного представления М-последова-
тельностей составного периода над конечными по-
лями с двойным расширением. 

Очевидно, что ГМВ-последовательности, как 
псевдослучайные, могут найти применение в ши-
рокополосных системах связи не только для рас-
ширения спектра, но и как переносчики информа-
ции. При этом передаваемая информация может 
представляться определенными, например, началь-
ными, состояниями ячеек регистра сдвига с обрат-
ной связью. Использование ГМВ-последовательнос-
тей обеспечивает большую структурную скрыт-
ность передачи информации, поэтому они в боль-
шей степени применимы для шифрования ин-
формации, закодированной, например, фазой М-
последовательности. В [4] рассмотрена задача пе-
редачи информации в виде начальных фаз реги-
стров сдвига с линейной обратной связью равной 
длины, формирующих ГМВ-последовательности. 
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Недостатком разработанного и представленного в 
работе [4] алгоритма является то, что начальные 
состояния обоих регистров выбираются одинако-
выми. Из работы не ясно, насколько изменится и 
усложнится разработанный алгоритм, если началь-
ные состояния ячеек регистров будут различными. 

Кроме того, в указанной выше работе не рас-
сматривается вопрос обработки и распознавания 
ГМВ-последовательностей на приеме. Наиболее 
часто применяемой является корреляционная об-
работка и распознавание ГМВ-последовательнос-
тей на приеме, особенно в системах с кодовым раз-
делением CDMA. Однако, во многих случаях, 
например, для повышения безопасности передачи 
информации, надежности циклового фазирования 
и др., увеличивают структурную скрытность и, с 
этой целью, увеличивают длительность ГМВ-по-
следовательностей, что, в случае корреляционной 
обработки, естественно приведет к усложнению 
реализации из-за установки на приеме большого 
количества корреляторов или согласованных 
фильтров. Поэтому актуальной является задача 
разработки, отличных от корреляционных, мето-
дов обработки и распознавания таких последова-
тельностей на приеме. 

В данной работе рассматривается применение 
для обработки и распознавания ГМВ-последова-
тельностей двойственного базиса [5], расширяю-
щего возможности применения ГМВ-последова-
тельностей для решения различных задач. В част-
ности, в отличие от рассмотренных в цитируемых 
источниках алгоритмов, при использовании двой-
ственного базиса допускаются произвольные на-
чальные состояния обоих регистров сдвига с ли-
нейными обратными связями. 

 
Формирование ГМВ-последовательностей  
на основе регистров сдвига 

Рассмотрим алгоритм формирования ГМВ-после-
довательностей на основе двух регистров сдвига. 
Во-первых, отметим, что псевдослучайные ГМВ-по-
следовательности являются составными, наподобие 
последовательностей Голда или ЛРД-последо-
вательностей [5]. При этом, в отличие от выше при-
веденных, основой ГМВ-последовательности явля-
ется заданная исходная М-последовательность с пе-
риодом N = 2n – 1, из которой путем децимаций фор-
мируются две другие последовательности – одна с 
периодом N, а вторая с меньшим периодом N1, яв-
ляющимся делителем N. Линейная сумма этих двух 
последовательностей и будет представлять собой 
формируемую ГМВ-последовательность с периодом 
N. Как показано в [4], эти две последовательности 
(рисунок 1) формируются с помощью двух n-эле-
ментных рекуррентных регистров сдвига с линей-
ными обратными связями (РОС). Обе выходные по-
следовательности поэлементно складываются по 
mod 2, образуя тем самым ГМВ-последовательности. 

Для построения регистров сдвига с линейными об-
ратными связями выбирают два неприводимых 
многочлена степени n – h1(x) и h2(x), корни которых 
являются p-сопряженными (p = 2) элементами рас-
ширенного поля GF(2n) c первообразным элемен-
том поля  – корнем примитивного многочлена g(x), 
по которому построены расширенное поле GF(2n) и 
исходная М-последовательность. При этом степени 
корней многочлена g(x) представляют собой цик-
локласс {1, 2, 4, 8, …, 2n − 1}, а степени корней много-
членов h1(x) и h2(x) – циклоклассы {q1, 2q1, 4q1, …, 
2n − 1q1} и {q2, 2q2, 4q2, …, 2n − 1q2}, соответственно, где 
q1 и q2 – индексы децимаций, выбранных для по-
строения ГМВ-последовательности. Формируемая 
ГМВ-последовательность будет являться рекуррен-
тной последовательностью с периодом N = 2n – 1, 
удовлетворяющей характеристическому многочлену 
h(x) = h1(x) ∙ h2(x) степени 2n. 

Начальный 
элемент 1

Начальный 
элемент 2

ГМВ-последовательностьРОС h1(x)

РОС h2(x)
 

Рис. 1. Схема генератора ГМВ-последовательностей  

Итак, как было заявлено ранее, задачей декоде-
ра на приеме будем считать определение перенос-
чиков информации ГМВ-последовательностей, а 
именно – определение начальных фаз обеих со-
ставляющих последовательностей, которые обо-
значим как М1 для многочлена h1(x) и М2 для мно-
гочлена h2(x). 

 
Обработка ГМВ-последовательностей  
с использованием двойственного базиса 

Решение поставленной выше задачи зависит от 
того, с какой системой связи мы имеем дело, – син-
хронной или асинхронной. Наибольшее распростра-
нение среди широкополосных систем связи полу-
чили синхронные системы, в которых в качестве 
расширяющих могут использоваться также и ГМВ-
последовательности, обладающие, к тому же по-
вышенной структурной скрытностью по сравне-
нию с широко применяемыми обычными М-
последовательностями. При этом, как было отме-
чено, начальные фазы составных последовательно-
стей могут представлять собой передаваемую ин-
формацию, в том числе это может быть адресная 
или другая специальная информация, известная 
только отправителю и получателю. 

Кроме того, применение двойственного базиса 
за счет мажоритарного принятия решения обеспе-
чивает, при более простой реализации, достовер-
ность, сравнимую с корреляционной обработкой. 
Наконец, применение двойственного базиса поз-
воляет избежать еще одного недостатка алгорит-
ма, описанного в [4], который заключается в том, 
что формирование составляющих последователь-
ностей М1 и М2 привязано к канонической исход-
ной М-последовательности, образованной прими-
тивным многочленом g(x) степени n.  

https://tuzs.sut.ru/
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Рассмотрим на примере алгоритм обработки 
ГМВ-последовательностей, основанный на приме-
нении двойственного базиса, при условии, что фор-
мирование ГМВ-последовательностей происходит с 
помощью двух регистров сдвига по модулю много-
членов h1(x) и h2(x) соответственно [6], включенных 
по схеме Галуа. 

Проведем анализ алгоритмов формирования и 
обработки с использованием двойственного базиса 
ГМВ-последовательностей с периодом N = 26 – 1 над 
полем GF(26) на основе двух регистров сдвига с об-
ратными связями. При этом исходные данные вы-
берем те же, что и в работе [4], а именно, исходной 
М-последовательности {s} соответствует характе-
ристический примитивный многочлен φ(x) = 1 + x + 
+ x6, корнями которого будут сопряженные перво-
образные элементы поля ε, ε2, ε4, ε8, ε16, ε32. Состав-
ная двоичная ГМВ-последовательность {t} пред-
ставляет собой поэлементную сумму по mod 2 двух 
других последовательностей {u} и {v}, которым со-
ответствуют неприводимые характеристические 
многочлены h1(x) и h2(x). Условимся, что последова-
тельность {u} формируется из исходной М-после-
довательности {s} путем децимаций с индексом 
q1 = 5, а последовательность {v} – с индексом деци-
мации q2 = 3. Тогда корнями многочлена h1(x) будут 
пятые степени корней многочлена (x) [7], т. е. – 
{(ε)5, (ε2)5, (ε4)5, (ε8)5, (ε16)5, (ε32)5} = {ε5, ε10, ε20, ε40, ε17, 
ε34}. Соответственно, корнями многочлена h2(x) бу-
дут третьи степени корней исходного многочлена 
(x), т. е. – {ε3, ε6, ε12, ε24, ε48, ε33}. При этом из теории 
полей Галуа следует, что порядок корней много-

членов h1(x) и h2(x) будет для h1(x): 
63

НОД(63,5)
= 63 и 

для h2(x): 
63

НОД(63,3)
= 21. Отсюда последовательность 

{u} будет иметь максимальный период М1, равный 
N1 = 63, а последовательность {v} будет состоять 
их трех периодов последовательности М2 длиной 
N2 = 21, формируемой многочленом h2(x).  

Зная корни многочленов h1(x) и h2(x) по форму-
лам Виета найдем и сами многочлены: 

ℎ1(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥5 + 𝑥6, 
(1) 

ℎ2(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥6. 

Так как последовательности {u} и {v} формиру-
ются из исходной М-последовательности {s} = (s0, 
s1, s2, s3, s4,… si,…….. s61, s62) путем децимаций с ин-
дексами q1 = 5 и q2 = 3, то элементы последова-
тельностей {u} и {v} будут определяться как 𝑢𝑖 =
= 𝑠𝑞1𝑖 = 𝑠5𝑖 (mod 63) и как 𝑣𝑖 = 𝑠𝑞2𝑖 = 𝑠3𝑖  (mod 21), со-

ответственно, где 0  i  62. 

Из многочленов (1) следует, что элементы по-
следовательностей {u} и {v} удовлетворяют рекур-
рентным уравнениям, соответственно: 

𝑢𝑖≥6 = 𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖−4 + 𝑢𝑖−5 + 𝑢𝑖−6, (mod 2), 
(2) 

𝑣𝑖≥6 = 𝑣𝑖−1 + 𝑣𝑖−4 + 𝑣𝑖−5 + 𝑣𝑖−6, (mod 2). 

Если произвольный элемент поля i записать че-
рез левый степенной базис как  = с0 + с1 + с22 + 
+ с33 + с44 + с55, то, при заданном образующем мно-
гочлене (x), функция след от этого элемента будет 
равна T(i) = с5 = si. Каноническая М-последователь-
ность {s} представляется как {s} = {T(1), T(), T(2), 
T(3), ..., T(61), T(62)}. Двоичная {s} и сформирован-
ные из нее последовательности {u}, {v} и составная 
ГМВ-последовательность {t} показаны в таблице 1. 

Составной ГМВ-последовательности {t} будет со-
ответствовать характеристический многочлен: 

ℎ(𝑥) = ℎ1(𝑥) ⋅ ℎ2(𝑥) = 𝑝0𝑥
12 + 𝑝1𝑥

11 + +𝑝2𝑥
10 + 

(3) 
+𝑝3𝑥

9 + 𝑝4𝑥
8 + 𝑝5𝑥

7 + 𝑝6𝑥
6 + 𝑝7𝑥

5 + 𝑝8𝑥
4 + 

+ 𝑝9𝑥
3 + 𝑝10𝑥

2 + 𝑝11𝑥 + 𝑝12 = 𝑥12 + 𝑥11 + 𝑥10 + 

+𝑥9 + 𝑥7 + 𝑥2 + 1. 

Следовательно, ГМВ-последовательность {t} бу-
дет удовлетворять рекуррентному уравнению: 

𝑡𝑖≥12 = 𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖−2 + 𝑡𝑖−3 + 𝑡𝑖−5 + 𝑡𝑖−10 + 
(4) 

+ 𝑡𝑖−12, (mod 2). 

Именно это свойство ГМВ-последовательности и 
позволяет применить для ее обработки двойствен-
ный базис. В соответствии с методикой, изложен-
ной в [5], найдены коэффициенты двойственного 
базиса i относительно многочлена h1(x) и i отно-
сительно многочлена h2(x) (таблица 2), выражен-
ные через элементы i поля GF(26), построенного по 
исходному примитивному многочлену (x).  

Рассмотрим теперь нахождение начальных со-
стояний ячеек регистров сдвига, формирующих 
последовательности {u} и {v}, в процессе обработки 
на приемной стороне ГМВ-последовательности {t}.  

Начальным элементам составных последователь-
ностей {u} и {v} будут соответствовать элементы по-
ля, представленные в степенной либо в векторной 
форме. Так, для последовательности {u} начальный 
элемент регистра сдвига, соответствующего много-
члену h1(x), будет иметь следующий общий вид: 

𝐶(μ) = 𝑎0 + 𝑎1μ + 𝑎2μ
2 + 𝑎3μ

3 + 𝑎4μ
4 + 𝑎5μ

5 ≡ 

(5) 

≡ (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5),    [mod 2, ℎ1(μ)]; 

или выраженный через ε: 

𝐶(ε) = с0 + с1ε + с2ε
2 + с3ε

3 + с4ε
4 + с5ε

5 ≡ 

≡ (с0, с1, с2, с3, с4, с5),    [mod 2, φ(ε)]. 

Аналогично для последовательности {v}: 

𝐷(γ) = 𝑏0 + 𝑏1γ + 𝑏2γ
2 + 𝑏3γ

3 + 𝑏4γ
4 + 𝑏5γ

5 ≡ 

(6) 

≡ (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5),    [mod 2, ℎ2(γ)]; 

или выраженный через ε: 

𝐷(ε) = 𝑑0 + 𝑑1ε + 𝑑2ε
2 + 𝑑3ε

3 + 𝑑4ε
4 + 𝑑5ε

5 ≡ 

≡ (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5),    [mod 2, φ(ε)]. 
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ТАБЛИЦА 1. Формирование составной ГМВ-последовательности 

{s} 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s18 s19 s20 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

{u} 
q1=5 

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 u19 u20 

0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 

{v} 
q2=3 

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13 v14 v15 v16 v17 v18 v19 v20 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 t15 t16 t17 t18 t19 t20 

0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 

{s} 
s21 s22 s23 s24 s25 s26 s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 s36 s37 s38 s39 s40 s41 

1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

{u} 
u21 u22 u23 u24 u25 u26 u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 u36 u37 u38 u39 u40 u41 

1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 

{v} 
v21 v22 v23 v24 v25 v26 v27 v28 v29 v30 v31 v32 v33 v34 v35 v36 v37 v38 v39 v40 v41 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t21 t22 t23 t24 t25 t26 t27 t28 t29 t30 t31 t32 t33 t34 t35 t36 t37 t38 t39 t40 t41 

1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 

{s} 
s42 s43 s44 s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 

1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 

{u} 
u42 u43 u44 u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 

1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 

{v} 
v42 v43 v44 v45 v46 v47 v48 v49 v50 v51 v52 v53 v54 v55 v56 v57 v58 v59 v60 v61 v62 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

{t} 
t42 t43 t44 t45 t46 t47 t48 t49 t50 t51 t52 t53 t54 t55 t56 t57 t58 t59 t60 t61 t62 

1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

ТАБЛИЦА 2. Коэффициенты двойственного базиса 

i() 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

43 38 31 26 21 16 11 50 45 9 47 48 

i() 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

16 13 11 8 5 2 62 55 52 32 51 19 

 
Более простая реализация будет в случае выра-

жения начальных элементов через один элемент 
поля  – корень исходного многочлена (x), а не 
через различные элементы  и γ – корни много-
членов h1(x) и h2(x), где μ = ε5 и γ = ε3. 

Как показано в [5], начальные элементы после-
довательностей {u} и {v} могут быть определены 
по любому безошибочному 12-элементному участ-
ку принятой ГМВ-последовательности {t}. Предпо-
ложим, что выделен 12-элементный участок кано-
нической ГМВ-последовательности (см. таблицу 1) 
с начальным порядковым номером i = 51, т. е.:  

t51 t52 t53 t54 t55 t56 t57 t58 t59 t60 t61 t62 
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

Тогда, в соответствии с [5], найдем: 

𝐶(ε) = (ε5)−𝑖 ∑ α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (ε5)−51(α2 + α6)

12

𝑗=1

= 

(7) 
= ε−3(ε38 + ε16) = 1,    mod φ(ε);     

𝐷(ε) = (ε3)−𝑖 ∑ β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (ε3)−51(β2 + β6)

8

𝑗=1

= 

= ε−27(ε13 + ε2) = 1,    mod φ(ε). 

Можно показать, что также выполняются равен-
ства: C(μ) = 1 (mod h1(μ)); D(γ) = 1 (mod h2(γ)). 

Таким образом, мы убеждаемся, что начальным 
элементам последовательностей {u} и {v} канониче-
ской ГМВ-последовательности {t} действительно со-
ответствуют единичные элементы регистров сдви-
га, а передаваемая информация в векторном пред-
ставлении будет: (С, D) = [(100000)(100000)]. 

Покажем, что алгоритм распознавания началь-
ных состояний регистров остается таким же и при 
произвольных начальных элементах C()(mod h1(x)) 
и D(γ) (mod h2(x)) этих регистров. 

Пусть начальные элементы регистров, формиру-
ющих последовательности {u} и {v}, будут равны, 
соответственно: C() = 55  1 + 3 → [a] = (a0, a1, a2, 
a3, a4, a5) = (100100) (mod h1())  и D(γ) = 1 + γ + γ 2 → 
→ [b] = (b0, b1, b2, b3, b4, b5) = (111000) (mod h2(γ)). 
Как видим, вектору [a] в десятичной системе счис-
ления соответствует цифра 9 (младший разряд сле-
ва), а вектору [b] − цифра 7. Тогда первый элемент 
u0 последовательности {u}, выраженный функцией 
след, будет равен u0 = T(55) = 1, (mod h1(),   а пер-
вый элемент v0 последовательности {v} будет равен 
v0 = T(1+ γ + γ 2) = 0, (mod h2(γ). Сумма этих элемен-
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тов по mod 2 порождает первый элемент последо-
вательности {t} t0 = u0 + v0 = 1. В таблице 3 представ-
лены первые 15-элементные участки последова-

тельностей {u}, {v} и {t}, порождаемые указанными 
выше начальными элементами C() и D(γ). 

ТАБЛИЦА 3. Первые 15 элементов последовательностей {u}, {v} и {t} 

{u} 
u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 

1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13 v14 

0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

{t} 
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 

 

Выделим первый 12-элементный участок (i = 0): 

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 

и обработаем его двойственным базисом: 

𝐶(ε) = ∑ α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (α1 + α4 + α9)

12

𝑗=1

= (ε43 + ε26 + 

+ε45)  = 1 + ε3 + ε5 = ε23,   mod φ(ε); 

𝐷(ε) = ∑β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = (β1 + β4 + β9) = (ε16 + ε8 +

8

𝑗=1

   

+ ε52) = ε + ε3 = ε19,    mod φ(ε). 

Выделим теперь другой безошибочный 12-эле-
ментный участок (на расстоянии i = 3 от начала): 

t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 

и также обработаем его двойственным базисом: 

𝐶(ε) = (ε5)−3 ∑α𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = ε−15(α1 + α6 +

12

𝑗=1

α10 + α11) = 

= ε48(ε43 + ε16 + ε9 + ε47) = 1 + ε3 + ε5 = ε23, modφ(ε); 

𝐷(ε) = (ε3)−3 ∑β𝑗𝑡𝑖+𝑗−1 = ε−9(β1 + β6 + β10 + β11) =

8

𝑗=1

 

= ε−9(ε16 + ε2 + ε32 + ε51) = ε + ε3 = ε19, modφ(ε). 

Таким образом, после обработки и одного, и дру-
гого безошибочных участков получены одинаковые 
начальные элементы в векторном представлении: 

𝐶(ε) = (с0, с1, с2, с3, с4, с5) = (100101), [mod2,φ(ε)]; 
(8) 

𝐷(ε) = (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5) = (010100), [mod2,φ(ε)]. 

Это подтверждает возможность применения 
мажоритарного (по большинству) принятия реше-
ния с целью повышения достоверности декодиро-
вания информации, содержащейся в начальных 
элементах (векторах) регистров сдвига, соответст-
вующих составным последовательностям {u} и {v}. 

Возможны два варианта кодирования информа-
ции ГМВ-последовательностей. Первый из вари-
антов состоит в том, что передаваемая информа-
ция представляется начальными элементами C() 
и D(), которые на передающей стороне были, пу-

тем умножения на матрицы H и P вида (9), переве-
дены в C() и D(γ) и в векторной форме были запи-
саны в ячейки соответствующих регистров: 

𝐻 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

 ;    𝑃 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 . (9) 

Блочная схема этого варианта представлена на ри-
сунке 2. В этом первом варианте декодированная 
информация (при правильном декодировании) в ви-
де элементов C() и D() будет после обработки ГМВ-
последовательности непосредственно находиться в 
ячейках соответствующих регистров. Для обратно-
го перевода (в случае необходимости) требуется 
умножить выделенные вектора (8) на матрицы (9), 
в результате чего получим: 

[𝐶(ε)] ⋅ 𝐻 = (с0, с1, с2, с3, с4, с5) ⋅ 𝐻 = (100101) ⋅ 

𝐻 = (100100) ⇒ 1 + μ3 = С(μ), mod ℎ1(μ); 

[𝐷(ε)] ⋅ 𝑃 = (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5) ⋅ 𝑃 = (010100) ⋅ 

𝑃 = (111000) ⇒ 1 + γ + γ2 = 𝐷(γ), mod ℎ2(γ). 

Таким образом, после умножения на указанные 
матрицы мы получили те начальные элементы 
C() и D(γ), которые и были установлены на пере-
дающей стороне в ячейки регистров в качестве на-
чальных. 

Во втором варианте передаваемая информация 
представляется начальными элементами C() и 
D(γ), которые на передающей стороне в векторном 
виде будут непосредственно записаны в ячейки 
соответствующих регистров. В этом варианте по-
лученные в результате декодирования (при пра-
вильном декодировании) элементы C() и D() мо-
гут быть в векторной форме переведены (в случае 
необходимости) в начальные элементы C() и D(γ) 
по тому же алгоритму, что и в первом варианте, 
т. е. путем умножения векторов [c] и [d] на соот-
ветствующие матрицы перевода H и Р (9). 

Выбор того или другого варианта дает возмож-
ность еще в большей степени повысить структур-
ную скрытность передачи информации.  
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    H

Канал
связи

РОС-1
h1(x)

РОС-2
h2(x)

ГМВ

𝐶(ε) = ε𝑘  
𝐶(μ) = μ𝑖mod ℎ1(μ) 

[𝑐0 , 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1] [𝑎0 , 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1] 

[𝑑0 , 𝑑1, … , 𝑑𝑛−1] [𝑏0 , 𝑏1, … , 𝑏𝑛−1] 

mod 𝑔(ε) 

{u}

{v}

{t}

𝐷(ε) = ε𝑗  
𝐷(γ) = γ𝑗 mod ℎ2(γ) 

× 

 
    P× 

 
 

а) 

[𝑐0 , 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1] 

[𝑑0 , 𝑑1, … , 𝑑𝑛−1] 

mod 𝑔(ε) 

{u}

{v}

{t}

Генератор элементов поля

...
𝑡𝑖  

...

...

× [α(ε)] 
ℎ1(𝑥) 

× [β(ε)] 
ℎ2(𝑥) 

× ε−𝑖  

× ε−𝑖  

GF(2𝑛) 

𝐶(ε) = ε𝑘  

𝐷(ε) = ε𝑗  

Начальный элемент (вектор)

  для последовательности𝐶(ε) 

Начальный элемент (вектор)

  для последовательности𝐷(ε) 

𝑡𝑖+11  

𝑡𝑖+10  

 
б) 

Рис. 2. Передающая (а) и приемная (б) части системы формирования и обработки ГМВ-последовательностей 

Во втором варианте передаваемая информация 
представляется начальными элементами C() и 
D(γ), которые на передающей стороне в векторном 
виде будут непосредственно записаны в ячейки 
соответствующих регистров. В этом варианте по-
лученные в результате декодирования (при пра-
вильном декодировании) элементы C() и D() мо-
гут быть в векторной форме переведены (в случае 
необходимости) в начальные элементы C() и D(γ) 
по тому же алгоритму, что и в первом варианте, 
т. е. путем умножения векторов [c] и [d] на соот-
ветствующие матрицы перевода H и Р (9). 

Выбор того или другого варианта дает возмож-
ность еще в большей степени повысить структур-
ную скрытность передачи информации. 

Для определения весового спектра рассмотрен-
ной ранее ГМВ-последовательности с периодом 
N = 63 над полем GF(26) был произведен полный 
перебор всех возможных начальных фаз, имеющих 
значения от 0 до 63 (в десятичном виде), и опре-
делены веса полученных ГМВ-последовательнос-
тей. Весовой спектр рассмотренной ГМВ-последо-
вательности приведен в таблице 4.  

ТАБЛИЦА 4. Весовой спектр ГМВ-последовательностей с 
периодом N = 63 над полем GF(26) 

Количество  
ГМВ-последовательностей 

0 24 28 32 36 

Вес 1 588 504 1827 1176 

 
Корреляционные свойства  
ГМВ-последовательности 

На примере рассмотренной последовательности 
ГМВ-последовательность с периодом N = 63 над по-
лем GF(26) оценим корреляционные свойства по-
следовательностей разных весов. При расчете авто-
корреляционной функции (АКФ) и взаимокорреля-
ционной (ВКФ) функции последовательности ГМВ-
последовательности преобразуются от униполяр-
ного вида [1, 0] к биполярному [−1, 1]. 

Для оценки корреляционных свойств были вы-
браны по две ГМВ-последовательности каждого ве-
са. На графиках (рисунки 3, 4, 5 и 6) начальные эле-
менты каждой из ГМВ-последовательности обозна-
чены в десятичном виде, соответствующем двоич-
ному (векторному) представлению их элементов μi 
для C() и γi для D(γ), соответственно. Так, ГМВ-по-
следовательности G{35; 9} соответствует G{1 + μ + 
+ μ5; 1 + γ3}, а ГМВ-последовательности G{20; 23} 
соответствует G{μ2 + μ4; 1 + γ + γ2 + γ4}. 

Вначале определим автокорреляционные свой-
ства выбранных ГМВ-последовательности. Апери-
одическая автокорреляционная функция (АпАКФ) 
последовательности {t} вычисляется по формуле: 

АпАКФ𝑘({𝑡}) = ∑ 𝑡𝑖𝑡𝑖+𝑘

𝑁−1−𝑘

𝑖=0

, 

где k – сдвиг относительно исходной последова-
тельности {t}. 

Периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) вычисляется для замкнутой в кольцо по-
следовательности {t} по формуле: 

ПАКФ𝑘({𝑡}) = ∑ 𝑡𝑖𝑡(𝑖+𝑘)mod 𝑁

𝑁−1

𝑖=0

.    

Значения апериодической и периодической ВКФ 
рассчитываются по аналогичным формулам, в кото-
рых рассматривается смещение одной последова-
тельности относительно другой. Графики этих фун-
кций для ГМВ-последовательностей различных весов 
приведены на рисунках 5 и 6. На графике ВКФ для 
ГМВ-последовательностей веса 24 (см. рисунок 6), 
можно видеть, что выбранные последовательности 
циклически смещены друг относительно друга на 9 
разрядов. Таким образом, при использовании ГМВ-
последовательностей для задач синхронизации 
необходимо правильно подбирать начальные эле-
менты последовательностей, так как они, образуя 
циклическую группу, при асинхронном детектиро-
вании могут определяться некорректно.  
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Рис. 3. Значения АпАКФ ГМВ-последовательностей различных весов 

 
Рис. 4. Значения ПАКФ ГМВ-последовательностей различных весов 
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Рис. 5. Значения АпВКФ ГМВ-последовательностей различных весов 

 
Рис. 6. Значения ПВКФ ГМВ-последовательностей различных весов 
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Вероятностные характеристики декодера  
ГМВ-последовательностей  

Для оценки вероятностных характеристик син-
хронного декодера ГМВ-последовательностей с ис-
пользованием двойственного базиса была написана 
модель системы передачи данных (СПД) для пакета 
математических вычислений GNU/Octave, схема 
которой представлена на рисунке 7. Моделирова-
ние производилось по методу Монте-Карло для 
двух моделей каналов: цифрового двоично-симмет-
ричного канала (ДСК) без памяти и канала с абсо-
лютно-белым гауссовским шумом (АБГШ) совмест-
но с двоичной фазовой манипуляцией (ФМн-2). 

Модулятор
ФМн-2

Модель
канала АБГШ

Демодулятор
ФМн-2

Генератор
начальных 

фаз

Генератор
ГМВ-

последова-
тельностей

Модель
канала ДСК

Декодер
ГМВ-

последова-
тельностей

Сравнение
начальных 

фаз

 
Рис. 7. Схема модели СПД для оценки вероятностных харак-
теристик синхронного декодера ГМВ-последовательностей  

При моделировании генератор начальных фаз 
случайным образом формирует начальные элемен-
ты C() и D(γ) и передает их в генератор ГМВ-по-
следовательностей. Сформированная последова-
тельность отправляется в канал передачи данных, 
откуда подается на вход декодера, реализующего 

мажоритарный алгоритм декодирования с исполь-
зованием двойственного базиса. Затем вычислен-
ные элементы сравниваются с начальными и про-
изводится накопление статистики. 

Всего в результате декодирования возможны 
три исхода: правильное декодирование, когда его 
результат совпадает с начальными элементами, 
неправильное декодирование в случае несовпаде-
ния хотя бы одного из начальных элементов, и от-
каз от декодирования (обнаруженная неисправля-
емая ошибка), возникающий при невозможности 
определить только одну пару начальных элемен-
тов. Соответствующие этим исходам оценочные 
значения вероятностей обозначаются PПД, PНД и PОД. 

Графики вероятностных характеристик декоде-
ра ГМВ-последовательностей в линейном и лога-
рифмическом масштабах для случая канала ДСК 
представлены на рисунках 8а, 8б, а для случая ка-
нала АБГШ – на рисунках 8в, 8г. Согласно получен-
ным графикам вероятностных характеристик веро-
ятность правильного приема кодовой комбинации 
на уровне 0,9999 достигается уже при нормирован-
ном соотношении сигнал/шум около 4 Дб. При от-
ношении сигнал/шум, равном 0 Дб, вероятность 
правильного приема комбинации составляет уже 
0,9. В канале ДСК эти точки соответствуют вероят-
ностям битовой ошибки 0,015 и 0,08. 

  

а) б) 

  
в) г) 

Рис. 8. Вероятностные характеристики декодера ГМВ-последовательностей для канала ДСК (а, б) и АБГШ с ФМн-2 (в, г)

Заключение 

В работе был рассмотрен метод мажоритарного 
декодирования последовательностей Гордона–Мил-
лса–Велча и определены его вероятностные харак-
теристики для каналов ДСК и АБГШ с манипуляцией 

ФМн-2. Определено, что часть ГМВ-последователь-
ностей образует циклические группы, что приводит 
к необходимости тщательно выбирать их началь-
ные элементы, в чтобы избежать ложных срабаты-
ваний системах с асинхронным детектированием. 
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