
 
Информационные технологии и телекоммуникации          Труды учебных заведений связи. 2022. Т. 8. № 4 

 

 Сергеев А.М., 2022 14                                              tuzs.sut.ru 

 

Научная статья   
УДК 519.614 
DOI:10.31854/1813-324X-2022-8-4-14-19 
 

Связь симметрии и антисимметрии 
квазиортогональных циклических матриц  

с простыми числами 
 

  Александр Михайлович Сергеев, aleks.asklab@gmail.com 
 

Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения,  
Санкт-Петербург, 190000, Российская Федерация 
 
Аннотация: Рассматриваются квазиортогональные матрицы Адамара и матрицы Мерсенна с двумя и 
тремя значениями элементов, используемые в обработке цифровых данных, а также в качестве основы 
помехоустойчивых кодов и алгоритмов ортогональных преобразований изображений. Внимание уделяется 
структурам циклических матриц с симметриями и антисимметриями. Показывается связь симметрии и 
антисимметрии структур циклических матриц Адамара и Мерсенна на порядках, равных простым числам, 
произведению близких простых чисел, составным числам, степеням простого числа. Отдельно выделены 
порядки, равные степени простого числа 2, как порядки матриц Адамара, так и основа составных порядков 
матриц Мерсенна блочных структур с двумя значениями элементов. Показывается, что симметричные 
матрицы Адамара циклических и двуциклических структур, согласно расширенной границе Райзера, не 
существуют на порядках выше 32. Матрицы Мерсенна составных порядков, относящихся к последова-
тельности чисел Мерсенна 2k – 1, вложенных в последовательность порядков основного семейства 
матриц Мерсенна 4t – 1, существуют в симметричном и антисимметричном виде. Для порядков, равных 
степеням простого числа, матрицы Мерсенна существуют в виде блочно-диагональных конструкций с 
тремя значениями элементов. Значение степени простого числа определяет количество блоков вдоль 
диагонали матрицы, на которой расположены элементы с третьим значением. При этом блоки являются 
циклическими симметричными и антисимметричными. 
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symmetries and antisymmetries. The connection between symmetry and antisymmetry of structures of 
cyclic Hadamard and Mersenne matrices on a orders equal to prime numbers, products of close primes, 
composite numbers, powers of a prime number is shown. Separately, orders equal to the degrees of the 
prime number 2 are distinguished, both the orders of Hadamard matrices and the basis of the composite 
orders of Mersenne matrices of block structures with two element values. It is shown that symmetric 
Hadamard matrices of cyclic and bicyclic structures, according to the extended Riser boundary, do not exist 
on orders above 32. Mersenne matrices of composite orders belonging to the sequence of Mersenne 
numbers 2k ‒ 1 nested in the sequence of orders of the main family of Mersenne matrices 4t ‒ 1 exist in a 
symmetric and antisymmetric form. For orders equal to the powers of a prime number, Mersenne matrices 
exist in the form of block-diagonal constructions with three element values. The value of prime power 
determines the number of blocks along the diagonal of the matrix on which the elements with the third 
value are located. The cyclic blocks are symmetrical and antisymmetric. 
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Введение 

Ортогональные (квазиортогональные) матрицы 
широко применяются в задачах обработки и преоб-
разования информации. Особый интерес представ-
ляет поиск структурированных матриц с двумя или 
тремя значениями элементов [1], таких, например, 
как матрицы Адамара Hn, для которых справедливо 
HnTHn = nI на порядках n = 4t, где t – натуральное 
число, и матрицы Мерсенна Мn, для которых спра-
ведливо MnTMn = ω(n)I на порядках n = 4t – 1, где 
ω(n) – вес матрицы [2, 3]; I = diag{1, 1, 1,…1}. 

В помехоустойчивом кодировании изображений 
при передаче по открытым коммуникациям [4], в 
обработке изображений и их фильтрации [5–7] 
преимущественно используются ортогональные 
матрицы симметричные и структурированные по 
Уолшу, в кодировании сигналов – циклические 
матрицы [4, 8]. Однако для таких матриц ограни-
чены возможные порядки существования и виды 
симметрии их структур на этих порядках.  

Поиску связей математических объектов раз-
ного происхождения посвящено много работ. 
Именно понимание таких связей, например, для 
матриц, чисел и известных числовых последова-
тельностей позволило получить уникальные ре-
зультаты: 

‒ матрицы золотого сечения на порядках, крат-
ных размерам изображений в форматах JPEG и 
MJPEG [9]; 

‒ способ цепочного вычисления квазиортого-
нальных матриц с разными предикторами [10]; 

‒ получение новых конструкций матриц Ада-
мара на основе ядра (матриц Мерсенна) с окаймле-
нием на всех порядках n = 4t [11]. 

В настоящей работе рассматривается связь про-
стых чисел, произведения близких простых чисел, 
составных чисел и степеней простых чисел как по-
рядков матриц Адамара и Мерсенна с симметриями 
их циклических структур. Эта связь позволяет 
упростить выбор и процесс поиска таких матриц 
для конкретных преобразований изображений и 
сигналов. 

 
Симметрии матриц Адамара и Мерсенна 

Известно, что матрица:  
‒ симметрична, если ее одинаковые элементы 

расположены симметрично относительно главной 
диагонали; 

‒ антисимметрична, если расположенные сим-
метрично относительно главной диагонали эле-
менты имеют разные знаки [12]; 

‒ персимметрична, если одинаковые элементы 
расположены симметрично относительно побоч-
ной диагонали. 

Порядки матриц Адамара, равные степеням про-
стого числа 2, входят в общую последовательность 
порядков матриц Адамара 4t. 

Количество симметричных циклических матриц 
Адамара с элементами {1, ‒1} ограничивает гипо-
теза Райзера [13]. Согласно ей, матриц Адамара по-
рядков, бо́льших 22, нет. Эта гипотеза расширена на 
двуциклические матрицы порядков до 25 из четы-
рех блоков порядка 24 [14]. Хотя гипотезы не дока-
заны, однако вычислительный эксперимент по по-
иску матриц указанных конструкций на порядках 
выше 32, длящийся более 5 лет, не позволил их 
опровергнуть. Таким образом, циклических и би-
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циклических симметричных матриц Адамара огра-
ниченное число, и осуществлять их поиск на поряд-
ках, бо́льших 25, не имеет смысла. 

Ограничения на существование симметричных 
(антисимметричных) циклических матриц Мер-
сенна с элементами {1, ‒b} носят иной характер, по-
скольку эти матрицы нечетных порядков, обобща-
ющие матрицы Адамара, имеют другой генезис, и в 
основном циклические [15]. Нечетные порядки 
матриц Мерсенна связаны с нечетными простыми 
числами. На рисунке 1 приведены портреты [16] 
циклических симметричной и антисимметричной 
матриц Мерсенна порядка 11, где белое поле обо-
значает позицию элемента со значением 1, а синее – 
позицию элемента –b в матрице. Здесь антисиммет-
ричная матрица является персимметричной. 
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Рис. 1. Портреты циклических симметричной (a)  
и антисимметричной (b) матриц М11 

Fig. 1. Portraits of Cyclic Symmetric (a) and Antisymmetric (b) 
Matrices М11 

Порядки матриц Мерсенна n = 4t – 1 включают 
простые или составные числа Мерсенна, степень 
простого числа или произведение пар близких про-
стых чисел [17].  

 
Связь простых чисел как порядков матриц  
Мерсенна с их структурами 

Впервые связь порядков, равных простым чис-
лам, была отмечена Холлом в работе [18]. Он обна-
ружил, что если порядок матрицы Мерсенна равен 
произведению пар близких простых чисел, то она 
будет циклической. В качестве примера на рисунке 
2 приведен портрет циклической матрицы Мер-
сенна порядка 15 (n = 3×5).  

           

    

                      

    

           

    

                        

    

                      

    

                      

    

                      

    

                      

    

                      

    

                      

    

                      

    

                      

    

            

    

           

    

            

    

Рис. 2. Портрет циклической персимметричной матрицы 
М15 с дефектом антисимметрии 

Fig. 2. Portrait of a Cyclic Persymmetric Matrix M15  
with an Antisymmetry Defect 

Однако Холл никак не отметил того факта, что 
цикличность структуры этой матрицы получена за 

счет дефекта антисимметрии [12], который сего-
дня для циклических матриц измеряется и учиты-
вается при построении. Учет возможных дефектов 
антисимметрии позволил найти другие цикличе-
ские матрицы порядков 15 и 35 [19], портреты ко-
торых приведены на рисунке 3, где видны эти де-
фекты. 
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b) 

Рис. 3. Портреты циклических матриц М15 (a) и М35 (b)  
с дефектами антисимметрии 

Fig. 3. Portraits of Cyclic Matrices M15 (a) and M35 (b)  

with Antisymmetry Defects 

Позже Холл нашел еще циклические матрицы 
порядков 35 (n = 5×7) и 63 (n = 7×9). Однако число 9 
не является простым, и можно предположить, что 
матрица Мерсенна порядка 63, найденная Холлом, 
относится к матрицам рассматриваемого типа по 
другому основанию (ведь циклической матрицы 
Мерсенна порядка 99 (n = 9×11) нет именно по при-
чине того, что число 9 не является простым). Дей-
ствительно, порядок 63 является составным и от-
носится к последовательности чисел Мерсенна  
n = 2k – 1, вложенных в последовательность поряд-
ков основного семейства матриц Мерсенна n = 4t – 1. 
Матрицы же основного семейства всегда имеют 
циклическую структуру.  
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Простое число 2 является четным. Следова-
тельно, степени этого числа и связанные с ними 
минимальным расстоянием в единицу числа Мер-
сенна отличаются от степеней прочих простых чи-
сел. Плата за существование матриц Мерсенна со-
ставных порядков n = 2k – 1 прежняя – это цикличе-
ские матрицы с дефектом антисимметрии.  

Для порядков, равных степеням простых чисел, 
соответствуют блочно-циклические матрицы, у ко-
торых степень определяет число блоков вдоль диа-
гонали. Например, найденная матрица М27 (n = 33) 
состоит из 3×3 блоков порядка 9, а каждый из них, 
в свою очередь, состоит из блоков порядка 3, каж-
дый из которых является циклическим симметрич-
ным или антисимметричным. Такие блочно-цикли-
ческие матрицы также наделены свойством сим-
метрии и антисимметрии относительно главной 
диагонали, на которой располагаются элементы с 
третьим значением d. Пример блочно-циклической 
антисимметричной матрицы Мерсенна порядка 27 
(она же матрица Якобсталя с элементом –1 вместо 
–b) [18], приведен на рисунке 4. Здесь элементы со 
значением d на диагонали представлены серым 
цветом. 

       

           

         

       

                      

         

       

           

         

       

           

         

       

                      

         

       

                      

         

       

                      

         

       

                      

         

       

                      

         

       

           

         

       

           

         

       

           

         

       

           

         

       

           

         

       

           

         

       

                      

         

       

                      

         

       

                      

         

                           

                           

                           

                           

                           

                           

                           

                           

                           

Рис. 4. Портрет блочно-циклической антисимметричной 
матрицы М27 

Fig. 4. Portrait of a Block-Cyclic Antisymmetric Matrix M27 

Как и матрица М11, приведенная на рисунке 4, 
матрица М27 является в целом антисимметричной 
и персимметричной. 

 
Особенности практических применений  
циклических матриц 

Преимущества практических применений сим-
метричных ортогональных матриц Адамара и Мер-
сенна ‒ Уолша в системах сжатия, маскирования, 

помехоустойчивого кодирования изображений по-
казаны в работах [20–22] и многих других. 

Однако в отличие от симметричных ортогональ-
ных матриц, особенности симметричных и персим-
метричных циклических квазиортогональных мат-
риц, имеющие практическое значение, следующие.  

Во-первых, это простота хранения. Матрица вос-
становима по первой строке циклическим сдвигом – 
работой с индексами элементов при программной 
реализации алгоритмов преобразований.  

Во-вторых, циклическая симметричная и пер-
симметричная матрицы при транспонировании не 
меняют симметрии, что упрощает выполнение 
матричных умножений при прямом и обратном 
преобразованиях.  

В-третьих, циклические матрицы Мерсенна, яв-
ляясь основой (ядром) матриц Адамара [11], обес-
печивают получение целого спектра «почти цикли-
ческих» матриц Адамара – матриц с каймой [23], 
значительно расширяя их количество для приме-
нения в ортогональных преобразованиях. 

Циклические персимметричные матрицы Мер-
сенна, являясь основой помехоустойчивых кодов, 
хорошо себя зарекомендовали в системах с корреля-
ционным приемом сигналов [8, 24], в том числе в 
виде вложенных конструкций. Они имеют наилуч-
шие отношения главного пика автокорреляционной 
функции к максимальным по амплитуде боковым 
лепесткам. Как показано в работе [8], по данной ха-
рактеристике полученные коды оказались лучше, 
чем широко известные коды Баркера, используемые 
в наборе стандартов связи IEEE802.11 [25].  

  
Заключение  

Строки циклических квазиортогональных мат-
риц могут быть использованы в качестве основы 
кодов для систем связи с корреляционным прие-
мом или помехоустойчивого кодирования радио-
сигналов и изображений.  

В работе показано, что циклические квазиорто-
гональные матрицы с симметриями существуют на 
порядках, равных составным числам Мерсенна, в 
том числе равных произведениям пар близких про-
стых чисел. Блочные циклические матрицы Мер-
сенна с симметриями структуры существуют на по-
рядках, равных степени простого числа.  

Рассмотренные в работе связи порядков матриц 
и простых чисел позволяют упростить поиск цик-
лических квазиортогональных матриц с особенно-
стями симметрий на порядках, необходимых при 
разработке помехозащищенных кодов. 
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