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1. Введение 

Глобальная спутниковая система навигации 
находит широкое применение для определения ко-
ординат различных объектов (наземных, водных, 
воздушных объектов, низкоорбитальных космиче-
ских аппаратов). Однако полезные навигационные 
сигналы, поступающие от спутников, обладают по-
вышенной уязвимостью к воздействию различных 
помех ввиду слабой мощности сигнала вблизи по-
верхности Земли. Наличие в спутниковом сигнале 
различного рода помех существенно затрудняет 
его обработку приемником и приводит к увеличе-
нию погрешности при вычислении навигационных 
характеристик. В этой связи задача подавления по-
мехи при приеме спутниковых навигационных сиг-
налов посредством их фильтрации является доста-
точно важной и актуальной [1]. 

Среди различных методов фильтрации эффек-
тивными и достаточно часто применяемыми явля-
ются методы пространственной фильтрации, осно-
ванные на фокусировке диаграммы направленно-
сти антенной решетки радиотехнической системы 
таким образом, чтобы направление ее основного 
лепестка совпадало с направлением на источник 
полезного сигнала, а направления на источники по-
мех попадали в ее нули. Такие методы фильтрации 
называются пространственными, так как их функ-
ционирование и качество определяется простран-
ственной конфигурацией антенной решетки ра-
диотехнической системы. Результаты работы про-
странственных фильтров можно существенно 
улучшить, если сделать их трансверсальными пу-
тем добавления в каждый из приемных каналов на 
выходе антенных элементов линий временных за-
держек. Такие фильтры, в свою очередь, называ-
ются пространственно-временными фильтрами. 
Добавление дополнительных временных отсчетов 
увеличивает количество степеней свободы при по-
строении фильтра и, как следствие, увеличивает 
его устойчивость к широкополосным и многолуче-
вым помехам. В свою очередь, обработка задержан-
ных временных отсчетов в частотной области 
называется пространственно-частотной обработ-
кой, которая также улучшает качество такой сов-
местной фильтрации [1, 2]. 

В данной работе рассматривается несколько раз-
личных алгоритмов построения пространственных 
и пространственно-частотных фильтров. Сравни-
тельный анализ качества пространственной и про-
странственно-частотной обработки сигналов по-
строенными фильтрами будет проводиться по 

быстродействию, коэффициенту подавления по-
мех и отношению сигнал/шум на основе экспери-
ментально записанных сигналов от спутников и 
помех в реальной спутниковой радиотехнической 
системе. 

 
2. Постановка задачи 

Рассмотрим следующую постановку задачи 
адаптивной пространственной (пространственно-
частотной) фильтрации сигналов. Пусть в плоско-
сти Oxy расположена кольцевая эквидистантная 
антенная решетка, состоящая из восьми антенных 
элементов (рисунок 1).  
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Рис. 1. Взаимное расположение антенной решетки  
и источника сигнала (помехи) 

Fig. 1. Mutual Displacement of an Antenna Array and a Signal  
(or Interference) Source 

Такая реальная восьмиэлементная кольцевая 
решетка использовалась при экспериментальных 
исследованиях. Центр решетки расположен в 
начале координат, радиус окружности равен 
7,19 см. В верхнем полупространстве (𝑧 > 0) распо-
ложены один источник полезного сигнала и не-
сколько некоррелированных источников широко-
полосной помехи. На входе антенной решетки при-
сутствует входной сигнал 𝑥 ∈ 𝐂8×𝐾 , где K ‒ количе-
ство временных отсчетов сигнала, представляю-
щий собой аддитивную смесь полезного сигнала, 
помехи и шума, при этом уровень полезного сиг-
нала выше уровня шума, а уровень помехи выше 
уровня полезного сигнала. Такая ситуация наибо-
лее характерна при функционировании спутнико-
вых навигационных систем. Пусть для обработки 
принимаемых сигналов и помех используется адап-
тивный пространственный (пространственно-ча-
стотный) фильтр, выходной сигнал y которого 
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представляет собой выделенный из смеси с поме-
хой и шумом полезный сигнал, причем 𝑦 ∈ 𝐂𝐾 . На 
сегодняшний день известно большое количество 
различных алгоритмов построения фильтров, ре-
шающих поставленную выше задачу. В данной ра-
боте будет рассмотрен анализ и сравнение не-
скольких наиболее применимых для данной ситуа-
ции алгоритмов пространственной и простран-
ственно-частотной фильтрации реальных спутни-
ковых сигналов методом моделирования в среде 
MATLAB. 

 
3. Построение фильтров 

3.1. Пространственные фильтры 

Рассмотрим несколько алгоритмов вычисления 
весовых коэффициентов пространственного филь-
тра, основанных на прямых и итерационных адап-
тивных процедурах. 

 
Прямые алгоритмы  

При использовании прямых алгоритмов весовые 
коэффициенты w вычисляются по формулам, ис-
пользующим информацию о корреляционных ха-
рактеристиках входных сигналов, путем непосред-
ственного обращения корреляционных матриц, а 
выходной сигнал фильтра y определяется следую-
щим образом:  

𝑦 = 𝑤𝑇𝑥, 

где w – вектор весовых коэффициентов простран-
ственного (пространственно-частотного) фильтра. 

Различные алгоритмы фильтрации отличаются 
друг от друга методом, используемым при вычис-
лении весовых коэффициентов w. Рассмотрим пря-
мые алгоритмы адаптации. 

Алгоритм обращения мощности 

Алгоритм обращения мощности или формирова-
ния нуля диаграммы направленности основыва-
ется на винеровском решении путем вычисления 
обратной корреляционной матрицы  𝑅−1 входного 
сигнала [3]. Выполняя преобразование путем нор-
мировки относительно средних значений мощно-
сти, весовые коэффициенты можно определить по 
следующей формуле: 

𝑤 =  

(

 
 
 
 
 
1

𝑅12
−1

𝑅11
−1 …

𝑅18
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⋱ ⋮
… 1
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𝐼, 

где 𝑅𝑖𝑗  ‒ элемент i-й строки j-го столбца корреляци-

онной матрицы R (i, j = 1, 2, …, 8); I ‒ единичный век-
тор-столбец размерности 8. 

Алгоритм формирования луча 

Алгоритм формирования луча [3], как и метод 
обращения мощности, основывается на обращении 
корреляционной матрицы входного сигнала, од-
нако при его использовании применим следующую 
формулу для вычисления весовых коэффициентов: 

𝑤(φ, θ) = (
𝑅−1𝑎(φ, θ)

𝑎(φ, θ)𝐻𝑅−1𝑎(φ, θ)
)

𝑇

, (1) 

где a (φ, θ) ‒ управляющий вектор антенной ре-
шетки по направлению, заданному долготой φ и 
широтой θ (см. рисунок 1), определяемый как: 

𝑎(φ, θ) =  exp {𝑖
2π

λ
𝑢𝑣}, (2) 

i ‒ мнимая единица; λ = 0,19 м ‒ длина волны полез-
ного сигнала, соответствующая центральной ча-
стоте сигнала GPSL1; u ‒ матрица декартовых коор-
динат антенных элементов, 

𝑣 =  (
cos θ cosφ
cos θ sinφ
sin θ

). 

С учетом того, что направления θ и φ на полез-
ный сигнал априори неизвестны, оптимальные ве-
совые коэффициенты определяются из условия 
максимизации коэффициента подавления помехи, 
равного отношению мощностей входного и выход-
ного сигналов. 

Алгоритм формирования луча с приближенными 
вычислением и обращением циркулянтной  
корреляционной матрицы 

При данном подходе для вычисления вектора ве-
совых коэффициентов также используется обрат-
ная корреляционная матрица входного сигнала и 
дополнительно учитывается тот факт, что у коль-
цевой эквидистантной антенной решетки корреля-
ционная матрица является сопряженной цирку-
лянтной [4]. При этом оценку сопряженной цирку-
лянтной корреляционной матрицы можно полу-
чить следующим образом: 

�̂�𝑖,𝑗 =
1

8 (8 − (𝑗 − 𝑖))
𝑥, 

𝑥∑ ∑ 𝑥𝑙(𝑘)𝑥𝑗−𝑖+𝑙
∗ (𝑘)

8−𝑗+𝑖

𝑙=1

8

𝑘=1

, 𝑖 ≤ 𝑗, 

�̂�𝑁+1−𝑗,𝑖 = �̂�𝑖,𝑗
∗ , 𝑖 > 𝑗. 

Матрицу �̂�−1, обратную к полученной оценке со-
пряженной циркулянтной матрицы �̂� , можно вы-
числить с применением специального итерацион-
ного алгоритма, увеличивающего скорость вычис-
лений [5]. Далее весовые коэффициенты фильтра 
вычисляются с использованием матрицы  �̂�−1 и 
формулы (1). 
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Использование спектрального разложения 

В данном случае корреляционную матрицу вход-
ного сигнала представим в виде: 

𝑅 = 𝑉𝐷𝑉∗, 

где V ‒ матрица, составленная из собственных век-
торов R; D ‒ диагональная матрица, составленная 
из собственных чисел λ1,…, λ8, для которых выпол-
няются соотношения: 

λ1 ≈ λ2 ≈. . . ≈ λ𝑀 < λ𝑀+1 <. . . < λ8 

для некоторого 𝑀 ∈ {1, 2, … , 8}. Далее из матрицы V 
выбирается подматрица �̃�, состоящая из первых M 
столбцов V. Тогда весовые коэффициенты w вычис-
ляются по формуле: 

𝑤 =  �̃��̃�𝐻 . 
 

Итерационный прос транственный филь тр  

В случае итерационной процедуры вычисления 
весовые коэффициенты 𝑤𝑘  фильтра и отсчеты 𝑦𝑘  
выходного сигнала пересчитываются в соответ-
ствии с алгоритмом LMS (аббр. от англ. Least Mean 
Squares ‒ наименьшие средние квадраты, то есть 
алгоритм, оптимальный по данному критерию) по 
формулам [6]: 

𝑤0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
𝑇 , 

𝑑𝑘 = 𝑥1,𝑘 , 𝑥𝑘 = (𝑥2,𝑘 , … , 𝑥8,𝑘)
𝑇 , 

𝑦𝑘 = 𝑑𝑘 − 𝑤𝑘−1
𝐻 𝑥𝑘 , 

𝑤𝑘 = 𝑤𝑘−1 + μ𝑥𝑘𝑦𝑘
∗ , 

где k = 1, …, K; μ ‒ параметр алгоритма, называю-
щийся «параметром забывания». 

Во всех прямых методах адаптации в качестве кор-
реляционных матриц используются выборочные, 
получаемые по обучающей матрице входных сигна-
лов или помех, причем размерность обучающей вы-
борки превышает число каналов пространственной 
(или пространственно-частотной) обработки, то 
есть матрицы являются невырожденными. 

 
3.2. Пространственно-частотная обработка 

Пространственно-частотную обработку сигнала 
будем осуществлять путем деления каждого ка-
нала входного сигнала на секции по 1024 времен-
ных отсчетов. Такая реализация удобна тем, что 
впоследствии может быть достаточно легко при- 
способлена для использования в программируе-
мых логических интегральных схемах. Сначала все 
временные отсчеты каждого входного канала 
𝑥 𝑙 (l = 1, …, 8) в секции преобразуем в частотную  
область с использованием дискретного преобразо-
вания Фурье, определяемого формулой [7]: 

𝑋𝑙(𝑘) = ∑ 𝑥𝑙(𝑗)𝑒
−
π𝑖

512
(𝑘−1)(𝑗−1)

1024

𝑗=1

, 

где i ‒ мнимая единица; k = 1, …, 1024.  

Затем в частотной области каждую секцию бу-
дем делить на сегменты по 128 отсчетов. В каждом 
сегменте частотные отсчеты 𝑌 ∈ 𝐂128 выходного 
сигнала вычисляются с помощью умножения ча-
стотных отсчетов 𝑋 ∈ 𝐂8×128  входного сигнала на 
вектор весовых коэффициентов  𝑤 ∈ 𝐂8 простран-
ственно-частотного фильтра: 

𝑌 = 𝑤𝐻𝑋. 

Как показано в [8], выбранное количество ча-
стотных отсчетов в сегменте вычисления весов 
фильтра, равное 128, обеспечивает оптимальную 
работу алгоритма фильтрации с точки зрения соот-
ношения между вычислительными затратами и ка-
чеством фильтрации сигнала: уменьшение количе-
ства частотных отсчетов в сегменте снижает объем 
вычислений, но приводит к худшему подавлению 
помехи, а увеличение дает лишь незначительное 
улучшение качества компенсации, но серьезно по-
вышает вычислительную сложность алгоритма.  

Весовые коэффициенты w фильтра определяем в 
соответствии со следующим выражением [1]: 

𝑤 =  
�̂�−1𝑠

𝑠𝐻�̂�−1𝑠
. (3) 

Здесь �̂�  ‒ оценка ковариационной матрицы ча-
стотных отсчетов входного сигнала с диагональ-
ной нагрузкой, вычисляемая по всему сегменту по 
формуле: 

�̂� = �̃� + 0,001 ∙ tr(�̃�)𝐸8, 
где 

�̃� =  ∑𝑋(𝑘)𝑋𝐻(𝑘),

128

𝑘=1

 

tr (·) ‒ оператор следа матрицы; 𝐸8  ‒ единичная 
матрица порядка 8, а вектор 𝑠 ∈ 𝐂8 будем задавать 
двумя следующими способами. 

Первый способ заключается в задании s как век-
тора, все элементы которого равны нулю, кроме од-
ного, равного единице. Данный подход аналогичен 
рассмотренному в подразделе Алгоритм обраще-
ния мощности. За счет многократного применения 
данного алгоритма с разным расположением еди-
ницы в векторе s можно получить до восьми раз-
личных выходных сигналов. 

Второй способ заключается в задании вектора s 
как управляющего вектора антенной решетки в со-
ответствии с формулой (2). В этом случае формула 
(3) для вычисления весовых коэффициентов совпа-
дает с формулой (1) пространственного алгоритма 
формирования луча. При таком подходе получается 
только один выходной сигнал y. 

Для ускорения вычисления весов w фильтра 
можно воспользоваться различными методами ор-
тогонализации корреляционных матриц. Исполь-
зуем для этого разложение Холецкого оценки �̂� ко- 
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вариационной матрицы частотных отсчетов вход-
ного сигнала, определяемое выражением: 

�̂� = 𝐿𝐿𝐻 , 

где L ‒ нижнетреугольная матрица.  

При использовании данного разложения обра-
щение матрицы �̂� и умножение полученной обрат-
ной матрицы на вектор s сводится к решению двух 
систем линейных алгебраических уравнений с тре-
угольными матрицами, которое осуществляется с 
использованием простых рекуррентных соотноше-
ний. В данном случае применение разложения Хо-
лецкого возможно в связи с тем, что матрица �̂� яв-
ляется эрмитовой и положительно определенной, 
что обеспечивается как за счет способа определе-
ния матрицы  �̃� и количества частотных отсчетов 
для ее вычисления, так и за счет диагональной 
нагрузки, которая сдвигает собственные значения 
матрицы �̂� дальше от нуля. После вычисления ве-
сов w фильтра и частотных отсчетов Y выходного 
сигнала с помощью обратного преобразования 
Фурье вычисляются отсчеты выходного сигнала y 
во временной области для текущего сегмента. Да-
лее вся процедура повторяется для каждого сег-
мента каждой секции отсчетов входного сигнала. 

 

Компьютерное моделирование 

Для сравнения работы описанных выше алгорит-
мов пространственной и пространственно-частот-
ной фильтрации были проведены эксперименты по 
обработке в среде MATLAB экспериментальных  
записей реальных спутниковых сигналов с несколь-
кими (от одного до трех) некоррелированными  
источниками широкополосной помехи. При записи 
сигналов антенная решетка и источники полезного 
сигнала и помехи находились в безэховой экраниро-
ванной камере, при этом спутниковый сигнал при-
нимался на крыше здания и подавался в камеру  
через систему кабелей. Схема эксперимента пред-
ставлена на рисунке 2. Рассматривались различные 
сигнально-помеховые ситуации, отличающиеся чис-
лом помех (от одной до трех), энергетическими  
характеристиками и углами прихода. В результате 
проведения нескольких экспериментов были полу-
чены записи сигналов, состоящих из смеси помех, 
полезных спутниковых сигналов и шумов, уровни 
которых соответствуют заданным при постановке 
задачи фильтрации (уровень полезного сигнала 
выше уровня шума, а уровень помехи выше уровня 
полезного сигнала, что характерно для спутниковой 
навигации). Далее эти записи, имеющие вид дис-
кретных последовательностей временных отсчетов 
сигналов, были подвергнуты равномерному кванто-
ванию (в блоке 6) и записаны в память ЭВМ (блок 7) 
для последующей обработки по анализируемым  
алгоритмам, программные блоки которых реализо-
ваны в виде отдельных функций (по числу алгорит-
мов фильтрации) в среде MATLAB. 

7

64

1

2

3
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Рис. 2. Схема эксперимента: 1 ‒ антенная решетка, установ-

ленная в безэховой камере; 2 ‒ антенна, принимающая 
спутниковый сигнал на крыше здания; 3 ‒ антенна,  

передающая спутниковый сигнал в безэховую камеру; 4 ‒ 
устройство для излучения помех; 5 ‒ антенны, излучающие 

помехи; 6 ‒ устройство для записи сигнала с антенной  
решетки; 7 ‒ ЭВМ, осуществляющая цифровую обработку 

сигналов 

Fig. 2. Experiment Scheme: 1 ‒ Antenna Array in an Anechoic  
Chamber; 2 ‒ Satellite Signal Receiving Antenna on the Building Roof; 

3 ‒ Antenna That Transmits the Satellite Signal into the Anechoic 
Chamber; 4 ‒ Jamming Device; 5 ‒ Antennas That Transmit  

Interference; 6 ‒ Device That Records Signals from Antenna Array;  
7 ‒ Computer That Implements Digital Signal Processing 

При компьютерном моделировании с помощью 
встроенной в MATLAB функции измерялось время 
работы (ВР) каждого алгоритма и максимальный 
поканальный коэффициент подавления (КП) по-
мехи, равный отношению мощностей входного и 
выходного сигналов. Для вычисления прямого и 
обратного дискретного преобразования Фурье ис-
пользовалась встроенная в среду MATLAB функция 
вычисления быстрого преобразования Фурье. По-
сле компенсации выходной сигнал подавался на 
вход программного приемника спутниковых сигна-
лов SoftGNSS [9], где измерялось среднее отноше-
ние сигнал/шум (ОСШ) для обнаруженного источ-
ника полезного спутникового сигнала, которое в 
указанном приемнике вычисляется с помощью ме-
тода суммирования дисперсии [10]. Результаты об-
работки сигналов длиной K = 5 · 106 отсчетов с аб-
солютным уровнем 37 дБ без помехи и отношением 
сигнал/шум 45 дБ приведены в таблице 1. Про-
черки означают отсутствие видимых спутников в 
обработанном сигнале. Результаты анализа зави-
симости коэффициента подавления и среднего 
ОСШ приведены на рисунках 3 и 4, соответственно. 

Из результатов экспериментов можно сделать 
следующие выводы. Быстродействие прямых алго-
ритмов пространственной обработки оказалось 
наибольшим, однако при этом значения основных 
показателей качества ‒ КП и ОСШ при такой обра-
ботке получились меньше, чем у других алгоритмов. 
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ТАБЛИЦА 1. Результаты экспериментов 

Table 1. Results of Experiments 

Nп УС 
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1 60 

ВР, с 1,03 2,19 0,92 1,09 24,12 66,84 17,48 

КП, дБ 29 40 30 30 31 3 41 

ОСШ, дБ 48 49 32 50 50 51 37 

1 75 

ВР, с 0,95 2,45 1,3 1,03 24,31 66,47 22,23 

КП, дБ 34 52 38 34 45 45 55 

ОСШ, дБ 39 47 37 39 51 51 39 

2 69 

ВР, с 0,96 2,59 1,31 1,01 20,82 63,64 15,96 

КП, дБ 17 26 24 16 42 32 48 

ОСШ, дБ ‒ 25 ‒ 25 25 46 42 

3 72 

ВР, с 0,98 3,1 1,56 1,07 20,47 64,12 15 

КП, дБ 14 26 14 15 27 30 45 

ОСШ, дБ ‒ ‒ ‒ ‒ 39 41 42 

Условные обозначения:  
Nп ‒ количество помех; УС ‒ уровень сигнала, дБ; ПЧО ‒ про-
странственно-частотная обработка; ФН ‒ алгоритм формирова-
ния нуля; ФЛ ‒ алгоритм формирования луча 
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Рис. 3. Значения КП исследуемых алгоритмов в различных 

экспериментах 

Fig. 3. Suppression Coefficient Values of the Investigated Algorithms  
in Different Experiments 

Особенно ухудшение работы прямых простран-
ственных методов наблюдается при наличии более 
чем одного источника помехи, в этом случае полез-
ные сигналы спутников в выходном сигнале ре-
шетки имеют минимальное значение, а иногда и во-
обще отсутствуют. Постепенное уменьшение значе-
ний ОСШ при обработке точными алгоритмами осо-
бенно хорошо видно на рисунке 4. 

60

1

50

40

30

20

10

2 3 4

ФН

ФЛ
ФЛ с ЦМ

Спектр.
LMS
ПЧО с ФН

ПЧО с ФЛ

Номер эксперимента

О
С

Ш
, д

Б

0

 
Рис. 4. Значения ОСШ в обработанном сигнале в различных 

экспериментах 

Fig. 4. Signal-to-Noise Ratio Values of the Processed Signal in Different 
Experiments 

С точки зрения быстродействия и качества обра-
ботки наилучшие результаты наблюдаются у алго-
ритма, основанного на спектральном разложении. 
Несмотря на то, что при обработке данным алго-
ритмом получаются относительно низкие значе-
ния КП, что следует из рисунка 3, значения ОСШ в 
выходном сигнале примерно равны средним значе-
ниям в каждом из экспериментов, что видно из по-
ложения соответствующей кривой (см. рисунок 4). 
Итерационный же пространственный алгоритм по-
казывает большее время работы по сравнению с 
прямыми методами, но также и большую устойчи-
вость к количеству помех и значения КП и ОСШ, 
близкие к пространственно-частотным методам. 

В свою очередь, алгоритмы пространственно-ча-
стотной обработки одинаково справляются с лю-
бым количеством помех и показывают наилучшие 
значения КП и ОСШ в выходном сигнале. При этом 
пространственно-частотная обработка с примене-
нием алгоритма обращения мощности работает в 
3‒4 раза дольше, чем с алгоритмом формирования 
луча, но в то же время показывает лучшие значения 
КП и ОСШ. Стоит также отметить общее падение КП 
всех алгоритмов при увеличении числа помех, ко-
торое хорошо видно из рисунка 3. 

 
5. Заключение 

В данной работе были рассмотрены несколько 
алгоритмов адаптивной пространственной и про-
странственно-частотной фильтрации. Качество ра-
боты приведенных алгоритмов было проанализи-
ровано путем цифровой обработки на компьютере 
реальных спутниковых сигналов. Результаты ком-
пьютерного моделирования в разных сигнально-
помеховых условиях свидетельствуют о преимуще-
ствах использования пространственно-частотных 
фильтров перед пространственными фильтрами. 
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При этом в зависимости от требований к быстро-
действию обработки сигналов возможно примене-
ние либо наиболее быстрых алгоритмов формиро-
вания луча, либо более медленных, но точных алго- 

ритмов обращения мощности. Таким образом, 
можно рекомендовать пространственно-частот-
ные алгоритмы фильтрации для использования в 
системах помехозащищенной навигации.  
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