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does not require manual selection of the artificial parameters depending on the initial data. A com-

parison analysis with split-step Fourier method is given. 

Keywords: radiowave propagation, inhomogeneous medium, parabolic equation, Helmholtz equa-

tion, non-local boundary conditions. 

 

Введение  
Прогнозирование зон радиовидимости в различных метеорологических 

условиях является актуальной задачей при проектировании и эксплуатации ра-

диотехнических систем различного назначения [1]. Хорошо известно, что зна-

чительное влияние на распространение радиоволн оказывают пространствен-

ные изменения показателя преломления тропосферы, который зависит от тем-

пературы, влажности и давления [2]. Волноводы, возникающие вдоль трассы 

распространения, могут как значительно увеличить зону действия радиотехни-

ческих систем, так и способствовать возникновению слепых зон. Наиболее за-

метные аномалии, связанные с процессами испарения воды, наблюдаются над 

поверхностью моря. 

 Все бо́льшую популярность набирают системы оперативного прогнози-

рования характеристик распространения радиоволн в неоднородной тропосфере 

[3], например AREPS, TEMPER и CARPET [4]. Такие системы способны соби-

рать и обрабатывать метеорологическую информацию из различных источни-

ков в реальном времени и обеспечивают наглядное представление полученных 

результатов моделирования. Важным компонентом такой системы является мо-

дуль расчета электромагнитного поля в неоднородной среде. Наибольшую по-

пулярность для решения данного класса задач приобрел метод параболического 

уравнения и основанный на нем алгоритм расщепления Фурье [2]. 

Анализ вышеупомянутых систем и лежащих в их основе численных алго-

ритмов показывает, что они обладают серьезными недостатками. Особенности 

построения численного решения указанной задачи в полубесконечном интерва-

ле высот исследованы недостаточно, что приводит к появлению ложных отра-

жений от верхней границы расчетной области. Введение искусственного по-

глощающего слоя позволяет уменьшить влияние ложных отражений, однако 

параметры такого слоя определяются исходя из некоторых эмпирических сооб-

ражений, что делает затруднительным оценку эффективности алгоритма в зави-

симости от конкретных свойств среды. Альтернативным подходом является 

введение нелокальных граничных условий, которые позволяют свести исход-

ную задачу к эквивалентной с ограниченной по высоте областью интегрирова-

ния. Следует отметить, что метод нелокальных граничных условий широко ис-

пользуется для решения аналогичных задач в гидроакустике и квантовой меха-

нике [5]. В задаче тропосферного распространения дополнительную сложность 

создаёт тот факт, что эффективный индекс преломления, учитывающий эффек-

ты дифракции вокруг поверхности Земли, представляет собой линейно расту-

щую функцию. 
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Постановка задачи  

Задача распространения электромагнитных волн вблизи поверхности 

Земли заключается в нахождении комплексного поля в переменных Пекериса 

[2]. Функция 𝑉(𝑥, 𝑧) удовлетворяет уравнению Гельмгольца: 

 

∂2𝑉

∂𝑥2
+

∂2𝑉

∂𝑧2
+ 𝑘2𝑚2(𝑥, 𝑧)𝑉 = 0, (1) 

где 𝑘 = 2𝜋/𝜇 – волновое число в вакууме; 

𝜇 – длина волны; 

𝑚2(𝑥, 𝑧) = 1 + 2𝑁(𝑥, 𝑧) + 2𝑧/𝑅; 

𝑁(𝑥, 𝑧) – индекс преломления среды; 

𝑅 – радиус Земли. 

Далее предполагается, что 𝑁(𝑥, 𝑧) = 0 при 𝑧 > 𝑧𝑏 . Для обозначения ин-

декса преломления часто используется M-профиль [2], который выражается че-

рез функцию 𝑚 как: 

𝑀 = (𝑚 − 1)106. 

 

Функция 𝑉(𝑥, 𝑧)  также удовлетворяет импедансному граничному усло-

вию: 

(
∂𝑉

∂𝑧
+ 𝑞𝑉)|

𝑧=0
= 0, (2) 

где 𝑞 – комплексное число с положительной мнимой частью.  

Характерной особенностью рассматриваемой задачи является то, что 

волновое поле порождается начальным условием: 

 

𝑉(0, 𝑧) = 𝑉0(𝑧) (3) 

с известной функцией 𝑉0(𝑧), отвечающей диаграмме направленности излучаю-

щей антенны в дальней зоне. В качестве 𝑉0(𝑧) обычно выбирается Гауссов пу-

чок, определяемый соотношением [2]: 

 

V0(z) =
𝑘𝛽

2√𝜋 log 2
exp(−𝑖𝑘𝜃0) exp (−

𝛽2

8 log 2
𝑘2(𝑧 − 𝑧0)2) , 

где 𝑧0 – высота антенны; 

𝛽 – угол раствора; 

𝜃0 – угол наклона. 
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Метод параболического уравнения  

После совершения замены 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑉(𝑥, 𝑧) , отвечающей паракси-

альному приближению, уравнение (1) запишется относительно функции 𝑈(𝑥, 𝑧) 

в виде: 

∂2𝑈

∂𝑥2
+ 2𝑖𝑘

∂𝑈

∂𝑥
+

∂2𝑈

∂𝑧2
+ 𝑘2(𝑚2(𝑥, 𝑧) − 1)𝑈 = 0. 

Решение для волн, распространяющихся в положительном направлении 

вдоль оси 𝑥, может быть формально записано следующим образом: 

 

𝑈(𝑥 + Δ𝑥, 𝑧) = 𝑒𝑖𝑘Δ𝑥(√1+𝐿−1)𝑈(𝑥, 𝑧), 

𝐿 =
1

𝑘2

∂2

∂𝑧2
+ 𝑚2(𝑥, 𝑧) − 1. 

Раскладывая операторную экспоненту при помощи аппроксимации Паде [2]: 

 

𝑒𝑖𝑘Δ𝑥(√𝐿+1−1) ≈
4𝑖 + (𝑖 − 𝑘Δ𝑥)𝐿

4𝑖 + (𝑖 + 𝑘Δ𝑥)𝐿
, 

и заменяя оператор 𝐿  конечно-разностным аналогом 𝐿ℎ𝑢𝑗
𝑛 = (ℎ2𝑘2)−1Δ2𝑢𝑗

𝑛 +

+2𝑁(𝑛𝛥𝑥, 𝑗ℎ) + 2𝑗ℎ/𝑅 с учетом граничного условия (2), приходим к численной 

схеме Кранка-Николсона: 

 

(4𝑖 + (𝑖 + 𝑘Δ𝑥)𝐿ℎ)𝑢𝑗
𝑛+1 = (4𝑖 + (𝑖 − 𝑘Δ𝑥)𝐿ℎ)𝑢𝑗

𝑛 (4) 

где 𝑢𝑗
𝑚 = 𝑈(𝑚Δ𝑥, 𝑗ℎ), ℎ – шаг сетки по переменной 𝑧.  

Данная аппроксимация соответствует одному из вариантов широкоуголь-

ного параболического уравнения и является пригодной для углов распростра-

нения до 40°, что дает возможность использовать данный подход в среде с го-

ризонтальными препятствиями [4]. 

 

Дискретное нелокальное граничное условие  

Применяя z-преобразование по продольной переменной 𝑛, уравнение (4) 

при 𝑗 ≥ 𝐵 = ⌈𝑧𝑏/ℎ⌉ запишется следующим образом: 

 

(4𝑖 + (𝑖 + 𝑘Δ𝑥) (
1

ℎ2𝑘2
Δ2 +

2𝑗

𝑅
)) ξ𝑢̂𝑗(ξ) =

= (4𝑖 + (𝑖 − 𝑘Δ𝑥)(
1

ℎ2𝑘2
Δ2 +

2𝑗

𝑅
)) 𝑢̂𝑗(ξ), 

(5) 

где 𝑢̂𝑗(ξ) = ∑ 𝑢𝑗
𝑛∞

𝑛=0 ξ−𝑛. 
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Следуя работе [6], решение уравнения (5) может быть записано в явном 

виде: 

𝑢̂𝑗(ξ) = 𝐽
𝑗+

2+𝑑(ξ)
𝑐

(
2

𝑐
), 

𝑐 = −
2𝑘2ℎ3

𝑅
 , 

 𝑑(ξ) =
2𝑘2((𝐵ℎ3 + 2𝑅Δ𝑥2)(1 − ξ) + 𝑖𝑘𝐵Δ𝑥ℎ3(1 + ξ))

𝑅(1 − ξ + 𝑖𝑘Δ𝑥(1 + ξ))
, 

где 𝐽 – функция Бесселя первого рода. 

Совершая обратное z-преобразование, приходим к дискретному нелокаль-

ному граничному условию: 

𝑢𝐵−1
𝑛 − 𝑠𝐵

0𝑢𝐵
𝑛 = ∑ 𝑢𝐵

𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=1

𝑠𝐵
𝑚, 

 

где коэффициенты свертки 𝑠𝐵
𝑛 определяются следующим образом: 

𝑠𝐵
𝑛 =

τ𝑛

2π
∫

𝑢̂𝐵+1(ξ)

𝑢̂𝐵(ξ)

2π

0

exp(𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑦. 

Описанные в [6] способы вычисления коэффициентов свертки в некото-

рых случаях приводят к неустойчивым результатам. Для эффективного вычис-

ления обратного z-преобразования был использован адаптивный алгоритм чис-

ленного интегрирования, основанный на аппроксимации подынтегральной 

функции полиномами Чебышева произвольного порядка [7]. Для вычисления 

отношения функций Бесселя под интегралом используется алгоритм Ленца [8]. 

Следует отметить, что коэффициенты свертки не зависят от постоянно изменя-

ющихся параметров среды и могут быть вычислены заранее для использования 

в системах прогнозирования реального времени, где требуется высокая ско-

рость расчетов. 

 

Анализ результатов  
Сравнение описанного метода будет проводиться c программой PETOOL 

[4], осуществляющей решение задачи методом расщепления Фурье для анало-

гичной широкоугольной аппроксимации. Будем использовать следующие рас-

четные параметры: Δ𝑥 = 10 м, Δ𝑧 = 0.03 м, высота расчетной области 𝑧𝑏 = 300 м, 

высота антенны 𝑧0 = 30 м, горизонтальная поляризация. Параметр условия на 

нижней границе (2) соответствует морской поверхности. Высота поглощающе-
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го слоя метода расщепления Фурье составляла 300 м. Сначала рассмотрим слу-

чай однородной тропосферы при 𝑁(𝑥, 𝑧) = 0. На рис. 1 изображен график рас-

пределения поля 10log10|𝑉| на высоте 30 м.  

 
 

Рисунок 1. Ложные отражения метода расщепления Фурье 

 

Как можно видеть, оба метода демонстрируют почти идеальное совпаде-

ние на расстояниях до 60 км, однако далее метод расщепления Фурье приводит 

к результатам, не соответствующим общепринятым представлениям о дифрак-

ции вокруг поверхности Земли [2]. Следует отме-

тить, что путем увеличения высоты расчетной об-

ласти или выбором подходящей весовой функции 

для поглощающего слоя всегда удается добиться 

совпадения с предложенным методом, однако это 

приводит к увеличению вычислительных затрат. 

Далее применим полученный алгоритм для 

моделирования эффекта аномального распростра-

нения, связанного с испарением воды над поверх-

ностью моря. На рис. 2 изображен М-профиль ин-

декса преломления для волновода испарения. Па-

раметры такого волновода обычно восстанавли-

ваются по метеорологическим параметрам – тем-

пературе, влажности и давлению при помощи 

теории подобия Монина-Обухова [9]. Еще одним 

подходом к определению профиля индекса пре-

ломления является анализ обратного рассеяния от 

морской поверхности [10].  

 

Рисунок 2. М-профиль  

волновода испарения 
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Как видно из рис. 3, наличие волновода испарения способно значительно 

увеличить зону радиовидимости вблизи поверхности моря. 

 
 

Рисунок 3. Распределение поля на высоте 30 м 

 

Продемонстрируем работу алгоритма для приподнятого волновода [4] при 

наличии горизонтального препятствия. Распределение электромагнитного поля 

изображено на рис. 4. Детали реализации схемы Кранка-Николсона для 

горизонтально неоднородной среды в однонаправленном приближении 

описаны в [2]. 

 
 

Рисунок 4. Распределение поля 10log|V| 
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Заключение  

Таким образом, предлагаемый подход позволяет строить численное ре-

шение задачи на любых расстояниях без введения искусственного поглощаю-

щего слоя и прочих эмпирических приемов. Предложенные алгоритмы не тре-

буют ручного подбора расчетных параметров в зависимости от входных дан-

ных, а максимальная точность в 110 дБ при решении задачи в стандартной 

арифметике двойной точности достигается автоматически. В дальнейшем пла-

нируется обобщить предложенный подход для произвольной аппроксимации 

Паде и подробнее исследовать особенности решения задачи в горизонтально 

неоднородной среде. 
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