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Ситуации, при которых необходимо быстро и точно определить местона-
хождение  человека,  встречаются  постоянно.  Самым  распространенным ре-
шением  этой  задачи  является  использование  системы  глобального позицио-
нирования Global Positioning service (GPS) или ГЛОНАСС. Однако, главный 
недостаток этой технологии заключается, в том, что точность определения ме-
стоположения снижается при плохих погодных условиях. Поэтому целесооб-
разно рассмотреть возможности использования метода измерения разности 
времени приема сигналов. 

Технология измерения разности времени приема сигнала используется 
в мобильных сетях четвертого поколения LTE для определения местоположе-
ния как базовых, так и абонентских станций. Так как покрытие территории 
с использованием этого стандарта связи ежегодно растет, данное исследование 
актуально. 

Цель проводимого авторами исследования заключается в оценке точности 
позиционирования в зависимости от числа опорных точек и последующем 
сравнении с границей Крамера-Рао. 

 
Принцип работы разностно-дальномерного метода 

Примем, что абонентское устройство излучает сигнал в неизвестный мо-
мент времени t0, при этом для простоты синхронизированы между собой. Рас-
стояние между опорным пунктом и ИРИ равно ݀ଵ …݀ே, где N – число опорных 
пунктов. Для определения местоположения ИРИ необходимо выбрать один 
из пунктов основным и рассчитать линии постоянной разности (݀ଵ െ ݀ଶ, ݀ଵ െ
݀ଷ, ...	݀ଵ െ ݀ேሻ	всех возможных пар пунктов. Оценка линий постоянной разно-
сти осуществляется путем измерения разности времен прихода сигналов τ௜௝ ൌ
ሺτ௜ െ ଴ሻݐ െ ൫τ௝ െ ଴൯ݐ ൌ τ௜ െ τ௝, где τ௜ – время прихода сигнала на опорный пункт 
i,	τ௝ – время прихода сигнала на опорный пункт j, i, j = 1,…, N. Расчет относи-
тельно одного основного пункта обусловлен тем, что из N(N  1)/2 возможных 
измерений ij статистически независимыми оказываются лишь (N  1) разностей 
времен прихода. Точка пересечения гипербол, установленных линиями посто-
янной разности определяет местоположение абонентского устройства. 

При моделировании введем аддитивный белый гауссовский шум (АБГШ) 
для анализа влияния плохого приема на точность позиционирования, таким об-
разом линии постоянной разности rij: 

 
௜௝ݎ ൌ ݀௜,ଵ ൅ ݊௜௝. (1)

 
Представим выражение (1) в матричном виде. Для этого обозначим коор-

динаты опорных пунктов как вектор координат Xi = [xi, yi]T, где i = 1,…,N; X = 
[x, y] – вектор координат ИРИ. Тогда di определяется выражением: 

 

݀௜ ൌ ඥሺݔ െ ௜ሻଶݔ ൅ ሺݕ െ ,௜ሻଶݕ 			݅ ൌ 1, 2, … , ܰ. 
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Тогда (1) можно представить следующим образом: 
 

ݎ ൌ ݀ଵሺݔሻ ൅ ݊, 
 

где:  ݀ଵሺݔሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ݔඥሺۍ െ ଶሻଶݔ െ ሺݕ െ ଶሻଶݕ െ ඥሺݔ െ ଵሻଶݔ െ ሺݕ െ ଵሻଶݕ

ඥሺݔ െ ଷሻଶݔ െ ሺݕ െ ଷሻଶݕ െ ඥሺݔ െ ଵሻଶݔ െ ሺݕ െ ଵሻଶݕ

⋮
ඥሺݔ െ ேሻଶݔ െ ሺݕ െ ேሻଶݕ െ ඥሺݔ െ ଵሻଶݔ െ ሺݕ െ ےଵሻଶݕ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ݊ ൌ ሾ݊ଶ, ݊ଷ, … , ݊௅ሿ. 

 

Таким образом, для нахождения координат ИРИ необходимо решить си-
стему нелинейных уравнений. Рассмотрим несколько алгоритмов решения си-
стемы нелинейных уравнений. 

 
Алгоритмы решения системы уравнений РДМ 

Алгоритм Гаусса-Ньютона – это итерационный численный метод, рабо-
тающий по принципу минимизации целевой функции: 

 

εሺݔሻ ൌ ൫ݎ െ ݀ଵሺݔሻ൯
்
൫ݎ െ ݀ଵሺݔሻ൯, 

 

то есть для получения оценки x  координат ИРИ используется метод наимень-
ших квадратов: 

ොݔ ൌ arg	min	εሺݔሻ. 
 

Получение оценки ݔො достигается итеративно за k итераций согласно вы-
ражению: 

௞ାଵݔ ൌ ௞ݔ ൅ ሺ	்ܬሺݔ௞ሻܬሺݔ௞ሻሻିଵ	்ܬሺݔ௞ሻ, 
 

где ݔ௞ାଵ – текущее, а ݔ௞	– предыдущее рассчитанное значение; ܬሺݔ௞ሻ – Якобиан 
вектора ݀ଵሺݔ௞ሻ, рассчитанный для ݔ௞: 

 

ሺݔ௞ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ݔ െ ଶݔ
݀ଶ

െ
ݔ െ ଵݔ
݀ଵ

ݕ െ ଶݕ
݀ଶ

െ
ݕ െ ଵݕ
݀ଵ

ݔ െ ଷݔ
݀ଷ

െ
ݔ െ ଵݔ
݀ଵ

ݕ െ ଷݕ
݀ଷ

െ
ݕ െ ଵݕ
݀ଵ

⋮
ݔ െ ேݔ
݀ே

െ
ݔ െ ଵݔ
݀ଵ

		
ݕ െ ேݕ
݀ே

െ
ݕ െ ଵݕ
݀ଵ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

. 

 

Алгоритм Гаусса-Ньютона позволяет получить быстрый результат без за-
трат вычислительной мощности за счет быстрой сходимости, однако это дости-
гается за счет грубой начальной оценки ݔ଴

௞, которая для расчетов по нелиней-
ным алгоритмам Гаусса-Ньютона и Левенберга-Марквардта определяется как 
среднее арифметическое координат опорных пунктов, участвующих в сеансе 
позиционирования, и определяется выражением: 
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଴ݔ
௞ ൌ

1
ܰ
෍ݔ௜

ே

௜ୀଵ

. 

 

Алгоритм Левенберга-Марквардта опирается на метод наискорейшего 
спуска и метод Гаусса-Ньютона, то есть может рассматриваться как комбина-
ция последнего с параметром , где  – корректирующий множитель (множи-
тель Марквардта): 

 

௞ାଵݔ ൌ ௞ݔ ൅ ሺ்ܬሺݔ௞ሻܬሺݔ௞ሻ ൅ λ௞ܫଶሻିଵ்ܬሺݔ௞ሻቀݎ െ ݀ଵሺݔ௞ሻቁ, 
 

где ܫ௡ െ единичная матрица размера n. 
 

Линейный алгоритм работает за счет линеаризации уравнения (1) следу-
ющим образом: 

ܳܣ ൅ ݍ ൌ ܾ, 
 

где: 

А ൌ 2 ൦

ଵݔ െ ଶݔ ଵݕ െ ଶݕ െݎଶ
ଵݔ െ ଶݔ ଵݕ െ ଷݕ െݎଷ

ଵݔ െ ேݔ ଵݕ െ ேݕ െݎே

൪, 

 
ܳ ൌ ሾݔ െ ݕ	ଵݔ െ  ,ܴଵሿ்	ଵݕ

 
ݍ ൌ ሾ݉ଶ	݉ଷ	݉ெሿ், 

 

ܾ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଶݎ
ଶ െ ሺݔ െ ଶሻଶݔ െ ሺݕ െ ଶሻଶݕ

ଷݎ
ଶ െ ሺݔ െ ଷሻଶݔ െ ሺݕ െ ଷሻଶݕ

ேݎ
ଶ െ ሺݔ െ ேሻଶݔ െ ሺݕ െ ےேሻଶݕ

ۑ
ۑ
ې
, 

 

݉௜ ൌ ݊௜
ଶ ൅ 2݊௜ඥሺݔ െ ௜ሻଶݔ ൅ ሺݕ െ  ,௜ሻଶݕ

 

ܴଵ ൌ ටሺݔ െ ௝ሻଶݔ ൅ ሺݕ െ  .௝ሻଶݕ

 

Оценка координат x ИРИ определяется выражением: 
 

ݔ ൌ ሾሾܳሿଵ ൅ ଵሾܳሿଶݔ ൅  .ଵሿ்ݕ
 

Для сравнения результатов полученных от разных алгоритмов введем по-
нятие границы (неравенства) Крамера-Рао. Граница Крамера-Рао устанавливает 
нижнюю границу дисперсии для оценки координат ИРИ: 

 
ሻݔሺܤܮܴܥ ൌ traceሺିܥ்ܬଵܬሻିଵ, 

 

где J – Якобиан вектора ݀ଵሺݔሻ, рассчитанный для ݔ; С – ковариационная матри-
ца погрешностей: 
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С ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
σଵ
ଶ ൅ σଶ

ଶ σଵ
ଶ σଵ

ଶ

σଵ
ଶ σଵ

ଶ ൅ σଶ
ଶ σଵ

ଶ

σଵ
ଶ σଵ

ଶ σଵ
ଶ ൅ σଶ

ଶے
ۑ
ۑ
ې
, 

 

где I – дисперсия погрешности измерений наблюдаемой линии постоянной 
разности ri.. 
 

Ход моделирования 

Оценка точности позиционирования ИРИ была выполнена на основе ими-
тационной модели. Для решения системы уравнения РДМ были реализованы 
алгоритмы Гаусса-Ньютона, Левенберга-Марквардта и линейный. 

Для анализа результатов введем понятие среднеквадратической ошибки 
прогноза (СКО) координат ИРИ, которое определяется формулой: 

 

ܧܵܯܴ ൌ ටܧ ቄඥሺݔ െ ොሻଶݔ ൅ ሺݕ െ ොሻଶቅݕ . 

 

При моделировании опорные пункты располагаются равномерно вокруг 
ИРИ в радиусе от 4 до 5 километров. При увеличении числа опорных пунктов, 
имитационная модель автоматически равномерно располагает их по предло-
женной площади (рис. 1). 

 

 
 

Рисунок 1. Расположение опорных пунктов при изменении их количества 
 

Для соответствующей оценки моделировалось количество опорных пунк-
тов от 3 до 8, влияние шума изменялось от 50 до 100 дБ. В процессе моделиро-
вания было установлено, что при заданных условиях алгоритмы Гаусса-
Ньютона  и   Левенберга-Марквардта   дают   идентичные   значения,   поэтому 
целесообразно применять только один из них (см. табл.). 
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Таблица. Значения СКО для метода Гаусса-Ньютона и линейного алгоритма 
 

Количество  
опорных  
пунктов 

Метод  
Гаусса-Ньютона 

Линейный  
алгоритм 

Метод  
Гаусса-Ньютона 

Линейный  
алгоритм 

ОСШ 50 дБ ОСШ 80 дБ 

3 43,348 526,420 1,368 509,143 

4 38,519 36,365 1,214 1,086 

5 7,704 24,473 0,244 0,794 

6 12,007 6,297 0,380 0,200 

7 13,284 11,121 0,378 0,358 

8 11,976 4,313 0,083 0,172 

 
Анализ таблицы показывает, что линейный алгоритм неработоспособен 

при малом количестве опорных пунктов. При низком соотношении сигнал/шум 
линейный алгоритм дает лучшие результаты, чем методы наименьших квадра-
тов, при хорошем приеме алгоритмы дают идентичные результаты. Увеличение 
соотношения сигнал/шум дает существенное увеличение точности позициони-
рования. 

Анализ графика на рис. 2 показывает, что линейный алгоритм менее то-
чен, чем метод Гаусса-Ньютона. Увеличение количества опорных пунктов 
улучшает точность позиционирования ИРИ. Оценка точности позиционирова-
ния границей Крамера-Рао показала, что полученные оценки адекватны и соот-
ветствуют теории. 

 
Рисунок 2. Зависимость СКО от числа опорных пунктов при ОСШ 60 дБ 
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По итогам исследования выполнена оценка точности позиционирования 
ИРИ разностно-дальномерным методом при увеличении числа опорных пунк-
тов. Для решения системы нелинейных уравнений были реализованы алгорит-
мы Гаусса-Ньютона, Левенберга-Марквардта и линейный алгоритм. По резуль-
татам моделирования использование линейного алгоритма целесообразно при 
низких соотношениях сигнал/шум. 

Увеличение числа опорных пунктов улучшает точность позиционирова-
ния, но качество приема сигнала влияет на точность более существенно. 

В дальнейшем, планируется экспериментальное исследование метода из-
мерения разности времени приема сигнала с помощью программно-
конфигурируемого радио для позиционирования как внутри помещений, 
так и на больших расстояниях. 
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