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Аннотация: Точная оценка параметров качества обслуживания в современных инфокоммуникационных 
сетях является весьма важной задачей. В работе предложено использование гиперэкспоненциальных 
распределений для решения задачи аппроксимации произвольной плотности вероятностей в системе G/G/1 
для случая, когда предполагается аппроксимация системой типа H2/H2/1. Для определения параметров 
плотности вероятностей гиперэкспоненциального распределения предлагается использовать EM-алго-
ритм, который дает достаточно простые варианты использования для некоррелированных потоков. В 
данной работе предложен вариант реализации алгоритма ЕМ для определения параметров гиперэкс-
поненциального распределения при наличии корреляционных свойств анализируемого потока. 
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Введение 

Традиционно для оценки параметров качества 
обслуживания используют методы теории массо-
вого обслуживания [1], при этом в простейшем слу-
чае такие системы представляются математиче-
ской моделью системы обработки потоков на ос-
нове М/М/1, где интервалы времени между паке-
тами и интервалы длительности пакетов представ-
ляют собой последовательности независимых слу-
чайных величин с показательными плотностями 
вероятностей. Учитывая, что трафик современных 
приложений, обрабатываемый в IP-сети, отлича-
ется от простейшего потока и обладает фракталь-
ными свойствами [2, 3], системы обработки таких 
потоков следует описывать моделью G/G/1. Сле-
дует учесть, что для потоков, генерируемых совре-
менными приложениями, часто характерно нали-
чие корреляций внутри структур трафика [2, 3]. 

Использование известных математических под-
ходов для оценки параметров качества обработки 
трафика современных приложений может приве-
сти к ошибочным результатам, потому что боль-
шинство подходов по оценке QoS основано на пред-
положении отсутствия корреляций внутри струк-

тур потоков [1, 4‒6]. При этом есть многочислен-
ные доказательства того, что для современного 
трафика характерно наличие корреляционных 
свойств [7‒10]. Это связано с характером формиро-
вания потоков, поведением пользователей, агреги-
рованием потоков, сетевым управлением и т. д.  

В то же время, работ по оценке параметров функ-
ционирования сетей с учетом обработки коррели-
рованных потоков весьма мало, что осложняет воз-
можность получения точных прогнозов функцио-
нирования инфокоммуникационных сетей в совре-
менных условиях. Существуют некоторые подходы 
к оценке параметров функционирования с учетом 
автокорреляции потоков, например, в работах  
[7‒9, 11]. Но представленные подходы не всегда 
дают требуемую точность и связаны с необходимо-
стью выполнения сложных вычислений.  

Одним из возможных вариантов использования 
методов классической теории массового обслужи-
вания при обработке коррелированного трафика 
является вариант аппроксимации системы G/G/1 
системой  H2/H

2
/1  [12], имеющей гиперэкспонен-

циально распределенное время поступления и об-
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служивания. В [13, 14] было установлено, что при-
менение смеси экспоненциальных распределений 
являются теоретически обоснованным подходом к 
моделированию IP-трафика. Получение аппрокси-
мации такого типа возможно при использовании 
подходов кластерного анализа, например, алго-
ритма EM (аббр. от англ. Expectation-Maximization), 
который позволяет определить параметры распре-
делений и число экспонент аппроксимации реаль-
ной системы.  

Кроме алгоритма EM, существуют и другие под-
ходы по определению параметров экспоненциаль-
ных распределений, такие как определение пара-
метров по двум моментам (среднее, дисперсия) ис-
ходного распределения для независимых случай-
ных величин [15]. При использовании данного под-
хода возможно получение аналитических выраже-
ний начальных моментов гиперэкспоненциальных 
распределений до второго порядка.  

EM-алгоритм часто применяют в разнообразных 
задачах оптимизации, он является удобным ин-
струментом реализации итерационной процедуры 
поиска экстремума целевой функции с использова-
нием численных методов. Такие подходы востребо-
ваны при поиске оценок максимального правдопо-
добия параметров вероятностных моделей в слу-
чае, если есть предположение о присутствии в мо-
дели скрытых переменных.  

EM-алгоритм является весьма эффективным для 
нахождения аппроксимации наблюдаемых реали-
заций как одномерных, так и многомерных распре-
делений, но применение EM-алгоритма, как пра-
вило, используется для разделения смеси нормаль-
ных распределений. Однако в теории очередей 
чаще всего используется показательное распреде-
ление, так как параметры, описывающие поведе-
ние трафика в современной IP-сети, являются не-
прерывными случайными величинами, принимаю-
щими неотрицательные значения. 

Ранее в работах [6, 15] были представлены под-
ходы по определению параметров гиперэкспонен-
циальных распределений с использованием EM-
алгоритма для систем с некоррелированными реа-
лизациями мгновенных значений случайных вели-
чин. Применение алгоритма ЕМ в случае наличия 
корреляционных свойств потока случайных вели-
чин вызывает безусловный интерес. 

 
Реализация EM–алгоритма  
для некоррелированных величин 

Основными составляющими при оценке пара-
метров QoS c использованием теории очередей яв-
ляются следующие случайные величины: интер-
валы времени между пакетами и длины пакетов об-
рабатываемого в системе потока. Реализации пото-
ков данных случайных интервалов времени 
обычно описываются различными распределени-
ями для положительных случайных величин.   

Смеси распределений являются весьма эффек-
тивным механизмом для описания плотностей рас-
пределения вероятностей любой реализации слу-
чайной величины в случае, если описание конкрет-
ным законом распределения с достаточной точно-
стью вызывает затруднения. 

Плотность вероятностей показательного рас-
пределения имеет вид: 

𝑓(𝑥) = λ𝑒−λ𝑥 , 

где λ  – параметр распределения, имеющий смысл 
интенсивности потока. 

Если произвольную плотность вероятностей в 
системе G/G/1 на любой позиции G (в данном рас-
смотрении) обозначить как 𝑤(𝑥), то задача аппро-
ксимации 𝑤(𝑥)  с использованием гиперэкспонен-
циальных распределений может быть представ-
лена в виде: 

𝑤(𝑥) ≈ 𝐻𝐾(𝑥) = ∑ 𝑝𝑖

𝐾

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥), (1) 

где 𝑓𝑖(𝑥) – функция правдоподобия i-ой компонен-
ты смеси, 𝑓𝑖(𝑥) = λ𝑖  𝑒−λ𝑖𝑥 , 𝑝𝑖 ≥ 0 – априорная веро-
ятность:  

∑ 𝑝𝑖 = 1.

𝐾

𝑖=1

 

Для определения параметров гиперэкспоненци-
альных распределений можно воспользоваться 
подходом, основанным на использовании EM-алго-
ритма [15‒17], который может реализовывать по-
лучение достоверных оценок максимального прав-
доподобия для многих приложений, включая оцен-
ку параметров плотности смеси. 

Будем предполагать, что в выражении (1) вид 
функций 𝑓𝑖(𝑥)  известен, а параметры 𝑝𝑖  и λ𝑖  неиз-
вестны, совокупность которых обозначим векто-
ром θ = (𝑝1, ⋯ 𝑝𝐾 ;  λ1, ⋯ λ𝐾).  

Теперь при разделении смеси (1) будем решать 
задачу статистического оценивания параметров θ 
по известной реализации случайной величины Х ‒ 
(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑁) . Предполагая независимость значений 
х𝑖 , в рамках модели (1) логарифм функции правдо-
подобия 𝐿(θ;  𝑥) параметра θ имеет вид [18]: 

log𝐿(θ;  𝑥) = log ∏ ϕθ
𝑋(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

= 

(2) 

= ∑ log (∑ 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑗;  θ𝑖)

𝐾

𝑖=1

)

𝑁

𝑗=1

. 

Далее, следуя [18], введем в рассмотрение ненаб-
людаемую случайную величину 𝑌 , которая играет 
роль индикатора выбора компоненты плотности 
𝑓θ,𝑦

𝑋 (𝑥𝑗) , где у принимает значения 𝑦𝑗 ∈ (1, 2, … , 𝐾) 

ненаблюдаемой случайной величины 𝑌.  Другими 
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словами, предположим, что в процессе поступления 
𝑥𝑗 ,   𝑗 = 1, … , 𝑁,  реализуется также ненаблюдаемое 

значение 𝑦𝑗 ∈ (1, 2, … , 𝐾). 

Рассмотрим теперь совместную плотность слу-
чайных величин Х и Y, обозначаемую как ϕθ(𝑥, у).  
С учетом того, что маргинальная плотность вели-
чины Y равна ϕθ

𝑌(𝑖) = 𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝐾 , для условной 
плотности случайной величины Х при фиксирован-
ном 𝑌 = 𝑖 можно записать ϕθ(𝑥|𝑖) = 𝑓𝑖(𝑥; θ𝑖). 

Для полной функции правдоподобия, учитываю-
щей присутствие в эксперименте случайной вели-
чины Y, следует: 

log𝐿(θ;  𝑥, 𝑦) = log ∏ ϕθ(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) =

𝑁

𝑗=1

 

(3) 

= ∑ logϕθ(

𝑁

𝑗=1

𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = ∑ log[ϕθ(𝑥𝑗|𝑦𝑗)ϕθ
𝑌(𝑦𝑗)] =

𝑁

𝑗=1

 

= ∑ log [𝑝𝑦𝑗
𝑓𝑦𝑗

(𝑥𝑦𝑗
;  θ𝑦𝑗

)] =

𝑁

𝑗=1

 

= ∑ log𝑝𝑦𝑗

𝑁

𝑗=1

+ ∑ log

𝑁

𝑗=1

𝑓𝑦𝑗
(𝑥𝑦𝑗

;  θ𝑦𝑗
). 

C учетом вышеприведенных выражений для 
ϕθ

𝑌(𝑖) и ϕθ(𝑥|𝑖) = 𝑓𝑖(𝑥; θ𝑖)  совместная плотность 
ϕθ(𝑥, у) записывается как: 

ϕθ(𝑥, у) = 𝑝𝑦𝑓𝑦(𝑥; θ𝑦) = ϕθ(𝑦|𝑥)ϕθ
𝑋(𝑥), 

и на основе формулы Байеса для апостериорной ве-
роятности того, что наблюдение х получено в соот-
ветствии с распределением, задаваемым компо-
нентой 𝑓𝑖 , можно получить: 

ϕθ(𝑦|𝑥) =
ϕθ(𝑥, у)

ϕθ
𝑋(𝑥)

=
𝑝𝑦𝑓𝑦(𝑥; θ𝑦)

∑ 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥; θ𝑖)𝐾
𝑖=1

. 

Далее, учитывая независимость реализаций Х и 
Y, последняя формула записывается в виде: 

ϕθ(𝑦|𝑥) = ∏ ϕθ(𝑦𝑗|𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

= ∏
𝑝𝑦𝑗

𝑓𝑦𝑗
(𝑥𝑗;  θ𝑦𝑗

)

∑ 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑗;  θ𝑖)𝐾
𝑖=1

𝑁

𝑗=1

. (4) 

Как показано в [18], если определить условное 
среднее (по возможным итерациям) логарифма 
полной функции правдоподобия при известном 
значении наблюдаемой компоненты X, то максими-
зация этого условного среднего методом неопреде-
ленных множителей Лагранжа дает следующие 
формулы для формирования оценок максималь-
ного правдоподобия на каждой (m)-ой итерации 
алгоритма: 

𝑝𝑙
(𝑚+1)

=
1

𝑁
∑

𝑝𝑙
(𝑚)

𝑓𝑙(𝑥𝑗;  θ𝑙
(𝑚)

)

∑ 𝑝
𝑖

(𝑚)
𝑓𝑖(𝑥𝑗;  θ

𝑖

(𝑚)
)𝐾

𝑖=1

𝑁

𝑗=1

, (5) 

λ𝑙
(𝑚+1)

=

∑
𝑓𝑙

(𝑚)
(𝑥𝑗)⋅𝑥𝑗

∑ 𝑓
𝑙
(𝑚)

(𝑥𝑗)𝐾
𝑙=1

𝑁
𝑗=1

∑
𝑓𝑙

(𝑚)
(𝑥𝑗)

∑ 𝑓𝑙
(𝑚)

(𝑥𝑗)𝐾
𝑙=1

𝑁
𝑗=1

,   𝑙 = 1, … ,  𝐾. (6) 

В формуле (6) учитывается, что при гиперэкспо-
ненциальной аппроксимации 𝑓𝑙(𝑥) = λ𝑙  𝑒−λ𝑙𝑥  и для 
модели 𝐻2(𝑥) оцениванию подлежат только три па-
раметра: 𝑝,   λ1,   λ2 , т. к. модель 𝐻2(𝑥)  может быть 
представлена в виде: 

𝑔(𝑥; 𝑝, λ1, λ2) = 𝑝λ1𝑒−λ1𝑥 + (1 − 𝑝)λ2𝑒−λ2𝑥. 

С введением обозначения 𝑔(𝑥;  𝑝, λ1, λ2)  фор-
мулы (5) и (6) могут быть записаны проще: 

𝑝(𝑚+1) =
1

𝑁
∑

𝑝(𝑚)𝑓1(𝑥𝑗 ;  λ1
(𝑚)

)

𝑔(𝑚)(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

, (7) 

λ𝑙
(𝑚+1)

=

∑
𝑓𝑙

(𝑚)
(𝑥𝑗)⋅𝑥𝑗

𝑔(𝑚)(𝑥𝑗)

𝑁
𝑗=1

∑
𝑓𝑙

(𝑚)
(𝑥𝑗)

𝑔(𝑚)(𝑥𝑗)

𝑁
𝑗=1

,    𝑙 = 1, 2. (8) 

Рассмотренный подход применим для последова-
тельностей с независимыми (в крайнем случае не-
коррелированными) случайными величинами. В 
случае наличия корреляции внутри последователь-
ностей необходимо применять другие подходы.  

 
Реализация EM–алгоритма  
для коррелированных величин 

Известно, что при вычислении оценок макси-
мального правдоподобия для ненаблюдаемых пара-
метров априорная информация играет очень важ-
ную роль. Для последовательности (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁) , 
которая обладает корреляционными связями со-
седних элементов, коэффициент корреляции 𝑅 =
=  𝑅(𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) является необходимой информацией 
для построения оценок плотностей вероятностей 
смеси.  

Поэтому на этапе определения априорных сведе-
ний о последовательности (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁)  целесооб-
разно получить оценку одномерной плотности ве-
роятностей �̂�(𝑥) и ее первых двух моментов 𝑚𝑥, σ𝑥

2 , 
а также коэффициента корреляции соседних эле-
ментов R. Кроме того, для инициализации вычисле-
ний при нулевой итерации (𝑚 = 0)  следует в по-
следовательности (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁)  задать элемент 𝑥0 
(возможно 𝑥0 = 0 ), т. е. для 𝑔(𝑥; 𝑝, λ1, λ2) задать 
значения λ1 , λ2  и р. Значение отсчета 𝑥0 , в прин-
ципе, может выбираться произвольно, главное, 
чтобы это значение было сопоставимо с 𝑚𝑥. 

Если (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁)  – заданная последователь-
ность временных интервалов, то, очевидно, что 
λх = 𝑚𝑥

−1 имеет смысл интенсивности наступления 
некоторых событий. Тогда при нулевой итерации 
(𝑚 = 0)  при обработке отсчета 𝑥0  можно ограни-
читься заданием одного параметра интенсивности 
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(например, λ1 ), т. к. λ1 и λ2 связаны очевидным со-
отношением: 

λх =
λ1λ2

рλ2 + (1 − р)λ1

, (9) 

из которого при заданном λ1 и априорно известном 
λ𝑥  можно легко определить λ1.  

Выбор значения для λ1  достаточно произволен, 
но всегда надо следить за тем, чтобы полученное из 
(9) значение λ1  было положительным. В против-
ном случае необходимо изменить выбор для λ1. Вы-
бор значения р из интервала (0, 1)  также доста-
точно произволен, но обычно выбирается 𝑝 = 0,5. 

Корреляционные свойства последовательности 
(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁)  благодаря рекуррентности формул 
(7) и (8) могут быть явно учтены в этих формулах, 
если установить аналитическую связь соседних 
элементов последовательности.  

Это можно сделать при использовании уравне-
ния регрессии, записанного в виде [11]: 

𝑥𝑘 = 𝑅𝑥𝑘−1 + 𝑚𝑥(1 − 𝑅) + (σ𝑥√1 − 𝑅2) 𝑆, (10) 

где S – случайная нормально распределенная вели-
чина с нулевым средним и единичной дисперсией, 
не коррелированная с 𝑥𝑘 . 

Учтем теперь выражение (10) в рекуррентном 
соотношении (8). Выпишем несколько первых сла-
гаемых из числителя выражения при 𝑙 = 1, вклю-
чив в него слагаемое для 𝑥0, служащее для инициа-
лизации процесса вычислений: 

𝑓1(𝑥0) ⋅ 𝑥0

𝑔(𝑥0)
+

𝑓1(𝑥1) ⋅ 𝑥1

𝑔(𝑥1)
+

𝑓1(𝑥2) ⋅ 𝑥2

𝑔(𝑥2)
+  ⋯. (11) 

Рассмотрим формирование значения 𝑓1(𝑥𝑖)𝑥𝑖  в 
формуле (8) с учетом соотношения (10). Например, 
при обработке 𝑥1: 

𝑓1(𝑥1) ⋅ 𝑥1 = 𝑓1(𝑥1) [
1

𝑅
(𝑥2 − 𝑚𝑥(1 − 𝑅) − 𝑆(2))] = 

(12) 
=

1

𝑅
𝑓1(𝑥1)[𝑥2 − 𝐺(2)]. 

где 𝐺(2) = 𝑚𝑥(1 − 𝑅) + (σ𝑥√1 − 𝑅2)𝑆(2) – случайная 

величина, которая должна генерироваться в дан-
ном случае на втором шаге вычислений, когда про-
водятся вычисления, связанные с элементом по-
следовательности 𝑥2.  

Очевидно, для произвольного 𝑥𝑖: 

𝑓1(𝑥𝑖)𝑥𝑖 =   
1

𝑅
𝑓1(𝑥𝑖)[𝑥𝑖+1 − 𝐺(𝑖+1)]. (13) 

Стоящее в правой части выражения (13) значе-
ние 𝑓1(𝑥𝑖) вычисляется по информации о λ1 , полу-
ченной на предыдущей итерации вычислений: 

𝑓1
(𝑚)(𝑥𝑖) = λ1

(𝑚−1)
𝑒−λ1

(𝑚−1)𝑥𝑖
. (14) 

 

Соответственно: 

𝑔(𝑚)(𝑥𝑖) = 𝑝(𝑚−1)λ1
(𝑚−1)

𝑒−λ1
(𝑚−1)𝑥𝑖

+

  + (1 − 𝑝(𝑚−1))λ2
(𝑚−1)

𝑒−λ2
(𝑚−1)𝑥𝑖

.
 

Теперь можно определить порядок действий при 
реализации соотношений (7) и (8). 

1) Методами статистического анализа, реализо-
ванного соответствующими программными про-
дуктами, определяется плотность вероятностей 
�̂�(𝑥),  аппроксимирующая истинную плотность 
анализируемой выборки. Определяются также мо-
менты 𝑚𝑥, σ𝑥

2  и коэффициент корреляции соседних 
элементов R. При этом предполагается, что следую-
щим шагом аппроксимации �̂�(𝑥), является выбор 
функции: 

𝑔(𝑥) = 𝑝𝑓1(𝑥) + (1 − 𝑝)𝑓2(𝑥). 

2) Осуществляется выбор исходных данных 𝑝, 
λ1(0), λ2(0) для 𝑥0. 

3) Текущие вычисления производятся по форму-
лам (7) и (8) с использованием (10) и (12). Особен-
ностью вычислений является то, что на каждом 
шаге необходимо генерировать нормальную слу-
чайную величину со средним значением 𝑚𝑥(1 − 𝑅) 
и дисперсией σ𝑥

2(1 − 𝑅2). 

4) Выбор момента останова вычислений можно 
выбирать следующим образом.  

Если ошибку аппроксимации на каждом (𝜈)-шаге 
представить в виде: 

ε(𝜈) =
∑ log[𝑔(ν)(𝑥𝑖)]

(ν)
𝑖=1 − ∑ log[𝑔(ν−1)(𝑥𝑖)]

(ν)
𝑖=1

∑ log[𝑔(ν−1)(𝑥𝑖)](ν)

𝑖=1

, 

где при фиксированном N должно выполняться 
(ν)max < 𝑁 , то при выполнении условия ε(𝜈) ≤

≤  εпороговое, можно считать алгоритм сходящимся и 

фиксировать полученные значения 𝑝(ν), λ1
(ν)

, λ2
(ν)

. В 

противном случае следует искать другую «траекто-
рию» вычислений, задав другое начальное значе-
ние 𝑥0  [18]. При данном вычислении и значение 
εпороговое , изменив которое, можно получить сходя-

щийся алгоритм, оказывает влияние на сходимость 
алгоритма. 

Анализ ошибки аппроксимации при выполнении 
условия ε(ν) ≤ εпороговое  можно осуществить, ис-

пользуя для оценивания ошибки аппроксимации 
меру Кульбака ‒ Лейблера [19]: 

Δ = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)ln
𝑤(𝑥𝑖)

𝑔(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=1

. 

Анализ точности аппроксимации через параметр 
Δ целесообразно проводить для выбора среди сходя-
щихся «траекторий» наилучшей, т. е. обладающей 
наименьшим значением Δ. 
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Моделирование работы EM–алгоритма  
при коррелированной реализации случайных 
величин 

Проверка работоспособности рассмотренного 
алгоритма расчета параметров аппроксимирую-
щей плотности (1) при коррелированной выборке 
была проведена на основе эксперимента, реализо-
ванного методом статистического моделирования. 
Для простоты моделирования была выбрана после-
довательность случайных событий с интервалами 
времени между событиями, имеющими логнор-
мальное распределение с заданным коэффициен-
том корреляции соседних интервалов. 

Плотность вероятностей логнормального рас-
пределения имеет вид: 

𝑤(𝑥) =
1

σ0𝑥√2π
exp (−

ln2𝑥

2σ0
2 ), 

𝑚𝑥 = σ0√𝑒,    σ𝑥
2 = 𝑒(𝑒 − 1)σ0

2. 

Моделирование стационарного логарифмиче-
ски-нормального случайного процесса с заданным 
коэффициентом корреляции R можно осуществить 
следующим образом [20]:  

‒ моделируется нормальный стационарный слу-
чайный процесс {𝑦𝑖}, 𝑖 = 1, 2, …  с коэффициентом 
корреляции: 

ρ = ln(1 + (𝑒 − 1)𝑅), 

‒ каждый элемент последовательности 𝑦𝑖  под-
вергается преобразованию 𝑥 = 𝑒𝑦  для получения 
последовательности {𝑥𝑖}, 𝑖 = 1, 2, … .  

При этом нормальный процесс с заданным коэф-
фициентом корреляции моделируется разностным 
уравнением первого порядка: 

𝑦(𝑛) = 𝑎0ξ(𝑛) + 𝑏1𝑦(𝑛 − 1), 

где 𝑎0 = σ0√1 − ρ2;  𝑏1 = ρ ; ξ(𝑛)  ‒ последователь-

ность нормальных случайных чисел с нулевым 
средним и единичной дисперсией ‒ 𝑁(0,1). 

Итак, если положить, что 𝑅 = 0,7, то при σ0 = 1 
получается 𝑎0 = 0,613, 𝑏1 = 0,79. 

Сгенерированная трасса из 5000 логнормальных 
интервалов с коэффициентом корреляции сосед-
них интервалов 𝑅 = 0,7, c начальными условиями, 
согласованными с (9), в виде: 

λ𝑥 = 0,606,  𝑝 = 0,5,   λ1 = 0,5,   λ2 = 0,77 

при обработке алгоритмом ЕМ по формулам (7) и 
(8) с εпороговое = 0,01 дала при (ν) = 499 следующие 

результаты:  

�̂� = 0,45,    λ̂1 = 2,72,    λ̂2 = 2,78. 

Это означает, что для трассы с коэффициентом 
корреляции соседних элементов 𝑅 = 0,7 вместо мо-
дели плотности в виде гиперэкспоненциального 
распределения 𝑔(𝑥;  𝑝, λ1, λ2) можно использовать 
(в рамках допустимой погрешности) просто экспо-
ненциальное распределение с показателем λ ≈ 2,75. 

Такой вывод основан на более подробном анализе 
корреляционных свойств сгенерированной трассы, 
представленном на рисунке 1 и на сравнении дан-
ных результатов с результатами, полученными в ра-
ботах [9, 21]. 

 
Рис. 1. Коэффициенты корреляции последовательности 

Fig. 1. Sequence Correlation Coefficients 

В этих работах рассмотрены методы синтеза па-
раметров гиперэкспоненциального распределения 
𝐻2(𝑥)  при полном учете корреляционных свойств 
последовательности (таких, как на рисунке 1), кото-
рый основан на использовании индекса дисперсии 
интервалов (или отсчетов) последовательности. 
Практически все результаты в данных работах ука-
зывают на то, что одна из экспонент в распределе-
нии 𝐻2(𝑥) в данной ситуации присутствует с весом р 
из интервала (0,95 … 0,98). Поэтому для достаточно 
простой модели плотности вероятностей мгновен-
ных значений коррелированной последовательно-
сти случайных интервалов времени может исполь-
зоваться экспоненциальная плотность с показате-
лем, учитывающим корреляционные свойства по-
следовательности. Справедливость данного утвер-
ждения демонстрируют результаты, показанные на 
рисунке 2, где приведены плотности распределений 
вероятностей при полученных значениях парамет-
ров гиперэкспоненциальных распределений для 
коррелированного трафика (𝑓𝑘(𝑡)), для некоррели-
рованного трафика (𝑓𝑛(𝑡)), а также в случае исполь-
зования экспоненциальной плотности распределе-
ний коррелированного трафика (𝑓1exp(𝑡))  и некор-

релированного трафика (𝑓2exp(𝑡)). 
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Рис. 2. Плотности распределений вероятностей 

Fig. 2. Densities of Probability Distributions 
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Анализ полученных результатов (см. рисунок 2) по-
казывает, что график плотности экспоненциаль-
ного распределения практически совпал с графи-
ком плотности гиперэкспоненциального распреде-
ления для некоррелированной последовательно-
сти, и весьма близок для коррелированной после-
довательности. 

Использование ЕМ-алгоритма подтвердило вы-
вод о том, что при рекуррентном формировании 
оценок максимального правдоподобия для пара-
метров гиперэкспоненциального распределения 
при априорной неопределенности относительно 
значений этих параметров, оценивания парамет-
ров гиперэкспоненциального распределения при 
наличии корреляционных свойств у рассматривае-
мых последовательностей.  

 
Заключение 

В работе представлена методика аппроксимации 
распределения смеси гиперэкспонентами для си-
стем обработки коррелированного потока с ис-
пользованием EM-алгоритма. В результате были 

получены выражения для программной реализа-
ции EM-алгоритма для случаев некоррелирован-
ных и коррелированных потоков. 

Проверка на основе использования методов ста-
тистического моделирования работоспособности 
представленного EM-алгоритма для коррелиро-
ванных последовательностей была проведена для 
случайных величин, имеющих логнормальное рас-
пределение с коэффициентом корреляции сосед-
них интервалов 𝑅 = 0,7. Результаты проверки по-
казали точность в пределах порогового значения 
εпороговое = 0,01 . Были получены следующие пара-

метры гиперэкспоненциального распределения: 

�̂� = 0,45,   λ̂1 = 2,72,  λ̂2 = 2,78 . Данные результаты 
согласуются с решениями, полученными на основе 
других подходов оценивания параметров гиперэкс-
поненциальных распределений. 

Установлено, что для достаточно простой мо-
дели плотности вероятностей мгновенных значе-
ний коррелированной последовательности случай-
ных величин может использоваться экспоненци-
альная плотность с параметром, учитывающим 
корреляционные свойства последовательности. 
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Abstract: An accurate assessment of the quality of service parameters in modern information communication net-
works is a very important task. This paper proposes the use of hyperexponential distributions to solve the problem of 
approximating an arbitrary probability density in the G/G/1 system for the case when the approximation by a system 
of the type H2/H2/1 is assumed. To determine the parameters of the probability density of the hyperexponential dis-
tribution, it is proposed to use EM- algorithm that provides fairly simple use cases for uncorrelated flows. In this paper, 
we propose a variant of the EM algorithm implementation for determining the parameters of the hyperexponential 
distribution in the presence of correlation properties of the analyzed flow. 
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