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Аннотация: В работе представлен вывод аналитических выражений для дисперсионных характеристик 
моды LP11 ступенчатого волоконного световода с керровской нелинейностью для условий распростране-
ния только исследуемой моды. Решение получено при использовании метода приближения Гаусса. Пред-
ставлены оценки зависимостей от интенсивности оптического излучения в световоде времени распро-
странения и хроматической дисперсии первого и второго порядков моды LP11 ступенчатого оптического 
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Разработки в области создания волоконных ла-

зеров для формирования ультракоротких оптиче-
ских импульсов большой мощности в [1–3] и их 
различных приложений [4–6] делает актуальной 
задачу учета факторов нелинейности при опреде-
лении параметров передачи мод в оптических во-
локнах. При этом с точки зрения оптимизации вы-
числительных процессов и экономии вычисли-
тельных ресурсов при моделировании распро-
странения таких импульсов в оптическом волокне 
целесообразно использовать для этого аналитиче-
ское решение. Для оптического волокна с задан-
ным профилем показателя преломления аналити-
ческие выражения для расчета параметров мод 
могут быть получены известным методом при-
ближения Гаусса [7–10]. Данный метод базируется 
на аппроксимации распределения поля моды 
функциями Лагерра-Гаусса и поиске параметра 
этой аппроксимации, обеспечивающего наилуч-
шее приближение. Поскольку при использовании 
данного метода предполагается, что распределе-
ние поля моды известно, то, соответственно, мож-
но полагать, что известны и изменения профиля 
показателя преломления за счет действия факто-
ров нелинейности. Это позволяет применить дан-
ный метод для вывода аналитических выражений 

для параметров моды оптического волокна с за-
данным профилем показателя преломления с уче-
том керровской нелинейности. Так, в работе [11] 
представлен вывод аналитического решения ме-
тодом приближения Гаусса для фундаментальной 
моды ступенчатого оптического волокна с учетом 
нелинейности Керра. C точки зрения моделирова-
ния оптических импульсов большой интенсивно-
сти интерес представляют и моды более высокого 
порядка [12], условия возбуждения которых при 
большой интенсивности оптического излучения 
могут формироваться даже в одномодовом свето-
воде [13]. При этом известна техника селективно-
го возбуждения мод [14–18]. Все это делает акту-
альной задачу исследования параметров высших 
мод световода с учетом фактора нелинейности.  

В данной работе представлен вывод аналитиче-
ских выражений для первой, второй и третьей 
производных по длине волны постоянной распро-
странения моды LP11 ступенчатого волоконного 
световода с учетом керровской нелинейности и, 
соответственно, формулы для расчета времени 
распространения и хроматической дисперсии пер-
вого и второго порядков этой моды, учитывающие 
фактор нелинейности. Приведены оценки зависи-
мостей дисперсионных характеристик моды LP11 
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ступенчатого волоконного световода от интен-
сивности оптического излучения в световоде при 
условии распространения в нем только этой моды.  

Рассмотрим ступенчатый волоконный световод, 
профиль показателя преломления которого в ли-
нейном режиме описывается формулой [19]: 

𝑛𝑆(𝑟) = {
𝑛𝑐  , 𝑟 ≤ 𝑎
𝑛𝑐𝑙  , 𝑟 > 𝑎

 , (1) 

где nc, ncl – показатель преломления сердцевины и 
оболочки световода, соответственно; a – радиус 
сердцевины; r – радиальная координата. 

С учетом вклада нелинейности Керра распреде-
ление показателя преломления вдоль радиуса 
ступенчатого оптического волокна описывается 
формулой [19]: 

𝑛𝑁(𝑟) = 𝑛𝑆(𝑟) + 𝑛2 ∙ 𝐼(𝑟), (2) 

где 𝑛2 – параметр керровской нелинейности; I(r) – 
распределение интенсивности оптического излу-
чения вдоль радиуса волокна. 

Будем использовать метод приближения Гаусса 
[7-9], согласно которому распределение поля мо-
ды LP11 имеет вид: 

𝐹𝑚
(𝑙)(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑝(− 𝑥 2⁄ );  𝑥 = (𝑅 𝑅0⁄ )2; 

(3) 
𝑅 = 𝑟 𝑎⁄ ; 𝑅0 = 𝑟0 𝑎⁄ , 

где  𝐹𝑚
(𝑙)(𝑥) – функция радиального распределения 

поля моды азимутального порядка l = 1 и ради-
ального порядка m = 1 по сечению оптического 
волокна; 𝑟0 – эквивалентный радиус пятна моды. 

Тогда согласно (1)–(3), при условии распро-
странения в световоде только моды LP11, его про-
филь показателя преломления может быть описан 
как: 

𝑛𝑁(𝑥) = 𝑛𝑆(𝑅) + 𝑛2 ∙
𝑃𝑚

𝜋𝑎2
; 

(4) 
𝑅0 = 𝑟0 𝑎⁄ , 

где Pm – пиковая оптическая мощность. Здесь учи-
тывали, что радиус пятна моды волоконного све-
товода в два раза больше его эквивалентного зна-
чения по аппроксимации Гаусса [20]. 

Воспользуемся общим выражением для посто-
янной распространения моды произвольного по-
рядка волоконного световода с профилем произ-
вольной формы [10, 11]: 

𝛽2 = ∫ 𝑘2𝑛2(𝑥)[𝐹𝑚
(𝑙)(𝑥)]

2
𝑑𝑥

∞

0

−
𝐶𝑙,𝑚

𝑎2𝑅0
2, (5) 

где β – постоянная распространения моды; k = 2π⁄λ 
– постоянная распространения в свободном про-
странстве; λ – длина волны; n(x) – распределение 
показателя преломления материала оптического 
волокна вдоль радиальной координаты; Cl,m – кон-

станта, определяемая в зависимости от азиму-
тального и радиального порядка моды. 

Подставляя (3)–(4) в (5) и интегрируя c исполь-
зованием табличных интегралов [21], получаем 
аналитическое выражение для постоянной рас-
пространения моды LP11: 

𝛽2 = 𝑘2𝑛𝑐
2 − 𝑘2𝑁𝐴2 ∙ 𝑄1(𝑥0) 

(6) 

+𝐴𝐼𝑥0[ 𝑘2𝑛𝑐 + 2𝑘2∆𝑛 ∙ 𝑄2(𝑥0)] 

+2𝑘2𝐴𝐼
2𝑥0

2 27 − 2𝑥0 𝑎2⁄⁄ ; 

𝑄1(𝑥0) = −(𝑥0 + 1) ∙ 𝑒𝑥𝑝(−𝑥0); 

𝑄2(𝑥0) = −0.5 ∙ (𝑥0
2 + 𝑥0 + 0.5) ∙ 𝑒𝑥𝑝(−2𝑥0); 

𝐴𝐼 = 𝑛2 ∙
𝑃𝑚

2𝜋𝑎2
;  𝑥0 =

1

𝑅0
2. 

Здесь учитывали, что 𝐶1,1 = 2 [10, 11]. 

Согласно методу приближения Гаусса [7–9], 
уравнение относительно эквивалентного радиуса 
пятна моды получаем, дифференцируя выражение 
для постоянной распространения моды по эквива-
лентному радиусу пятна моды и приравнивая эту 
производную нулю. Это эквивалентно уравнению 
𝜕𝛽2 𝜕𝑥0⁄ = 0. Дифференцируя (6) по 𝑥0 и прирав-
ниваю производную нулю, получаем характери-
стическое уравнение для моды LP11: 

𝑉2 {𝑄1
′ (𝑥0) +

𝐴𝐼

𝑁𝐴2
𝐵 +

4𝐴𝐼
2𝑥0

2

27𝑁𝐴2
} − 2 = 0, 

(7) 

где 𝐵 = {0.5𝑛𝑐 + 2∆𝑛[𝑄2(𝑥0)+𝑥0𝑄2
′ (𝑥0)]}; 

𝑄1
′ (𝑥0) = 𝑥0 ∙  𝑒𝑥𝑝(−𝑥0); 

𝑄2
′ (𝑥0) = 𝑥0

2 ∙ 𝑒𝑥𝑝(−2𝑥0); 

𝑉2 = 𝑘2𝑎2𝑁𝐴2;  𝑁𝐴2 = 𝑛𝑐
2 − 𝑛𝑐𝑙

2 ; 

∆𝑛 = 𝑛𝑐 − 𝑛𝑐𝑙 . 

Следующие выражение (8) и уравнение (9) учи-
тывают все составляющие показателя преломле-
ния материала, обусловленные нелинейностью 
Керра. Для определения дисперсионных характе-
ристик моды воспользуемся известными форму-
лами [22]: 

𝜏 =
1

с
∙

𝜕𝛽

𝜕𝑘
;  𝐷 = − 

𝑘

𝑐𝜆
∙

𝜕2𝛽

𝜕𝑘2
; 

𝑆 = − 
𝑘2

𝑐𝜆2
∙

𝜕3𝛽

𝜕𝑘3
, 

(8) 

где τ – время распространения; D – параметр хро-
матической дисперсии первого порядка; S – пара-
метр хроматической дисперсии второго порядка; c 
– скорость света. 

Для определения производных в (8) поступаем 
следующим образом. Предварительно находим 
производные β2, дифференцируя (6) по постоян-
ной распространения k. При этом учтем, что 
𝜕𝛽2 𝜕𝑥0⁄ ≡ 0. В результате дифференцирования, 
получаем: 
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𝜕𝛽2

𝜕𝑘
=

𝜕(𝑘2𝑛𝑐
2)

𝜕𝑘
−

𝜕(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘
∙ 𝑄1(𝑥0) + 

+𝐴𝐼𝑥0 ∙ [
𝜕(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘
− 2

𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
𝑄2(𝑥0)] + 

+
4

27
 𝑘𝐴𝐼

2𝑥0
2. 

(9) 

𝜕2𝛽2

𝜕𝑘2
=

𝜕2(𝑘2𝑛𝑐
2)

𝜕𝑘2
+

𝜕2(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘2
∙ 𝑄1(𝑥0) + 

(10) 

+
𝜕(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘
∙ 𝑄1

′ (𝑥0) ∙
𝜕𝑥0

𝜕𝑘
+ 

+𝐴𝐼

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
∙ [

1

2

𝜕(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘
+ 2

𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
∙ 𝑄2(𝑥0)] + 

+𝐴𝐼𝑥0 ∙ [
1

2

𝜕2(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘2
+ 2

𝜕2(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘2
∙ 𝑄2(𝑥0)

+ 2
𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
𝑄2

′ (𝑥0)
𝜕𝑥0

𝜕𝑘
] + 

+
4

27
𝐴𝐼

2 (𝑥0
2 + 2𝑘𝑥0

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
). 

𝜕3𝛽2

𝜕𝑘3
=

𝜕3(𝑘2𝑛𝑐
2)

𝜕𝑘3
+

𝜕3(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘3
𝑄1(𝑥0) + 

(11) 

 

 

 

 

+2𝐴𝐼

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
[
1

2

𝜕2(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘2
+ 2

𝜕2(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘2
𝑄2(𝑥0)

+ 2
𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
𝑄2

′ (𝑥0)
𝜕𝑥0

𝜕𝑘
] +𝐴𝐼𝑥0 {

1

2

𝜕3(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘3

+ 2
𝜕3(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘3
𝑄2(𝑥0) + 4

𝜕2(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘2
𝑄2

′ (𝑥0)
𝜕𝑥0

𝜕𝑘

+ 2
𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
[(

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
)

2

∙ 𝑄1
′′(𝑥0) +

𝜕2𝑥0

𝜕𝑘2
𝑄1

′ (𝑥0)]} + 

+
8

27
𝐴𝐼

2 ∙ {2𝑥0

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
+ 𝑘 ∙ [(

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
)

2

+ 𝑥0

𝜕2𝑥0

𝜕𝑘2
]} ; 

𝑄1
′′(𝑥0) = (1 − 𝑥0) ∙  𝑒𝑥𝑝(−𝑥0); 

𝑄2
′′(𝑥0) = 2𝑥0(1 − 𝑥0) ∙ 𝑒𝑥𝑝(−2𝑥0). 

В выражения (9)–(11) входят первая и вторая 
производные параметра 𝑥0. Для их определения 
поступим следующим образом. Продифференци-
руем уравнение (7) и приведем его к виду: 

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
∙ 𝑄𝐵 − 𝑄𝐴 = 0. 

Получаем: 

𝑄𝐴 =
𝜕(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘
∙ 𝑄1

′ (𝑥0) +
1

2
𝐴𝐼

𝜕(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘
+ 

(12) 

+𝐴𝐼

𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
[𝑄2(𝑥0) + 𝑥0𝑄2

′ (𝑥0)] +
8

27
𝑘𝑥0𝐴𝐼

2. 

𝑄𝐵 = 𝑘2𝑁𝐴2 ∙ 𝑄1
′′(𝑥0) + 

(13) 
+4𝐴𝐼𝑘2∆𝑛[2𝑄2

′ (𝑥0) + 𝑥0𝑄2
′′(𝑥0)] +

4

27
𝑘2𝐴𝐼

2. 

И, соответственно: 

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
=

𝑄𝐴

𝑄𝐵

. (14) 

Дифференцируя (14), согласно [13-15] получа-
ем: 

𝜕2𝑥0

𝜕𝑘2
=

𝑄𝐴
′ ∙ 𝑄𝐵 − 𝑄𝐴 ∙ 𝑄𝐵

′

𝑄𝐵
2 . (15) 

Производные  𝑄𝐴
′  и  𝑄𝐵

′  находим, дифференцируя 
(12) и (13), соответственно: 

𝑄𝐴
′ =

𝜕2(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘2
𝑄1

′ (𝑥0) + 

(16) 

+
𝜕𝑥0

𝜕𝑘

𝜕(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘
𝑄1

′′(𝑥0) +
1

2
𝐴𝐼

𝜕2(𝑘2𝑛𝑐)

𝜕𝑘2
+ 

+2𝐴𝐼

𝜕2(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘2
[𝑄2(𝑥0) + 𝑥0𝑄2

′ (𝑥0)] + 

+2𝐴𝐼

𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
∙ [3𝑄2

′ (𝑥0) + 𝑥0𝑄2
′′(𝑥0)] + 

+
8

27
𝐴𝐼

2 (𝑥0 + 2𝑘
𝜕𝑥0

𝜕𝑘
) ; 

𝑄𝐵
′ =

𝜕(𝑘2𝑁𝐴2)

𝜕𝑘
𝑄1

′′(𝑥0) + 𝑘2𝑁𝐴2𝑄1
′′′(𝑥0)

𝜕𝑥0

𝜕𝑘
+ 

(17) 

+2𝐴𝐼

𝜕(𝑘2∆𝑛)

𝜕𝑘
[2𝑄2

′ (𝑥0) + 𝑥0𝑄2
′′(𝑥0)] + 

+2𝐴𝐼𝑘2∆𝑛
𝜕𝑥0

𝜕𝑘
[3𝑄2

′′(𝑥0) + 𝑥0𝑄2
′′′(𝑥0)] +

8

27
𝑘𝐴𝐼

2; 

𝑄1
′′′(𝑥0) = (𝑥0 − 2) ∙  𝑒𝑥𝑝(−𝑥0); 

𝑄2
′′′(𝑥0) = 2(2𝑥0

2 − 4𝑥0 + 1) ∙ 𝑒𝑥𝑝(−2𝑥0). 

Производные постоянной распространения β 
рассчитываем по формулам, которые следуют из 
известных соотношений для производной от ве-
личины во второй степени [22–24]: 

𝜕𝛽

𝜕𝑘
=

1

2𝛽
∙

𝜕𝛽2

𝜕𝑘
;   (18) 

𝜕2𝛽

𝜕𝑘2
=

1

𝛽
∙ [

1

2

𝜕2𝛽2

𝜕𝑘2
− (

𝜕𝛽

𝜕𝑘
)

2

] ;   (19) 

𝜕3𝛽

𝜕𝑘3
=

1

2𝛽
∙ (

𝜕3𝛽2

𝜕𝑘3
− 6

𝜕𝛽

𝜕𝑘
∙

𝜕2𝛽2

𝜕𝑘2
). (20) 

Решение уравнения (7) позволяет определять 
эквивалентный радиус пятна моды LP11, зная ко-
торый по аналитическим формулам (6), (8)–(20) 
можно рассчитать дисперсионные характеристики 
этой моды – время распространения и хроматиче-
скую дисперсию первого и второго порядков. Та-
ким образом, методом приближения Гаусса полу-
чены аналитические выражения, позволяющие 
рассчитывать дисперсионные характеристики мо-
ды LP11 ступенчатого волоконного световода с 
керровской нелинейностью.  
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В целях апробации были выполнены расчеты 
дисперсионных параметров по формулам (8)–(20) 
для оптического волокна SMF28 [25]. Расчеты 
производились на длине волны 1310 нм и 1550 нм. 
На рисунке 1 приведены графики зависимости 
времени распространения от интенсивности оп-
тического излучения.  

 
Рис. 1. Графики зависимости времени распространения 

моды LP11 от интенсивности 

На рисунке 2 приведены зависимости от интен-
сивности оптического излучения параметра хро-
матической дисперсии первого порядка, а на ри-
сунке 3 – второго порядка.  

 
Рис. 2. Графики зависимости от интенсивности 

 хроматической дисперсии первого порядка моды LP11 

 
Рис. 3. Графики зависимости от интенсивности  

хроматической дисперсии второго порядка моды LP11 

Как следует из графиков, нелинейность суще-
ственно влияет на дисперсионные характеристики 
кварцевого ступенчатого оптического волокна. 
Однако если время распространения при измене-
нии интенсивности в несколько раз изменяется на 
(1–10)%, то хроматическая дисперсия первого по-
рядка более чем на порядок, а хроматическая дис-
персия второго уже на два порядка и более. При 
этом зависимость времени распространения опти-
ческого излучения в ступенчатом волоконном све-
товоде от интенсивности практически линейная, а 
зависимости параметров хроматической диспер-
сии носят более сложный характер. 

Таким образом, в работе получены аналитиче-
ские выражения для дисперсионных характери-
стик фундаментальной моды ступенчатого воло-
конного световода с керровской нелинейностью. 
Описан вывод, представлены результаты расчетов 
зависимостей от интенсивности оптического из-
лучения времени распространения, параметров 
хроматической дисперсии первого и второго по-
рядков для фундаментальной моды оптического 
волокна типа SMF28 на длинах волн 1310 нм и 
1550 нм. Показано, что нелинейность существенно 
влияет на дисперсионные характеристики квар-
цевого ступенчатого оптического волокна.  
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