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Аннотация: Рассмотрена методика решения задачи о возбуждении круглого бесконечного импедансного 
цилиндра внутренними сторонними токами с произвольной пространственной ориентацией. 
Формальное решение задачи получено на основе методов разложения полей по полной системе 
собственных функций и сшивания полей. Произвольное распределение сторонних токов учитывается 
коэффициентами возбуждения. Представлено приближенное решение задачи в дальней зоне. Исследовано 
влияние диэлектрического цилиндра на диаграмму направленности аксиального электрического диполя. 
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Введение 

Ряд задач инженерно-технического и научно-ис-
следовательского характера предполагает обосно-
вание моделей электродинамических систем в 
средах с потерями (импедансных, диссипативных и 
т. д.). Моделирование среды заложения в этих за-
дачах требует учета степени детализации геомет-
рии объектов, а также характера возбуждения 
системы от практических целей применения мо-
дели. Электродинамические модели в виде цилин-
дрических структур рассматривались исследовате-
лями с середины прошлого века [1–4] и до 
настоящего времени применяются в широком 
спектре практических приложений, в том числе в 
области конструирования антенн, функционирую-
щих в полупроводящих средах. Цилиндрические 
модели применяют с целью исследования рас-
пространения электромагнитных волн в различных 
канализирующих средах, шахтах, тоннелях, каналах 
подземной радиосвязи и т. п. [5–12] 

Методология решения подобной задачи основы-
вается на представлении электромагнитных полей 
в цилиндрической системе координат, описании 
процесса возбуждения поля сторонними токами и 
определении поля в различных областях модели за 
счет удовлетворения граничным условиям на 

поверхностях модели. Результаты решения задач 
представляют как в аналитическом, так и в 
численном виде в зависимости от дальнейшего их 
использования в практике построения электроди-
намических систем. 

Целью настоящей работы является формализа-
ция решения электродинамической задачи о воз-
буждении кругового импедансного цилиндра внут-
ренними (по отношению к поверхности цилиндра) 
сторонними электрическими и магнитными тока-
ми произвольной ориентации для дальнейшего 
анализа посредством как численного, так и анали-
тического математического аппарата. А также, на 
основе полученной модели, выполнить исследова-
ние эволюции диаграммы направленности аксиаль-
ного электрического диполя, расположенного в 
импедансном круговом цилиндре бесконечной 
длины. 

 
1. Представление электромагнитного поля  

сторонних источников в круговых  
цилиндрических координатах 
Выражения для электромагнитных полей  

заданных электрических и магнитных токов в 
неограниченном однородном изотропном про-
странстве в круговых цилиндрических координа-
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тах r, φ, z могут быть представлены в следующем 
виде (продольные компоненты поля) [1]: 

𝐸𝐸𝑧𝑧 = � � 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ
∞

ℎ=−∞

,   𝐻𝐻𝑧𝑧 = � � 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ
∞

κ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

, (1) 

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ �
𝐹𝐹1э(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈),    𝜈𝜈 < 𝜈𝜈′    
𝐹𝐹2э(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈),    𝜈𝜈 > 𝜈𝜈′
  , (2) 

𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ �
𝐹𝐹1м(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈),    𝜈𝜈 < 𝜈𝜈′    
𝐹𝐹2м(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈),    𝜈𝜈 > 𝜈𝜈′
  , (3) 

𝐹𝐹𝑠𝑠э(ℎ) =
1
8π𝑖𝑖

��
𝑘𝑘2 − ℎ2

𝑖𝑖ωε′а
𝑉𝑉

𝑗𝑗𝑧𝑧э𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) +

     + �
ℎ

ωε′а
𝑗𝑗ϕэ − 𝑗𝑗𝑟𝑟м� ×

𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜈𝜈′
𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) +

 

(4) 

+ �
ℎ

ωε′а
𝑗𝑗𝑟𝑟э + 𝑗𝑗ϕм�   𝜈𝜈𝑅𝑅′𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′)�   e𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧′+𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ′𝑑𝑑𝑑𝑑, 

𝐹𝐹𝑠𝑠м(ℎ) =
1
8π𝑖𝑖

��
𝑘𝑘2 − ℎ2

𝑖𝑖ωμ′а
𝑉𝑉

𝑗𝑗𝑧𝑧м𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) + 

(5) + �
ℎ

ωμ′а
𝑗𝑗ϕм + 𝑗𝑗𝑟𝑟э� ×

𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜈𝜈′
𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) + 

+ �
ℎ

ωμ′а
𝑗𝑗𝑟𝑟м − 𝑗𝑗ϕэ �   𝜈𝜈𝑅𝑅′𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′)�   e𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧′+𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ′𝑑𝑑𝑑𝑑, 

𝜈𝜈 = −𝑖𝑖�ℎ2 − 𝑘𝑘2, (6) 
где 𝜈𝜈′,  ϕ′,   𝑧𝑧′ – координаты стороннего источника 
тока; i – мнимая единица; 𝐸𝐸�⃗  – вектор напряженно-
сти электрического поля; 𝐻𝐻��⃗  – вектор напряженно-
сти магнитного поля; 𝐹𝐹𝑠𝑠э, 𝐹𝐹𝑠𝑠м – спектральные плот-
ности электрических и магнитных эквивалентных 
токов; 𝚥𝚥э����⃗ ,   𝚥𝚥м������⃗  – векторы объемной плотности сто-
ронних электрических и магнитных токов соответ-
ственно; ε′а– комплексная диэлектрическая про-
ницаемость среды; μ′а – комплексная магнитная 
проницаемость среды; k – волновое число; ω – цик-
лическая (круговая) частота. 

В выражениях (4) и (5) при 𝑠𝑠 = 1  𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) =
= 𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈′), а при 𝑠𝑠 = 2 𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′) = 𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈′). 
Выражения (1) представляют собой бесконеч-

ный спектр цилиндрических волн, распространя-
ющихся в радиальном направлении и модулиро-
ванных по оси z. При 𝜈𝜈 > 𝜈𝜈′ спектр волн, для кото-
рых ℎ2 < 𝑘𝑘2,  является распространяющимся, а 
спектр волн, для которых ℎ2 > 𝑘𝑘2, – затухающим. 

Поперечные компоненты поля, посредством 
продольных, принимают вид (7); тогда, с учетом 
разделения полей на классы: для полей класса  
E (𝐻𝐻𝑧𝑧 = 0) – (8) и для полей класса H (𝐸𝐸𝑧𝑧 = 0) – (9): 

𝐸𝐸𝑟𝑟 = � � 𝐸𝐸𝑟𝑟𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

,  𝐻𝐻𝑟𝑟 = � � 𝐻𝐻𝑟𝑟𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

 

(7) 
𝐸𝐸ϕ = � � 𝐸𝐸ϕ𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ

∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

,  𝐻𝐻ϕ = � � 𝐻𝐻ϕ𝑧𝑧ℎ𝑑𝑑ℎ,
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

 

𝐸𝐸𝑟𝑟𝑧𝑧ℎэ =
−𝑖𝑖ℎ

𝑘𝑘2 − ℎ2
∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂𝜈𝜈

,𝐻𝐻𝑟𝑟𝑧𝑧ℎэ =
𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

1
𝜈𝜈
∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂ϕ

, 

(8) 
𝐸𝐸ϕ𝑧𝑧ℎэ =

−𝑖𝑖ℎ
𝑘𝑘2 − ℎ2

1
𝜈𝜈
∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂ϕ

,𝐻𝐻ϕ𝑧𝑧ℎэ =
−𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂𝜈𝜈

, 

𝐸𝐸𝑟𝑟𝑧𝑧ℎм =
−𝑖𝑖ωμ′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

1
𝜈𝜈
∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂ϕ

,𝐻𝐻𝑟𝑟𝑧𝑧ℎэ =
𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

1
𝜈𝜈
∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂ϕ

, 
(9) 

𝐸𝐸ϕ𝑧𝑧ℎм =
𝑖𝑖ωμ′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂𝜈𝜈

,𝐻𝐻ϕ𝑧𝑧ℎм =
−𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

1
𝜈𝜈
∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
∂ϕ

. 

 
2. Формальное решение задачи о возбуждении 

бесконечного полупроводящего кругового  
цилиндра внутренними сторонними  
источниками поля 
Геометрия задачи представлена на рисунке 1, 

где ось цилиндра совмещена с осью z цилиндриче-
ской системы координат, а – радиус цилиндра. 
Макроскопические параметры материала цилин-
дра – σ, εa, μa.  Цилиндр окружен бесконечным 
изотропным пространством с параметрами σ1,   εа,  
μа. Cторонние источники расположены внутри ци-
линдра на расстоянии b от начала координат. 

0
x, r

y

z

a

a

σ
ε
µ

1

a1

a1

σ
ε
µ

 

x, r

y

b

a
ϕ

1 a1 a1, ,σ ε µ

a a, ,σ ε µ

 

Рис. 1. Геометрия задачи о возбуждении бесконечного  
кругового полупроводящего цилиндра сторонними токами 

произвольной ориентации 
Fig. 1. The Geometry of the Problem of the Excitation of an Infinite  

Circular Semi-Conducting Cylinder by External Currents  
of Arbitrary Orientation 

С учетом геометрии задачи далее рассматрива-
ют две области: внутреннюю и внешнюю к по-
верхности цилиндра. Поле в каждой точке внут-
реннего пространства записывают в виде суперпо-
зиции падающего (первичного) и отраженного 
(вторичного) полей, а во внешней области – в виде 
прошедшего поля. Поле, отраженное от цилиндра 
и прошедшее через границу раздела, определяют 
следующим образом (10). Функции 𝐹𝐹1

э  отр(ℎ), 
𝐹𝐹2
э  пр(ℎ),  и 𝐹𝐹1

м  отр(ℎ),𝐹𝐹2
м  пр(ℎ)  представляют собой 

спектральные плотности электрических и маг-
нитных эквивалентных токов, наведенных на по-
верхности цилиндра сторонним источником поля. 

𝐸𝐸𝑧𝑧
отр = � � 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

отр𝑑𝑑ℎ,𝐸𝐸𝑧𝑧
пр = � � 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

пр 𝑑𝑑ℎ
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

,
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

 

(10) 
𝐻𝐻𝑧𝑧
отр = � � 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

отр𝑑𝑑ℎ
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

,𝐻𝐻𝑧𝑧
пр = � � 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

пр 𝑑𝑑ℎ,
∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞
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где 
𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
отр = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹1

э  отр(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈), (11) 
𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹2

э  пр(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈), (12) 

𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
отр = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹1

м  пр(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈), (13) 
𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹2

м  отр(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈). (14) 

Так как для внутренней области цилиндра от-
раженные поля в центре не должны обращаться в 
бесконечность в выражениях (11) и (13), функции 
𝐹𝐹𝑠𝑠э(ℎ) и 𝐹𝐹𝑠𝑠м(ℎ) записывают в виде (4) и (5) с индек-
сом s = 1, а для внешнего пространства выражения 
(12) и (14) – s = 2. Переменные ν и ν1 определяют 
выражением (6) с волновым числом соответству-
ющим рассматриваемой области пространства. 

При условии однородности поверхностного  
импеданса границы раздела, спектральные плот-
ности 𝐹𝐹1

э  отр(ℎ),  𝐹𝐹2
э  пр(ℎ),𝐹𝐹1

м  отр(ℎ)  и 𝐹𝐹2
м  пр(ℎ)  выра-

жают посредством спектральных плотностей сто-
ронних токов: 

𝐹𝐹1
э  отр(ℎ) = 𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ)𝐹𝐹2э(ℎ),  𝐹𝐹2

э  пр(ℎ) = 𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ)𝐹𝐹2э(ℎ), 
(15) 

𝐹𝐹1
м  отр(ℎ) = 𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ)𝐹𝐹2м(ℎ),𝐹𝐹2

м  пр(ℎ) = 𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ)𝐹𝐹2м(ℎ). 

Функции 𝐹𝐹2э(ℎ)  и 𝐹𝐹2м(ℎ)  вычисляют с помощью 
выражений (4) и (5), причем выбирается индекс 
s = 2, т. к. наведенные на поверхности цилиндра то-
ки внешние по отношению к сторонним. 

Падающее поле на границу раздела характери-
зуется формулами (2) и (3) при r = a: 

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹2э(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈), (16) 
𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад = e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐹𝐹2м(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈). (17) 

Для определения неизвестных величин 𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ), 
𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ), 𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ) и 𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ), используют граничные усло-
вия на поверхности цилиндра, указывающие на не-
прерывность тангенциальных составляющих элек-
трического и магнитного полей. При этом для маг-
нитных и электрических полей граничные условия 
удовлетворяются раздельно. Учитывая (8) и (9), 
граничные условия при 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈 принимают вид: для 
электрических (18) и для магнитных волн (19): 

𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад + 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

отр = 𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр , 

(18) −𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад

∂𝜈𝜈
+
−𝑖𝑖ωε′а
𝑘𝑘2 − ℎ2

∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
отр

∂𝜈𝜈
=
−𝑖𝑖ωε′а1
𝑘𝑘12 − ℎ2

∂𝐸𝐸𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр

∂𝜈𝜈
, 

𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад + 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ

отр = 𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр , 

(19) 
μ′а

∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пад

∂𝜈𝜈
+ μ′а

∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
отр

∂𝜈𝜈
= μ0

∂𝐻𝐻𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
пр

∂𝜈𝜈
. 

После подстановки (10)–(17) в (18) и (19) 
(штрих в индексе функций Ханкеля и Бесселя 
означает первую производную, соответственно) 
получают системы уравнений: для электрических 
волн (20) и для магнитных (21): 

�
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈) + С𝑧𝑧о (𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈) = С𝑧𝑧п(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)  

𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈) + С𝑧𝑧о (𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧′(𝜈𝜈𝜈𝜈) = 𝑍𝑍эС𝑧𝑧п(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈)
, (20) 

�
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈) + 𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈) = 𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈) 

𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈) + 𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧′(𝜈𝜈𝜈𝜈) = 𝑍𝑍м𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈)
, (21) 

где 𝑍𝑍э = 𝑘𝑘2−ℎ2

𝑘𝑘12−ℎ2
εа1′
εа′

 и 𝑍𝑍м = 𝑘𝑘2−ℎ2

𝑘𝑘12−ℎ2
μа1′
μа′

. 

Решение (20) и (21) относительно искомых ко-
эффициентов 𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ), 𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ), 𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ) и 𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ) принима-
ет вид: 

𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ) =
𝑍𝑍э𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) − 𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈)

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) − 𝑍𝑍э𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)
, (22) 

𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ) =
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈) − 𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈)

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) − 𝑍𝑍э𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)
, (23) 

𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ) =
𝑍𝑍м𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) −𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈)

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) − 𝑍𝑍м𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)
, (24) 

𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ) =
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝜈𝜈𝜈𝜈) − 𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈)

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝜈𝜈1𝜈𝜈) − 𝑍𝑍м𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)𝐽𝐽𝑧𝑧′ (𝜈𝜈𝜈𝜈)
. (25) 

Учитывая полученные выражения, продольные 
компоненты электрического и магнитного полей 
записывают в виде выражений: для внешней об-
ласти (26), (27) и для внутренней области (28), 
(29). Поперечные компоненты полей определяют 
подстановкой (26)–(29) в (8) и (9), соответственно. 

На этом завершено формальное решение зада-
чи. Дальнейшее исследование влияния кругового 
импедансного цилиндра на поле сторонних токов 
может производиться на основе теорий вычетов, 
функции комплексного переменного или числен-
ными способами вычисления несобственных ин-
тегралов.  

𝐸𝐸𝑧𝑧 = � � �e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ)𝐹𝐹2э(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)�𝑑𝑑ℎ

∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

, (26) 

𝐻𝐻𝑧𝑧 = � � �e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐷𝐷𝑧𝑧п(ℎ)𝐹𝐹2м(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)�𝑑𝑑ℎ,

∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

 (27) 

𝐸𝐸𝑧𝑧 = � � �e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ �
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)(𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ)𝐹𝐹2э(ℎ) + 𝐹𝐹1э(ℎ))  
𝐹𝐹2э(ℎ)(𝐶𝐶𝑧𝑧о(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈) + 𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈))
� 𝑑𝑑ℎ   при 𝜈𝜈 < 𝜈𝜈′

∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

,  (28) 

𝐻𝐻𝑧𝑧 = � � �e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ �
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈)(𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ)𝐹𝐹2м(ℎ) + 𝐹𝐹1м(ℎ))    
𝐹𝐹2м(ℎ)(𝐷𝐷𝑧𝑧о(ℎ)𝐽𝐽𝑧𝑧(𝜈𝜈𝜈𝜈) + 𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝜈𝜈𝜈𝜈))
� 𝑑𝑑ℎ  при 𝜈𝜈 < 𝜈𝜈′.

∞

ℎ=−∞

∞

𝑧𝑧=−∞

 (29) 
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Выбор конкретного метода вычисления опре-
деляется ограничениями, вводимыми для описа-
ния электродинамической модели, требуемой 
точностью расчетных данных и формой их пред-
ставления. 

 
3. Приближенное решение задачи для дальней 

зоны излучения 
Решения задач о возбуждении поля сторонними 

токами с произвольной пространственной ориен-
тацией, представленные ранее, носят формальный 
характер, хотя и охватывают весь возникающий 
спектр электромагнитных волн, но не пригодны 
для численной оценки поля. 

Для приведения выражений (26) и (27) к удоб-
ному с точки зрения вычисления виду необходимо 
произвести анализ несобственных интегралов в 
плоскости комплексной переменной h. 

С целью унификация решения несобственные 
интегралы (26) и (27) записывают в виде: 

𝑢𝑢внеш(𝜈𝜈, 𝑧𝑧) = e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ � 𝑓𝑓2(ℎ)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)e−𝑖𝑖ℎ𝑧𝑧𝑑𝑑ℎ

∞

−∞

, 𝜈𝜈 > 𝜈𝜈, (30) 

при 

𝑓𝑓2(ℎ) =
𝐷𝐷2(ℎ)𝐹𝐹2

э,м(ℎ)
𝐷𝐷0(ℎ) , (31) 

где 𝐷𝐷0(ℎ) – детерминант системы (20) или (21), 
получаемый при отбрасывании свободных членов, 
(знаменатель дробей в (22)–(23)); 𝐷𝐷2(ℎ) – детер-
минант системы при замещении членов содержа-
щих С𝑧𝑧п(𝜈𝜈) и 𝐷𝐷𝑧𝑧п(𝜈𝜈) на соответствующие свободные 
члены (числитель дробей (22) или (23)). 

Анализ поля в дальней зоне излучения прово-
дят в сферической системе координат (32) и, при-
меняя асимптотическое выражение функции Хан-
келя (33), интеграл (30) с учетом (32) и (33) запи-
сывают в виде: 

𝑧𝑧 = ρcosθ,      𝜈𝜈 = ρsinθ, (32) 

𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝜈𝜈1𝜈𝜈)�

𝑟𝑟→∞
≈ �

2
π

e𝑖𝑖(2𝑧𝑧+1)π
4 ⋅

1
√𝜈𝜈1𝜈𝜈

e−𝜈𝜈1𝑟𝑟 , (33) 

𝑢𝑢внеш(ρ,θ) = e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ � Φ(ℎ)e−𝑖𝑖𝑘𝑘1ρψ(ℎ)𝑑𝑑ℎ
∞

−∞

, (34) 

где Φ(ℎ) =
�2π⋅e

𝑖𝑖(2𝑛𝑛+1)π4

�𝜈𝜈1ρsinθ
𝑓𝑓2(ℎ) – предэкспоненциальная 

функция; ψ(ℎ) = ℎ
𝑘𝑘1

cosθ + 𝜈𝜈1
𝑘𝑘1

sinθ – фаза. 

Асимптотическое выражение интеграла (34) по-
средством метода стационарной фазы [5] прини-
мает вид: 

𝑢𝑢внеш(ρ, θ) = �
2π𝑖𝑖
𝑘𝑘1ρ

Φ(ℎ𝑠𝑠)

�ψ″(ℎ𝑠𝑠)
e−𝑖𝑖𝑘𝑘1ρψ(ℎ𝑠𝑠), (35) 

где ℎ𝑠𝑠 – точка стационарной фазы, определяемая 
как корень уравнения ψ′(ℎ) = 0 (штрих означает 

первую производную функции), решение которого 
определяется по выражению: 

ℎ𝑠𝑠 = 𝑘𝑘1cosθ. (36) 

Асимптотическое выражение несобственного 
интеграла (30) при 𝜈𝜈1𝜈𝜈 ≫ 1 с учетом (35) принима-
ет вид: 

𝑢𝑢внеш(ρ,θ) ≈ 𝑖𝑖𝑧𝑧2e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘ρ

ρ
𝑓𝑓2(ℎ𝑠𝑠). (37) 

Таким образом, влияние цилиндрической неод-
нородности на поле стороннего источника в даль-
ней зоне излучения оказывается в искажении его 
характеристики направленности. 

Приближенные выражения для расчета про-
дольных компонент поля сторонних источников 
внутри бесконечного проводящего цилиндра в 
дальней зоне излучения с учетом (30), (31), (36) и 
(37) принимают вид: 

𝐸𝐸𝑧𝑧э = � 𝑖𝑖𝑧𝑧2e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘1𝜌𝜌

𝜌𝜌
𝐶𝐶𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ)

∞

𝑧𝑧=−∞

𝐹𝐹2э(𝑘𝑘1cosθ), (38) 

𝐻𝐻𝑧𝑧м = � 𝑖𝑖𝑧𝑧2e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘1𝜌𝜌

𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ)

∞

𝑧𝑧=−∞

𝐹𝐹2м(𝑘𝑘1cosθ). (39) 

Поперечные компоненты поля в дальней зоне 
вычисляют по формулам (8) и (9) с учетом замены 
(36), выражения которых принимают вид: 
– в цилиндрической системе координат для полей 
класса E (𝐻𝐻𝑧𝑧 = 0)  выражения (40) и для полей 
класса H (𝐸𝐸𝑧𝑧 = 0) выражения (41): 

𝐸𝐸𝑟𝑟э = −ctgθ  𝐸𝐸𝑧𝑧э,𝐻𝐻𝑟𝑟э = 0,𝐸𝐸ϕэ = 0,𝐻𝐻ϕэ =
−ωε′1а
𝑘𝑘1sinθ

𝐸𝐸𝑧𝑧э, (40) 

𝐸𝐸𝑟𝑟м = 0,𝐻𝐻𝑟𝑟м = −ctgθ 𝐻𝐻𝑧𝑧м,  
(41) 

𝐸𝐸ϕм =
ωμ′1а
𝑘𝑘1sinθ

𝐻𝐻𝑧𝑧м,𝐻𝐻ϕэ =
−ωε′1а
𝑘𝑘1sinθ

𝐸𝐸𝑧𝑧э, 

– в сферической системе координат для полей 
класса E (𝐻𝐻𝑧𝑧 = 0)  выражения (42) и для полей 
класса H (𝐸𝐸𝑧𝑧 = 0) выражения (43): 

𝐸𝐸θэ = −   
𝐸𝐸𝑧𝑧э

sinθ
,𝐻𝐻ρэ = 0,𝐸𝐸ϕэ = 0,𝐻𝐻ϕэ =

−ωε′а
𝑘𝑘sinθ

𝐸𝐸𝑧𝑧э, (42) 

𝐸𝐸ρм = 0,𝐻𝐻θм = −
𝐻𝐻𝑧𝑧м

sinθ
,𝐸𝐸ϕм =

ωμ′а
𝑘𝑘1sinθ

𝐻𝐻𝑧𝑧м,𝐻𝐻ϕм = 0. (43) 

Для полей смешанного класса необходимо про-
суммировать (40) и (41), (42) и (43). 

 
4. Поле продольного электрического диполя  

в дальней зоне излучения 
Далее приведено решение задачи об излучении 

в волновой зоне продольного электрического ди-
поля, расположенного в бесконечно длинном кру-
говом цилиндре радиуса а с потерями (см. рису-
нок 1). Электрический диполь ориентирован па-
раллельно оси z, на расстоянии b от оси цилиндра. 
Макроскопическая среда внутри цилиндрической 
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области характеризуется волновым числом k, за 
его пределами – безграничная изотропная с вол-
новым числом k1. 

Плотность тока продольного электрического 
диполя посредством дельта-функции Дирака за-
писывают следующим образом [1]: 

𝑗𝑗𝑧𝑧э(𝜈𝜈′,ϕ′, 𝑧𝑧′) =
𝐼𝐼0э𝑙𝑙
𝜈𝜈′

  δ(𝜈𝜈′ − 𝑏𝑏)δ(ϕ′ − 0)δ(𝑧𝑧′ − 0). (44) 

Тогда коэффициенты возбуждения (4) с учетом 
(39) и (43) принимают вид: 

𝐹𝐹2э(𝑘𝑘1cosθ) =
1
8π𝑖𝑖

𝑘𝑘2 − (𝑘𝑘1cosθ)2

𝑖𝑖ωε′а
𝐼𝐼0э𝑙𝑙
𝑏𝑏

× 

(45)   × 𝐽𝐽𝑧𝑧(−𝑖𝑖𝑏𝑏�(𝑘𝑘1cosθ)2 − 𝑘𝑘2) = 

=
1
8π𝑖𝑖

𝑘𝑘2

𝑖𝑖ωε′а
𝐼𝐼0э𝑙𝑙
𝑏𝑏

  𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝑏𝑏)�
θ=π2

, 

𝐹𝐹2м(𝑘𝑘1cosθ) = 0. (46) 

Таким образом, продольный электрический ди-
поль в рассматриваемой электродинамической си-
стеме возбуждает электромагнитное поле класса E. 

Выражение (6) с учетом замены (36) записыва-
ют следующим образом: 

𝜈𝜈 = −𝑖𝑖�(𝑘𝑘1cosθ)2 − 𝑘𝑘2, (47) 
𝜈𝜈1 = 𝑘𝑘1sinθ, (48) 

а поверхностные импедансы цилиндрической по-
верхности: 

𝑍𝑍э =
𝑘𝑘2 − (𝑘𝑘1cosθ)2

(𝑘𝑘1sinθ)2
εа1′
εа′

, (49) 

𝑍𝑍м =
𝑘𝑘2 − (𝑘𝑘1cosθ)2

(𝑘𝑘1sinθ)2
μа1′
μа′

. (50) 

Коэффициент прохождения 𝐶𝐶𝑧𝑧п(ℎ) вычисляют с 
учетом (44)–(50). 

Анализ выражений (38) и (42) показывает, что 
характеристика направленности аксиального 
электрического диполя, расположенного внутри 
цилиндра, эквивалентна характеристике направ-
ленности диполя в однородном пространстве: ис-
кажения наблюдаются в экваториальной плоско-
сти (z = 0) по мере удаления источника от оси ци-
линдра. 

Далее оценка характеристики направленности 
производится в поперечной относительно цилин-
дра плоскости (в сферической системе координат 
θ = π 2⁄ ) (см. рисунок 1). 

В поперечной плоскости цилиндра (θ = π 2⁄ ) 
поверхностные импедансы (49), (50) и коэффици-
енты прохождения (22), (23) принимают вид: 

𝑍𝑍э =
𝑘𝑘2

𝑘𝑘12
εа1′
εа′

, (51) 

𝑍𝑍м =
𝑘𝑘2

𝑘𝑘12
μа1′
μа′

, (52) 

𝐶𝐶𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ) =
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝜈𝜈)
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘1𝜈𝜈)

𝑍𝑍 − 𝑌𝑌
𝑍𝑍1 − 𝑍𝑍э𝑌𝑌

�
θ=π2

, (53) 

𝐷𝐷𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ) =
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝜈𝜈)
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘1𝜈𝜈)

𝑍𝑍 − 𝑌𝑌
𝑍𝑍1 − 𝑍𝑍м𝑌𝑌

�
θ=π2

, (54) 

𝑍𝑍 =
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝑘𝑘𝜈𝜈)
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝑘𝑘𝜈𝜈)
,   𝑌𝑌 =

𝐽𝐽𝑧𝑧′(𝑘𝑘𝜈𝜈)
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝜈𝜈)

,   𝑍𝑍1 =
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝑘𝑘1𝜈𝜈)
𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝑘𝑘1𝜈𝜈)
. (55) 

После подстановки (51) и (53) в (38) продоль-
ная компонента вектора напряженности электри-
ческого поля в дальней зоне принимает вид: 

𝐸𝐸𝑧𝑧э =
1
4π

𝑘𝑘2

𝑖𝑖ωε′а
𝐼𝐼0э𝑙𝑙
𝑏𝑏

  
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘1ρ

ρ
�ε𝑧𝑧𝑖𝑖𝑧𝑧e−𝑖𝑖𝑧𝑧ϕ𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝑏𝑏)
∞

𝑧𝑧=0

× 

(56) 

×
𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)′(𝑘𝑘𝜈𝜈) − 𝐽𝐽𝑧𝑧′(𝑘𝑘𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)(𝑘𝑘𝜈𝜈)

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑘𝑘𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧
(2)′(𝑘𝑘1𝜈𝜈) − 𝑍𝑍э𝐽𝐽𝑧𝑧′(𝑘𝑘𝜈𝜈)𝐻𝐻𝑧𝑧

(2)(𝑘𝑘1𝜈𝜈)
, 

где ε𝑧𝑧 – число Неймана (ε𝑧𝑧 = 1 при 𝑖𝑖 = 0 и ε𝑧𝑧 = 2 
при 𝑖𝑖 ≠ 0). 

Поперечные компоненты поля вычисляют по-
средством (40) или (42). Выражение (56) справед-
ливо для любых размеров цилиндра. 

В случае малого электрического радиуса ци-
линдра, когда 𝑘𝑘1𝜈𝜈 ≪ 1 и 𝑘𝑘𝑏𝑏 ≪ 1, учитывая степен-
ные разложения функций Бесселя первого и вто-
рого рода для малых значений аргумента (57), вы-
ражения (55) примут вид (58), а коэффициенты 
(53) и (54) – вид (59) и (60), соответственно: 

𝐽𝐽𝑧𝑧(𝑥𝑥) ≈
(𝑥𝑥 2⁄ )𝑧𝑧

Γ(𝑖𝑖 + 1),      𝐻𝐻𝑧𝑧
(2) ≈ −

1
𝑖𝑖π
Γ(𝑖𝑖)(𝑥𝑥 2⁄ )−𝑧𝑧, (57) 

𝑍𝑍 = 𝑍𝑍1 = −
𝑖𝑖
𝑥𝑥

,    𝑌𝑌1 =
𝑖𝑖
𝑥𝑥

, (58) 

𝐶𝐶𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ) = �
𝑘𝑘
𝑘𝑘1
�
𝑧𝑧 2

1 + 𝑍𝑍э
�
θ=π2

, (59) 

𝐷𝐷𝑧𝑧п(𝑘𝑘1cosθ) = �
𝑘𝑘
𝑘𝑘1
�
𝑧𝑧 2

1 + 𝑍𝑍м
�
θ=π2

. (60) 

Запись продольной компоненты (56) в дальней 
зоне для случая электрически малого радиуса ци-
линдра с учетом (57) – (60) принимает вид: 

𝐸𝐸𝑧𝑧э =
𝐼𝐼0э𝑙𝑙𝑘𝑘2

4πωε′а𝑏𝑏
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘1ρ

ρ
  �ε𝑧𝑧cos(𝑖𝑖ϕ)𝑓𝑓𝑧𝑧

прод
∞

𝑧𝑧=0

, (61) 

где 

𝑓𝑓𝑧𝑧
прод = 𝑖𝑖𝑧𝑧−1   

(𝑘𝑘𝑏𝑏)𝑧𝑧

2𝑧𝑧𝑖𝑖!
�
𝑘𝑘
𝑘𝑘1
�
𝑧𝑧 2

1 + 𝑘𝑘2

𝑘𝑘12
εа1′
εа′

. (62) 

Сравнение результатов расчета по выражениям 
(61) и (56) показывают, что приемлемая точность 
представления (61) сохраняется при величине 
электрического радиуса цилиндра 𝑘𝑘1𝜈𝜈 ≤ 0,1λ. 

 
 



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                         2021. Т. 7. № 3 
 

 52                                              tuzs.sut.ru 
 

5. Результаты численного исследования поля 
аксиального электрического диполя  
в дальней зоне излучения 
Рисунок 2 иллюстрирует диаграмму направлен-

ности аксиального (продольного) электрического 
диполя, расположенного в изотропном диэлек-
трическом цилиндре (плоскость z = 0 цилиндриче-
ской системы координат показанной на рисун-
ке 1). Расчет выполнен по выражению (56) для 
следующих значений: относительная комплексная 
диэлектрическая проницаемость цилиндра ε′ =
10; относительная комплексная диэлектрическая 
проницаемость окружающего пространства ε′1 =
1; электрический радиус цилиндра 𝑘𝑘1𝜈𝜈 = π; элек-
трический диполь смещен относительно центра 
цилиндра вдоль оси φ = 0 на расстояние 𝑏𝑏 = 0,4𝜈𝜈. 

0

0.5
1.

120º
90º

60º

30º150º

180º

210º

240º
270º

300º

330º

 
Рис. 2. Диаграмма направленности продольного  

электрического диполя 
Fig. 2. Directivity Pattern of a Longitudinal Electric Dipole 

С целью анализа влияния цилиндрической не-
однородности на поле продольного электрическо-
го диполя в зоне излучения выполнена серия чис-
ленных экспериментов, условия аналогичны ука-
занным ранее. При этом радиальная координата 
стороннего тока изменялась в пределах от 𝑏𝑏 =
0,1𝜈𝜈 до 𝑏𝑏 = 0,99𝜈𝜈 с шагом 0,1𝜈𝜈, результаты расче-
тов представлены на рисунке 3. 

Продольный электрический диполь, расположен-
ный внутри диэлектрического цилиндра, возбужда-
ет на его поверхности только продольные токи. 
Распределение поверхностных токов определяется 
электрическими параметрами цилиндра и располо-
жением стороннего тока относительно его оси. 
Вследствие чего диаграмма направленности харак-
теризуется резкими осцилляциями, интенсивность 
которых увеличивается по мере удаления источни-
ка от оси цилиндра. Максимум диаграммы направ-
ленности наблюдается в противоположном относи-
тельно перемещения источника направлении. 

Ряд, входящий в выражение (56) – сходящийся, 
скорость его сходимости определяется электриче-
ским радиусом цилиндра. В [1] сформулировано 

практическое правило по ограничению суммы 
членов ряда, при котором обеспечивается прием-
лемая с практической точки зрения погрешность 
вычислений: следует учитывать число членов ря-
да, не превышающее величины 2𝑘𝑘1 = 𝜈𝜈 при вы-
числении поля в зоне излучения и 2𝑘𝑘𝑏𝑏 ‒ в ближней 
зоне. 

b = 0,1a b = 0,2a

b = 0,3a

b = 0,6ab = 0,5a

b = 0,4a

b = 0,7a

b = 0,8a

b = 0,9a
b = 0,99a

 
Рис. 3. Эволюция диаграммы направленности продольного 

электрического диполя 
Fig. 3. The Evolution of the Directivity Pattern of a Longitudinal  

Electric Dipole 

С целью иллюстрации данного правила, на ри-
сунке 4 представлены диаграммы направленности 
исследуемой электродинамической модели с уче-
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том удержания ограниченного числа членов ряда 
в выражении (56). В соответствии с приведенным 
правилом достаточное количество членов ряда 
𝑖𝑖 = 2𝑘𝑘1𝜈𝜈 = 2π ≈ 6,28, что подтверждается числен-
ными расчетами. 

N = 3 N = 4

N = 5 N = 6

N = 7 N = 55

 
Рис. 4. К вопросу о сходимости ряда 

Fig. 4. To the Question of the Convergence of a Series 

Решение задачи о возбуждении кругового бес-
конечного импедансного цилиндра внутренним 
продольным магнитным током возможно полу-
чить посредством метода перестановочной двой-
ственности. При этом продольная компонента по-
ля описывается путем замены 𝐸𝐸𝑧𝑧э → 𝐻𝐻𝑧𝑧м,  ε → −μ, 
𝐼𝐼0э → 𝐼𝐼0м и 𝑍𝑍э → 𝑍𝑍м. 

В случае распределения сторонних токов, от-
личного от рассмотренных, необходимо задать их 

объемную плотность в виде (44), на основе выра-
жений (4) и (5) вычислить коэффициенты возбуж-
дения, определить продольные компоненты поля 
по формулам (26)–(29), а поперечные – (8) и (9). 

 
Заключение 

Полученные в ходе решения задачи аналитиче-
ские выражения определяют все компоненты 
электромагнитного поля как для ближней, так и 
для дальней зон излучения в формальном виде. 

Представление распределения сторонних токов 
посредством функции Грина дает основания для 
нахождения численных значений коэффициентов 
возбуждения импедансного цилиндра для произ-
вольного распределения объемной плотности 
сторонних токов либо в аналитическом виде, либо 
в численном. 

Представленное приближенное решение задачи 
позволяет вычислить электромагнитное поле им-
педансного цилиндра, возбуждаемого внутренни-
ми сторонними токами произвольного распреде-
ления в дальней (волновой) зоне излучения. 

В результате численного моделирования излу-
чения продольного электрического диполя, раз-
мещенного внутри диэлектрического цилиндра, 
установлено, что: диаграмма направленности рас-
сматриваемой модели носит лепестковый харак-
тер, распределение лепестков и максимум излуче-
ния определяются параметрами смещения источ-
ника относительно оси цилиндра и электрически-
ми размерами цилиндра.  
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Abstract: The paper considers the method of solving the problem of excitation a circular infinite impedance cylin-
der by means of extrinsic current with an arbitrary spatial orientation. The formal solution of the problem is based 
on the method of expanding the fields in a complete system of eigenfunctions. Arbitrary distribution of extrinsic cur-
rents is taken into account factors excitation. An approximate solution of the problem in the far field is presented. 
The effect of a dielectric cylinder on the directional diagram of an axial electric dipole is studied. 
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