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Аннотация: Современное развитие систем цифровой передачи сообщений все в большей степени ориен-
тируется на применение широкополосных методов передачи, основанных, в частности, на расширении 
спектра прямой последовательностью. Применение широкополосных сигналов обеспечивает повышение 
эффективности систем по таким показателям, как помехоустойчивость, снижение энергии передавае-
мых сигналов, повышение уровня скрытности самого процесса передачи информации по каналу с помеха-
ми, повышение эффективности работы системы фазирования и др. Наиболее часто для расширения 
спектра прямой последовательностью выбирают М-последовательности и последовательности Голда, 
характеристики и методы обработки которых достаточно подробно изучены и представлены во многих 
публикациях. Статья посвящена последовательностям малого семейства Касами, которые имеют ряд 
преимуществ по сравнению с М-последовательностями и последовательностями Голда. Рассматривает-
ся новый подход к обработке последовательностей малого семейства Касами на основе двойственного 
базиса. 
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Введение 

Во многих радиотехнических системах приме-
няются специальные последовательности, к кото-
рым относятся следующие: М-последователь-
ности, составные последовательности Голда, ЛРД-
последовательности, а также малое и большое се-
мейства последовательностей Касами. Их исполь-
зуют для расширения спектра прямой последова-
тельностью, адресации в многоадресатных систе-
мах, скремблировании потоков цифровых данных, 
синхронизации приемо-передатчика, измерения 
дальности до объекта. Общей характерной осо-
бенностью указанных выше последовательностей 
является их рекуррентность. 

В процессе декодирования последовательности 
необходимо, как правило, после ее обнаружения, 
определить фазу последовательности. Для этого 
используют различные структурные свойства 
применяемых последовательностей, в частности 
свойство рекуррентности. В качестве критериев 
оценки эффективности методов обнаружения и 

обработки рекуррентных последовательностей 
чаще всего используют вероятности правильного 
и неправильного декодирования, временные за-
держки анализа, а также сложность аппаратно-
программной реализации. 

Наиболее простыми методами обнаружения и 
обработки рекуррентных последовательностей 
являются метод приема по безошибочному участ-
ку рекуррентной последовательности [1] и метод 
последовательной оценки Уорда [2]. Но эти мето-
ды неприменимы в случае асинхронно-адресных 
систем, где каждому адресату соответствует своя 
начальная фаза последовательности. В то же вре-
мя методы имеют широкое применение как в 
асинхронных системах для фазового запуска при-
емника, так и в синхронных системах для кон-
троля за синфазным состоянием приемника. Од-
нако в этих случаях указанные методы не обеспе-
чивают высокой надежности выделения рекур-
рентной последовательности при наличии ошибок 
в канале связи. 
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С целью повышения надежности декодирова-
ния таких последовательностей часто применяют 
корреляционные методы обработки [3]. Эти мето-
ды практически применяют на уровне звена дан-
ных. В случае же многоадресатной передачи они 
могут быть применены только в строго синхрон-
ной сети. При этом последовательности должны 
обладать хорошими ортогональными или ква-
зиортогональными свойствами. 

Актуальной задачей поэтому является разра-
ботка новых, более эффективных, методов обна-
ружения и декодирования рекуррентных, главным 
образом составных, последовательностей, в том 
числе и последовательностей малого семейства 
Касами [4, 5]. К числу таких методов относятся 
методы декодирования составных последователь-
ностей на основе теории полей Галуа с использо-
ванием сопровождающей матрицы и мажоритар-
ной оценкой значений элементов декодируемой 
составной последовательности [6]. Рассмотрим 
далее метод декодирования последовательностей 
малого семейства Касами на основе двойственного 
базиса над расширенным полем Галуа GF(2n) [7]. 

 
Свойства и формирование последовательно-
стей малого семейства Касами 

Прежде всего приведем характерные свойства 
последовательностей малого семейства Касами 
{Км} над полем GF(2n), где степень n должна быть 
четным числом. Сама последовательность Касами 
{Км} является составной с периодом N1 = 2n – 1 и 
представляет собой поэлементную сумму двух по-
следовательностей максимального периода, одна 
из которых {u} является М1-последовательностью, 
порождаемой примитивным многочленом h1(x) 
степени n, а другая {v} – М2-последовательностью, 
порождаемой неприводимым многочленом h2(x) 
степени n/2 [4, 5]. При этом, если считать ε перво-
образным элементом поля GF(2n) и одним из кор-
ней многочлена h1(x), то всеми nкорнями этого 
многочлена будут p-сопряженные (p = 2) элемен-
ты поля: 

�ε, ε𝑝𝑝, ε𝑝𝑝2 , . . . , ε𝑝𝑝𝑛𝑛−1� = �ε, ε2, ε4, . . . , ε2𝑛𝑛−1� = 
= {ε1, ε2, ε3, . . . , ε𝑛𝑛}, 

где ε𝑖𝑖 = ε2𝑖𝑖−1 , 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑛𝑛. 
Тогда для построения последовательности Ка-

сами {Км} второй многочлен h2(x) степени n/2 
должен быть таким, чтобы его корнями были q-ые 
степени корней многочлена h1(x), т.е.: 

{ε𝑞𝑞 , (ε2)𝑞𝑞 , (ε4)𝑞𝑞 , … , �ε2
𝑛𝑛
2−1)𝑞𝑞� = �µ,µ2, µ4, … , µ2

𝑛𝑛
2−1�,     

где µ = ε𝑞𝑞 , а  𝑞𝑞 = 2
𝑛𝑛
2 + 1. 

В этом случае, как следует из теории полей Га-
луа [8], порядок корней многочлена h2(x) будет 
равен периоду N2 последовательности {v}: 

𝑁𝑁2 =
𝑁𝑁1

НОД(𝑞𝑞,𝑁𝑁1)
=

2𝑛𝑛 − 1

НОД(2
𝑛𝑛
2 + 1, 2𝑛𝑛 − 1)

, 

где НОД(а,в) – наибольший общий делитель чисел 
а и в. 

При этом элементы ui канонической последова-
тельности {u} представляют собой функции-след 
от элементов εi, т.е.: 

𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑇𝑇(ε𝑖𝑖) = ε𝑖𝑖 + (ε𝑖𝑖)2+. . . +(ε𝑖𝑖)2𝑛𝑛−1 ∈ GF(2), (1) 

где 𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2𝑛𝑛 − 2). 
Зная корни µ, µ2,µ4, . . . , µ2

𝑛𝑛
2� −1

 многочлена 
ℎ2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 2� + 𝑝𝑝1𝑥𝑥

𝑛𝑛
2� −1+. . . +𝑝𝑝𝑛𝑛

2−1
𝑥𝑥 + 𝑝𝑝𝑛𝑛

2
, легко по 

формулам Виета найти его коэффициенты 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∈
GF(2) и, тем самым, вид самого многочлена h2(x).  

По заданному многочлену h1(x) и найденному 
многочлену h2(x) получим составную последова-
тельность {s} малого семейства Касами как поэле-
ментную сумму по mod2 последовательностей {u} 
и {v}, формируемых как функции-след двумя гене-
раторами с обратными связями по модулямh1(x) и 
h2(x) соответственно.  

Рассмотрим теперь метод декодирования по-
следовательностей малого семейства Касами на 
основе двойственного базиса. При этом целью де-
кодирования будет определение начальной фазы 
такой последовательности, составленной из 
начальных фаз последовательностей {u} и {v}.  

В [7] рассмотрен метод декодирования на осно-
ве двойственного базиса составных последова-
тельностей Голда и ЛРД-последовательностей. 
Аналогичным образом могут быть декодированы 
и составные последовательности малого семей-
ства Касами. 

Выберем в качестве исходных данных поле 
GF(26) (n = 6) с первообразным элементом ε и при-
митивный многочлен h1(x) = 1 + x + x6c сопряже-
ными корнями ε, ε2, ε4, ε8, ε16, ε32. Будем считать, что 
поле GF(26) образовано тем же многочленом h1(x), 
а его элементы εi представляют собой вычеты по 
двойному модулю относительно левого степенно-
го базиса (1, ε, ε2, ε3, ε4, ε5), т. е.: 

ε𝑖𝑖 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1ε + 𝑎𝑎2ε2 + 𝑎𝑎3ε3 + 𝑎𝑎4ε4 + 𝑎𝑎5ε5; 
(2) 

modd(2, ℎ1(𝑥𝑥)). 

Исходя из этих исходных данных, последова-
тельности максимальной длины {u} с периодом 
N1 = 26 – 1 = 63 будет соответствовать характери-
стический многочлен h1(x), а последовательности 
{v} – многочлен h2(x) степени n/2 = 3, корнями ко-
торого будут q-ые степени (q = 23 + 1 = 9) корней 
многочлена h1(x), т. е.: 

µ = (ε)9, µ2 = (ε2)9 = ε18, µ4 = (ε4)9 = ε36. (3) 
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Тогда порядок N2 корней многочлена ℎ2(𝑥𝑥)бу-
дет равен: 

𝑁𝑁2 =
𝑁𝑁1

НОД(9,𝑁𝑁1)
=

63
НОД(9,63)

= 7. 

Запишем многочлен h2(x) в общем виде как 
ℎ2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 𝑝𝑝1𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝2𝑥𝑥 + 𝑝𝑝3 и, используя формулы 
Виета, по известным корням θ1 = µ, θ2 = µ2, θ3 =
µ4 находим: 𝑝𝑝1 = 1, 𝑝𝑝2 = 0, 𝑝𝑝3 = 1. Следовательно, 
h2(x) = x3 + x2 + 1.  

Представив элемент εiв полиномиальной форме 
(2), запишем последовательность {u} через функ-
цию-след как: 

{𝑢𝑢} = (𝑢𝑢0,𝑢𝑢1,𝑢𝑢2, … ,𝑢𝑢𝑖𝑖 , … ,𝑢𝑢62) = 
(4) = [𝑇𝑇(𝑐𝑐),𝑇𝑇(𝑐𝑐ε),𝑇𝑇(𝑐𝑐ε2), … ,𝑇𝑇(𝑐𝑐ε𝑖𝑖), … ,𝑇𝑇(𝑐𝑐ε62)], 

modd(2, ℎ1(𝑥𝑥)). 

Аналогично, элементы 𝑣𝑣𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 0, 1, . . . , 6, после-
довательности {v} с периодом N2 = 7 могут быть 
представлены через функцию-след как:  

{𝑣𝑣} = (𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣6) = 
(5) = [𝑇𝑇(𝑑𝑑),𝑇𝑇(𝑑𝑑µ),𝑇𝑇(𝑑𝑑µ2), … ,𝑇𝑇(𝑑𝑑µ6)], 

modd(2, ℎ2(𝑥𝑥)). 

где d∈GF(23) – начальный элемент последователь-
ности {v}. 

Если учесть, что функция-след от элемента (2) в 
поле GF(26) равна 𝑇𝑇(ε𝑖𝑖) = 𝑎𝑎5,то при c = 1 последо-
вательность (4) будет являться канонической и 
иметь вид, приведенный в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1. Каноническая М-последовательность,  
образованная полиномом h1(x) 

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 
0 1 1 0 0 0 1 0 1 

u18 u19 u20 u21 u22 u23 u24 u25 u26 
0 0 1 1 1 1 0 1 0 

u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 
0 0 1 1 1 0 0 1 0 

u36 u37 u38 u39 u40 u41 u42 u43 u44 
0 1 0 1 1 0 1 1 1 

u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 
0 1 1 0 0 1 1 0 1 

u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 
0 1 0 1 1 1 1 1 1 

Аналогично, если элемент μ𝑖𝑖 ∈ GF(23) предста-
вить в полиномиальной форме записи µ𝑗𝑗 = 𝑏𝑏0 +
+ 𝑏𝑏1µ + 𝑏𝑏2µ2, modd�2, ℎ2(𝑥𝑥)�,где коэффициенты 
𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ GF(2), то функция-след от такого элемента 
будет равна 𝑇𝑇(µ𝑖𝑖) = (𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2), mod2. 

Тогда каноническая последовательность {v} при 
d = 1 будет следующей: 

{𝑣𝑣} = (𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣6) = (6) 
= [𝑇𝑇(1),𝑇𝑇(µ),𝑇𝑇(µ2), … ,𝑇𝑇(µ6)] = (1110100). 

В случае не канонической последовательности 
{u}, у которой с ≠ 1, ее элементы ui будут опреде-
ляться через функцию-след так, как следует из (4).  

Также, если начальный элемент последователь-
ности {v} равен произвольному элементу d ≠ 1, то 
элементы vi этой  последовательности будут опре-
деляться через функцию-след, как следует из (5): 

𝑣𝑣𝑖𝑖  mod7 = 𝑇𝑇(𝑑𝑑µ𝑖𝑖)modd(2, ℎ2(𝑥𝑥)). (7) 

Как указывалось ранее, составная последова-
тельность {s} малого семейства Касами формирует-
ся как поэлементная сумма по mod2 последова-
тельностей {u} и {v}. Очевидно, что в одном периоде 
последовательности максимальной длины {u} бу-
дет содержаться 9 периодов последовательности 
{v}. В качестве примера будем рассматривать вари-
анты формирования последовательности Касами 
{s} при условии различных начальных элементов c 
и d последовательностей {u} и {v}.   

Отметим, что рассматриваемой составной по-
следовательности {s} малого семейства Касами 
соответствует характеристический многочлен: 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = ℎ1(𝑥𝑥) ⋅ ℎ2(𝑥𝑥) = 
(8) = (1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥6)(1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3) = 

= 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥9. 

Тогда последовательность {s} будет удовлетво-
рять рекуррентному уравнению: 

𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+1 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+2 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+4 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+6 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+8 + 𝑠𝑠𝑖𝑖+9 = 0, (9) 
mod2;   𝑖𝑖 ≥ 0. 

Как известно, наиболее простыми методами 
определения фазы рекуррентной последовательно-
сти являются метод обнаружения и декодирования 
фазы по «скользящему» безошибочному m-эле-
ментному участку и метод Уорда, где m – степень 
многочлена P(x), равная в данном примере (9). 

Для декодирования последовательности {s} ма-
лого семейства Касами, т.е. определения началь-
ных фаз c- и d-последовательностей {u} и {v} соот-
ветственно, с использованием двойственного ба-
зиса и с учетом корней многочленов h1(x) и h2(x), 
найдем по методике, изложенной в [7], коэффици-
енты двойственного базиса αi – для h1(x) и βi – для 
h2(x), i = 1,2,3,…,9, (таблица 2). 

ТАБЛИЦА 2. Коэффициенты двойственного базиса 

αi для h1(x) 
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 
ε14 ε19 ε38 ε37 ε 1 ε22 ε21 ε15 

βi для h2(x) β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8 β9 
μ μ5 μ3 μ2 0 0 μ 1 μ2 

Выберем составные последовательности {u} и 
{v} каноническими. Тогда в результате суммиро-
вания по mod2 последовательности {u} (см. табли-
цу 1) и 9-кратной последовательности {v} в виде 
(6), будет получена каноническая составная по-
следовательность {s1} малого семейства Касами 
(таблица 3). 
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ТАБЛИЦА 3. Вычисление канонической составной последовательности {s1} малого семейства Касами 

{u} 
u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 u19 u20 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s18 s19 s20 

1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 

{u} 
u21 u22 u23 u24 u25 u26 u27 u28 u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 u36 u37 u38 u39 u40 u41 
1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s21 s22 s23 s24 s25 s26 s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 s36 s37 s38 s39 s40 s41 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 

{u} 
u42 u43 u44 u45 u46 u47 u48 u49 u50 u51 u52 u53 u54 u55 u56 u57 u58 u59 u60 u61 u62 
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 

{v} 
v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 

{s} 
s42 s43 s44 s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

 
Аналогично рассчитываются и неканонические 

последовательности Касами, складывающиеся из 
М-последовательностей {u} и {v}, начальные фазы 
которых не равны 1. Например, в таблице 4 приве-
дена последовательность Касами {s2}, образован-
ная сложением М1-последовательности {u2} с 
начальной фазой c2 = ε5 и M2-последовательности 
{v2} с начальной фазой d2 = μ2. 

ТАБЛИЦА 4. Пример неканонической  
последовательности Касами {s2} 

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 

0 0 1 0 0 0 0 1 0 
s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 

1 1 0 0 1 1 1 0 1 
s18 s19 s20 s21 s22 s23 s24 s25 s26 

1 1 0 1 0 1 1 1 0 
s27 s28 s29 s30 s31 s32 s33 s34 s35 

1 1 1 1 0 1 1 0 0 
s36 s37 s38 s39 s40 s41 s42 s43 s44 
0 0 1 1 1 0 0 0 1 

s45 s46 s47 s48 s49 s50 s51 s52 s53 
1 1 1 0 1 1 1 1 1 

s54 s55 s56 s57 s58 s59 s60 s61 s62 
0 0 0 1 1 0 0 1 1 
 

Корреляционные свойства  
последовательностей малого семейства Касами 

Рассмотрим корреляционные свойства последо-
вательностей малого семейства Касами на приме-
ре вычисленных ранее канонической последова-
тельности {s1} и неканонической последователь-
ности {s2}. Необходимо отметить, что при расчете 
автокорреляционной (АКФ) и взаимокорреляци-
онной (ВКФ) функций необходимо преобразовать 
последовательности от униполярного вида [1, 0] к 
биполярному виду [−1, 1]. 

 

Вначале определим автокорреляционные свой-
ства последовательностей {s1} и {s2}. Апериодиче-
ская автокорреляционная функция (АпАКФ) вы-
числяется по формуле: 

АпАКФ𝑘𝑘({𝑠𝑠}) = � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖+𝑘𝑘

𝑁𝑁−1−𝑘𝑘

𝑖𝑖=0

, 

где k – сдвиг относительно исходной последова-
тельности {s}. 

Значения АпАКФ последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на графике (рисунок 1). 

 
Рис. 1. Значения АпАКФ последовательностей {s1} и {s2} 

Периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) вычисляется для замкнутой в кольцо по-
следовательности {s} по формуле: 

ПАКФ𝑘𝑘({𝑠𝑠}) = �𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠(𝑖𝑖+𝑘𝑘)mod𝑁𝑁

𝑁𝑁−1

𝑖𝑖=0

. 

Значения ПАКФ последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на графике (рисунок 2). 
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Рис. 2. Значения ПАКФ последовательностей {s1} и {s2} 

Значения апериодической и периодической 
ВКФ рассчитываются по аналогичным формулам, 
в которых рассматривается смещение одной по-
следовательности относительно другой. Графики 
этих функций для последовательностей {s1} и {s2} 
приведены на рисунке 3. 

 

 
Рис. 3. Значения АпВКФ и ПВКФ последовательностей 

 {s1} и {s2} 

Рассмотрим декодирование последовательно-
стей малого семейства Касами для двух вариантов 
систем – синхронной и асинхронной, с использо-
ванием двойственного базиса [7]. 

 
Декодирование последовательности Касами  
в синхронной системе 

В синхронной системе известны начала прини-
маемых  последовательностей {s}, следовательно 
при выделении безошибочного 9-элементного 
участка (𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑠𝑠𝑖𝑖+1, 𝑠𝑠𝑖𝑖+2, 𝑠𝑠𝑖𝑖+3, 𝑠𝑠𝑖𝑖+4, 𝑠𝑠𝑖𝑖+5, 𝑠𝑠𝑖𝑖+6, 𝑠𝑠𝑖𝑖+7, 𝑠𝑠𝑖𝑖+8) де-
кодеру известно значение индекса i, определяюще-
му месторасположение символа si от начала после-
довательности {s}. Таким образом, зная значение 
индекса i и коэффициенты двойственного базиса, 
по принятому безошибочному m-элемент-ному 
участку, в соответствии с методикой [7], будут 
определены начальные фазы c и d последователь-
ностей {u} и {v}.  

Например, первый же 9-элементный участок 
канонической последовательности {s1}, приведен-
ной в таблице 3, принят без ошибок, следователь-
но (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4, 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, 𝑠𝑠7, 𝑠𝑠8) = (111011011). Тогда 
начальные фазы будут следующие: 

𝑐𝑐 = α1 + α2 + α3 + α5 + α6 + α8 + α9 = 
= ε14 + ε19 + ε38 + ε + 1 + ε21 + ε15 = 1  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑 = β1 + β2 + β3 + β5 + β6 + β8 + β9 = 
= µ + µ5 + µ3 + 0 + 0 + 1 + µ2 = 1  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким образом, составные последовательности 
{u} и {v} являются каноническими с начальными 
фазами c = 1 и d = 1. Из этого можно сделать оче-
видный вывод, что только по одному безошибоч-
ному m-элементному участку последовательности 
{s} могут быть определены фазы составных после-
довательностей, тогда как простые методы обра-
ботки по «зачетному» участку и метод Уорда не 
позволяют это сделать. 

Для повышения надежности декодирования по-
следовательностей Касами {s} метод на основы 
двойственного базиса позволяет применить ма-
жоритарный принцип обработки различных m-
элементных участков, в том числе и перекрываю-
щихся. Пусть в принимаемой последовательности 
из таблицы 2 выделенm-элементный участок  
(𝑠𝑠24, 𝑠𝑠25, 𝑠𝑠26, 𝑠𝑠27, 𝑠𝑠28, 𝑠𝑠29, 𝑠𝑠30, 𝑠𝑠31, 𝑠𝑠32) = (000010011),в 
котором i = 24. Поэтому, также безошибочному, 
участку вычислим начальные фазы последова-
тельностей {u} и {v}: 

𝑐𝑐 = ε−24(α5 + α8 + α9) = ε−24(ε + ε21 + ε15) = 
= 1  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑 = µ−24(β5 + β8 + β9) = µ−3(0 + 1 + µ2) = 
= 1  modℎ2(𝑥𝑥). 

То есть, получен тот же результат, что и под-
тверждает возможность мажоритарного декоди-
рования в канале с ошибками по большинству 
одинаковых значений c и d. 

Пусть теперь принимаемая в синхронной си-
стеме последовательность {s} не является канони-
ческой, т. е. начальные элементы c и d отличны от 
1, и задача декодера состоит в определении их с 
использованием двойственного базиса. 

Для примера выберем неканоническую после-
довательность {s2}, приведенную в таблице 
4.Выберем в этой последовательности безоши-
бочный участок: (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3, 𝑠𝑠4, 𝑠𝑠5, 𝑠𝑠6, 𝑠𝑠7, 𝑠𝑠8) =
(001000010) при i = 0. Тогда начальные фазы по-
следовательностей {u2} и {v2}, формирующих не-
каноническую последовательность Касами {s2} (см. 
таблицу 4), в синхронной системе будут равны: 

𝑐𝑐2 = α3 + α8 = ε38 + ε21 = ε5  modℎ1(𝑥𝑥); 

𝑑𝑑2 = β3 + β8 = µ3 + 1 = µ2  modℎ2(𝑥𝑥). 
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Для проверки мажоритарности метода выберем 
другой безошибочный участок, например с i = 53: 
(𝑠𝑠53, 𝑠𝑠54, 𝑠𝑠55, 𝑠𝑠56, 𝑠𝑠57, 𝑠𝑠58, 𝑠𝑠59, 𝑠𝑠60, 𝑠𝑠61) = (100011001). 

Расчетные значения начальных фаз c2 и d2 для 
такого участка будут следующие: 

𝑐𝑐 = ε−53(α1 + α5 + α6 + α9) = 
= ε−53(ε14 + ε + 1 + ε15) = ε−53 ⋅ ε58 = 

= ε5  modh1(x); 
d = µ−53(β1 + β5 + β6 + β9) = µ−4(µ + 0 + 0 + µ2) = 

= µ−4 ⋅ µ6 = µ2  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким образом, как и было указано ранее, 
начальными фазами составных последовательно-
стей {u2} и {v2} в синхронной системе будут эле-
менты c2 = ε5 и d2 = μ2, или двоичные комбинации 
(a0, a1, a2, a3, a4, a5) = (000001) и (b0, b1, b2) = (001), 
которые были установлены на передающей сто-
роне как начальные состояния ячеек модульных 
регистров, соответствующих многочленам h1(x) и 
h2(x) соответственно. 

 
Декодирование укороченных 
последовательностей Касами 

Использование мажоритарного принципа деко-
дирования последовательностей Касами позволя-
ет использовать укороченные последовательно-
сти, которые представляют собой первые K сим-
волов исходной последовательности. 

При использовании укороченных последова-
тельностей значительно сокращается количество 
m-элементных участков, по которым вычисляются 
начальные фазы и производится мажоритарное 
декодирование. В частности, для них недоступно 
закольцовывание последовательности. Например, 
для укороченной последовательности Касами 
длиной K = 21 доступно всего 13 таких участков. В 
общем случае, для укороченной последовательно-
сти длины K можно использовать K − m + 1 m-
элементных участков. В остальном, принцип деко-
дирования остается тем же самым. 

 
Вероятностные характеристики декодера  
последовательностей Касами на основе  
двойственного базиса при синхронном  
декодировании 

Для оценки вероятностных характеристик син-
хронного декодирования по методу двойственно-
го базиса использовалось моделирование по мето-
ду Монте-Карло. В системе математических вы-
числений GNU/Octave была построена модель си-
стемы передачи с моделью канала связи, через 
которую передавались последовательности Каса-
ми, сформированные по случайным образом сге-
нерированным начальным фазам. На приемной 
стороне последовательности декодировались и 
полученные в результате начальные фазы сверя-
лись с исходными и накапливалась статистика. 

Моделирование проводилось для двух моделей 
каналов: 

1) Модель двоично-симметричного канала 
(ДСК). 

2) Модель канала АБГШ совместно с двоичной 
фазовой манипуляцией. 

Схемы моделей систем передачи приведены на 
рисунках 4 и 5 соответственно. 

 
Рис. 4. Модель системы передачи с каналом ДСК 

 

Рис. 5. Модель системы передачи с каналом АБГШ  
и манипуляцией ФМ-2 

При моделировании в той и другой моделях бы-
ло передано по 20000 последовательностей Каса-
ми на каждое значение битовой ошибки в канале 
ДСК и каждое значение отношения сигнал/шум в 
канале АБГШ. В результате были получены оце-
ночные значения (т. н. «доли») вероятностей пра-
вильного декодирования PПД, неправильного де-
кодирования PНД и отказа в декодировании PОД. 
Под отказом в декодировании понимается ситуа-
ция, при которой в результате мажоритарного де-
кодирования не представляется возможным одно-
значно определить значение начальной фазы. 

Вероятностные характеристики были опреде-
лены для полной последовательности Касами 
длины N = 63 и для укороченных последователь-
ностей длиной K = 21 и K = 42. 

На рисунке 6приведены графики вероятност-
ных характеристик (вероятности правильного де-
кодирования, вероятности неправильного деко-
дирования и вероятности отказа от декодирова-
ния) декодера последовательностей Касами на 
основе двойственного баланса при синхронном 
детектировании для случая канала ДСК и для слу-
чая канала АБГШ с манипуляцией ФМ-2. 

Из приведенных графиков видно, что с укоро-
чением последовательности ухудшаются вероят-
ностные характеристики декодера. Однако в кана-
лах с низкой вероятностью битовой ошибки (с вы-
соким отношением сигнал/шум) использование 
укороченных комбинаций оправдано. 
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а) вероятность правильного декодирования 

 
б) вероятность неправильного декодирования 

 
в) вероятность отказа от декодирования 

Рис. 6. Графики вероятностных характеристик для случая канала ДСК (слева) и для случая канала АБГШ с манипуляцией 
ФМ-2 (справа) 

 
Декодирование последовательности Касами  
в асинхронной системе 

Рассмотрим теперь вариант асинхронной си-
стемы, когда фаза последовательности {u} являет-
ся фазирующей, а фаза последовательности {v} 
переносит в себе адрес получателя или некоторую 
другую конфиденциальную информацию, предна-
значенную только получателю.  

Другим заманчивым вариантом может быть 
асинхронно-адресная система, в которой фаза c 
последовательности {u} является одновременно и 
фазирующей комбинацией и адресом получателя. 
Рассмотрим именно такой вариант, при котором в 
результате декодирования последовательности 
{s} будет определена фазапоследовательности {u}. 

Причем, обработка последовательности {s} на 
приеме будет производиться получателями в со-
ответствии с их собственными начальными фаза-
ми, т. е. их адресами. В таких асинхронно-адресных 
системах приемники находятся в режиме «ожида-
ния» и все время пытаются обнаружить предна-
значенную для них информацию путем идентифи-
кации известной им фазы c последовательности {u}.  

Суть декодирования последовательности Каса-
ми будет в том, чтобы, зная начальный элемент 
последовательности {u}, выделить на приеме L 
последовательных элементов поля GF(26) 
(ε𝑖𝑖, ε𝑖𝑖+1, ε𝑖𝑖+2, . . . , ε𝑖𝑖+𝐿𝐿−1) и запустить в автономный 
режим работы модульный генератор элементов 
поля до окончания последовательности {u}, что 
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будет соответствовать вхождению системы в син-
хронизм с передающим концом. Одновременно 
будет определена фаза последовательности {v}, 
которая будет переносить в себе некоторую дру-
гую конфиденциальную информацию, предназна-
ченную только получателю, например, фазу 
скремблирующей последовательности или фазу 
широкополосной последовательности, расширя-
ющей спектр, и др. 

Рассмотрим этот процесс обнаружения после-
довательности малого семейства Касами и вхож-
дения приемника в синхронизм для нашего при-

мера при отсутствии ошибок в канале.Пусть полу-
чатель пытается обнаружить последовательность 
Касами при пороге L = 5, зная ее начальную фазу 
c = ε5. При этом к получателю последовательность 
поступает с некоторого случайного символа х1. 

Рассмотрим процесс обработки представленно-
го в таблице 5 фрагмента последовательности {s}. 

Проследим обработку с применением двой-
ственного базиса 9-элементных участков, начиная 
с элемента x1, с целью обнаружения последова-
тельности {u} с начальной фазой c = ε5 и установ-
ления цикловой фазы (таблица 6). 

ТАБЛИЦА 5. Фрагмент последовательности {s} для асинхронной обработки 

x1 x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 … 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 … 

 
ТАБЛИЦА 6. Обнаружение последовательности {u} с применением двойственного базиса 

№ 9-элементные участки Обработка с использованием двойственного базиса 

 
x1 x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 

ε1 = ε−5 ⋅ α6 = ε−5 = ε57 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 

2 
x2 x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 

ε2 = ε−5 ⋅ α5 = ε−5 ⋅ ε = ε58 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 

3 
x3 s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 

ε3 = ε−5(α4 + α9) = ε−5(ε37 + ε15) = ε59 
0 0 0 1 0 0 0 0 1 

4 
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 

ε4 = ε−5(α3 + α8) = ε−5(ε38 + ε21) = 1 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 

5 
s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 

ε5 = ε−5(α2 + α7 + α9) = ε−5(ε19 + ε22 + ε15) = ε 
0 1 0 0 0 0 1 0 1 

6 
s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 

ε6 = ε−5(α1 + α6 + α8 + α9) = ε−5(ε14 + 1 + ε21 + ε15) = ε2 
1 0 0 0 0 1 0 1 1 

7 
s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 

ε7 = ε−5(α5 + α7 + α8) = ε−5(ε+ ε22 + ε21) = ε3 
0 0 0 0 1 0 1 1 0 

8 
s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 

ε8 = ε−5(α4 + α6 + α7) = ε−5(ε37 + 1 + ε22) = ε4 
0 0 0 1 0 1 1 0 0 

 
Таким образом, после обработки восьмого 9-

элементного участка будут выделены L = 5 после-
довательных элементов поля, а именно: 1, ε, ε2, ε3, ε4 
– что свидетельствует об обнаружении ожидаемой 
последовательности {s}, в которой составная  по-
следовательность {u} имеет начальную фазу c = ε5. 
Далее, для вхождения в синхронизм, последний 
выделенный элемент поля GF(26), равный ε4, запи-
сывается в модульный регистр многочлена h1(x), 
после чего потактово происходит досчет до состо-
яния ε54, которому будет соответствовать прием 
из канала последнего 9-элементного участка 
(s54, s55, s56, s57, s58, s59, s60, s61, s62). Этому состоянию и 
будет соответствовать окончание приема после-
довательности {s} как фазирующей для пользова-
теля с начальным элементом последовательности 
{u}, равным c = ε5. 

Поясним теперь, как будет определена инфор-
мационная начальная фаза d второй составной 
последовательности {v} в составе последователь-
ности {s} малого семейства Касами. По выделен-
ному последнему безошибочному 9-элементному 

участку (s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11, s12) = (000101100) 
из таблицы 6, когда пороговый счетчик на L = 5 
сработает, с помощью коэффициентов βi двой-
ственного базиса вычисляется соответствующий 
по времени элемент μi поля GF(23), образованного 
многочленом h2(x). В результате вычисления по-
лучим:  

µi = β4 + β6 + β7 = µ2 + 0 + µ = µ6. 

Запишем полученный элемент в генератор эле-
ментов поля GF(23) на основе многочлена h2(x), 
который начнет потактово работать в автономном 
режиме до появления в первом регистре состоя-
ния ε54. Во втором генераторе в это время окажется 
некоторый элемент μj, умножив его на μm = μ9, полу-
чим искомую информацию, т. е. начальную фазу d 
последовательности {v}. В нашем примере μj = 1, 
следовательно, начальная фаза d последовательно-
сти {v} будет равна 𝑑𝑑 = µj ⋅ µ9 = µ2;  modℎ2(𝑥𝑥). 

Таким же образом фазы c и d определяются и 
при наличии ошибок в последовательности {s} с 
тем отличием, что принятие решения относитель-
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но фазы c будет осуществляться мажоритарно по 
большинству одинаковых значений при обработке 
различных 9-элементных участков последова-
тельности {s}. 

 
Заключение 
В заключение сравним множество последова-

тельностей малого семейства Касами и их корре-
ляционные функции с последовательностями Голда. 

Общее количество последовательностей малого 
семейства Касами зависит от конкретных условий 
их применения. Если начальная фаза c для длинной 
исходной М1-последовательности {u} является фик-
сированной, например фазирующей, а фаза после-
довательности {v} переносит в себе адрес получа-
теля или некоторую другую конфиденциальную 
информацию, предназначенную только получате-
лю, то количество различных последовательностей 
Касами {s}, с учетом нулевой последовательности 
{v}, будет равно 2

𝑛𝑛
2 = �𝑁𝑁1 + 1. В рассматриваемом 

примере таких различных последовательностей 
будет 8. Для сравнения, при применении последо-
вательностей Голда с таким же периодом и при тех 
же условиях количество различных последователь-
ностей будет равно N1 + 2, т. е. 65 для n = 6. В общем 
виде для данного случая количество различных 
последовательностей Голда превышает количество 
различных последовательностей малого семейства 
Касами в 𝑁𝑁1+2

�𝑁𝑁1+1
≈ �𝑁𝑁1 + 1 = √2𝑛𝑛 = 2

𝑛𝑛
2  раза. Следо-

вательно, количество информации, передаваемой 
одной последовательностью Голда по сравнению с 
последовательностью малого семейства Касами 
такого же периода N1, увеличивается в log22

𝑛𝑛

log22
𝑛𝑛
2

= 2 

раза. Именно по критерию скорости передачи ин-
формации преимущество на стороне последова-
тельностей Голда. 

Второй случай относится к системам, в которых 
формируются последовательности с различными 
начальными фазами как для длинной исходной 
М1-последовательности {u}, например, адресной в 
асинхронно-адресных системах, так и в последова-
тельности {v}. Тогда при использовании последо-
вательностей Касами количество различных таких 
последовательностей будет, учитывая и нулевую 
последовательность {v}, равно 𝑁𝑁1 × (𝑁𝑁2 + 1) =         
= (2𝑛𝑛 −  1) × 2

𝑛𝑛
2 ≈ 2

3𝑛𝑛
2 . Для рассматриваемого в 

данной статье примера последовательностей Ка-
сами это количество будет равно 63 × 8 = 504. В то 
же время, количество различных по фазе последо-
вательностей Голда с таким же периодом (с уче-
том двух дополнительных, когда последователь-
ность {u} или последовательность {v} в составной 
последовательности Голда будет нулевой) будет 
равно 22n. Таким образом, количество различных 

по фазе последовательностей Голда превышает 
количество различных по фазе последовательно-
стей Касами, как и в первом случае, примерно в 
2n/2 раз. Т. е. преимущество последовательностей 
Голда над последовательностями малого семей-
ства Касами одинакового периода по информаци-
онному выигрышу остается неизменным. 

Сравним теперь последовательности Касами и 
последовательности Голда с одинаковым перио-
дом по корреляционным свойствам. 

Выше (см. рисунки 2 и 3) представлены полу-
ченные путем моделирования, ненормированные 
периодические автокорреляционные и взаимно 
корреляционные функции рассматриваемых в 
статье последовательностей малого семейства 
Касами. Результаты моделирования подтвердили, 
что коэффициенты корреляции, как ПАКФ (кроме 
основного пика), так и ПВКФ, принимают лишь 
три значения, а именно {–1, – q, (q – 2)}, где индекс 
децимации q = 2n/2 + 1, т. е. для нашего примера     
{–1, – 9, 7}. В то же время, коэффициенты корреля-
ции для последовательностей Голда такого же пе-
риода будут примерно в два раза больше. Так, при 
таком же периоде N = 63 коэффициенты корреля-
ции последовательностей Голда будут {–1, – 17, 
15}. Отсюда следует вывод, что корреляционные 
свойства последовательностей Голда примерно в 2 
раза хуже по сравнению с последовательностями 
малого семейства Касами такого же периода, что 
обеспечивает более высокую помехоустойчивость 
последовательностей Касами при их передаче по 
каналам с ошибками. Таким образом, по критерию 
корреляции преимущество на стороне последова-
тельностей малого семейства Касами. 

Кроме того, помехоустойчивость последова-
тельностей малого семейства Касами по сравне-
нию с последовательностями Голда одинакового 
периода будет выше благодаря тому, что m-
элементные участки в последовательностях Голда 
в 4/3 раза длиннее (в последовательности Касами 
𝑚𝑚 = 3𝑛𝑛

2
, а в последовательности Голда m = 2n). Сле-

довательно, это увеличивает вероятность приема 
m-элементных участков последовательности Гол-
да с ошибками и, тем самым, уменьшает вероят-
ность правильного распознавания последователь-
ности Голда по сравнению с последовательностя-
ми Касами при мажоритарной обработке таких 
последовательностей. 

С учетом вышеизложенного можно сделать вы-
вод, что последовательности малого семейства 
Касами обладают более высокой помехоустойчи-
востью в сравнении с последовательностями Гол-
да с одинаковым периодом. 
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