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Аннотация: Настоящая работа посвящена исследованию моделей и методов повышения точности позици-
онирования в сверхплотных сетях радиодоступа V2X/5G при маневрах транспортных средств за счет  
комплексирования дальномерных и угломерных первичных измерений с измерениями инерциальных навига-
ционных систем в расширенном фильтре Калмана. Бортовая бесплатформенная инерциальная навигаци-
онная система представлена модулями трехосевого акселерометра и гироскопа. Интеграция первичных 
инерциальных измерений ускорения и угловой скорости с первичными радиотехническими измерениями угла 
и времени прихода сигнала осуществляются путем преобразования инерциальной системы координат  
акселерометра и гироскопа в связанную систему координат транспортного средства с использованием  
кватернионов. Вторичная обработка инерциальных и радиотехнических измерений осуществляется в 
расширенном фильтре Калмана. Результаты комплексирования показывают повышение точности оцен-
ки траектории транспортного средства с нескольких метров до одного метра при повороте на пере-
крестке. 
 
Ключевые слова: позиционирование, сверхплотные сети 5G, vehicle to everything, дальномерные и угло-
мерные измерения, инерциальная навигационная система, расширенный фильтр Калмана, кватернионы. 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 

Одними из основных первичных измерений в ра-
диотехнических системах позиционирования яв-
ляются дальномерные (ДМ, аббр. от англ. Time of 
Arrival − TOA), разностно-дальномерные (TDOA, 
аббр. от англ. Time Difference of Arrival и угломер-
ные (УМ, аббр. от англ. Angle of Arrival − AOA) [1, 2]. 
В сетях мобильной связи четвертого поколения 
разностно-дальномерные измерения получили рас-
пространение для определения местоположения 
(МП) абонентских станций [3], а УМ измерения – 
для пеленгации базовых станций [4]. Для позицио-
нирования внутри помещений распространение 
получили также методы радиокарты, основанные 
на первичных измерения индикатора уровня при-
нимаемого сигнала RSSI (аббр. от англ. Received 
Signal Strength Indication) [5]. Радиокарту внутри 
помещений можно построить по сигналам RSSI, 

принимаемым подвижными устройствами от точек 
доступа Wi-Fi [6], однако определение МП исклю-
чительно методом радиокарты по соотношению 
трудозатрат и достижимой точности на сегодняш-
ний день оказывается неконкурентоспособным. 
Для повышения точности позиционирования слу-
жит подход, основанный на комплексировании из-
мерений RSSI с измерениями инерциальной нави-
гационной системы (ИНС, аббр. от англ. Inertial Nav-
igation Systems − INS), которой оборудованы совре-
менные абонентские устройства [7]. Распростра-
ненным инструментом комплексирования разно-
родных измерений служит подход, основанный на 
фильтре Калмана (ФК) [8, 9].   

Предложенный в 1960 г. [10] Р. Калманом рекур-
сивный фильтр оценки вектора состояния динами-
ческой системы (объекта определения МП) полу-
чил широкое распространение в системах позицио-
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нирования для вторичной обработки зашумленных 
первичных измерений; при этом размерность ис-
комого вектора состояния объекта определения МП 
может превосходить размерность вектора первич-
ных измерений. ФК осуществляет рекурсивную 
оценку вектора состояния априорно известной ди-
намической системы: вектор текущего состояния 
рассчитывается на основе текущих измерений с 
использованием предыдущего состояния ФК [10]. 
Алгоритм ФК включает два этапа: на первом этапе 
ФК прогнозирует значения переменных вектора 
состояния; на втором этапе результаты прогноза 
уточняются [11, 12]. С точки зрения позициониро-
вания подвижных объектов пошаговая работа ФК 
позволяет прогнозировать траекторию в реальном 
времени, используя исключительно текущие изме-
рения и вектор предыдущего состояния [13]. Для 
частного случая гауссовского распределения оши-
бок первичных измерений ФК дает оптимальную 
оценку искомых параметров состояния динамиче-
ской системы по критерию среднеквадратической 
ошибки (СКО) [14].  

При формализации ФК для конкретного прак-
тического приложения используют понятие век-
тора состояния, включающего параметры, описы-
вающие состояние динамической системы в каж-
дый момент времени. Зная математическую мо-
дель наблюдений (измерений) и модель априор-
ного изменения вектора состояния, можно запи-
сать уравнение ФК. При нелинейной зависимости 
оценок координат позиционируемого объекта от 
первичных измерений для их вторичной обработ-
ки используется расширенный фильтр Калмана 
(РФК, аббр. от англ. Extended Kalman Filter − EKF), 
который осуществляет линеаризацию нелиней-
ных моделей наблюдений с помощью разложения 
в ряд Тейлора [15].  

Использование фильтра Калмана при позицио-
нировании транспортных средств (ТС, аббр. от 
англ. Vehicular User Equipment − VUE) позволяет по-
лучать их оптимальные оценки координат (ОК), 
скорости и/или ускорения в результате вторичной 
обработки зашумленных первичных измерений в 
режиме реального времени с непрерывным обнов-
лением оценок по мере движения. В интеллекту-
альных транспортных системах для сверхплотных 
сетей радиодоступа V2X/5G решению подлежит 
задача оценки координат с точностью до 1 м и ско-
рости движения до 150 км/ч [9]. Здесь оценка тра-
ектории ТС, включая определение его местополо-
жения (МП), скорости и/или ускорения, осуществ-
ляется на основе дальномерных и угломерных пер-
вичных измерений, которые собираются опорными 
пунктами приема (ПП) дорожной инфраструктуры 
(RSU, аббр. от англ. Roadside Unit) с определенной 
погрешностью измерений времени и угла прихода 
сигнала. ФК, используя вторичную обработку 
ДМ/УМ измерений, позволяет прогнозировать тра-
екторию движения ТС с требуемой точностью.  

Позиционирование транспортных средств в 
сверхплотных сетях радиодоступа V2X/5G с ис-
пользованием комбинирования ДМ и УМ первич-
ных измерений в расширенном фильтре Калмана 
было исследовано в [9]. Результаты имитационно-
го моделирования (ИМ) показали возможность 
достижения точности до 1 м для сценария движе-
ния ТС по прямой при погрешности в 50 нс для ДМ 
и 2° для УМ измерений. При маневрировании 
транспортных средств, в том числе при поворотах 
на перекрестках, точность позиционирования 
снижается до нескольких метров (независимо от 
погрешности первичных измерений), что объяс-
няется фиксированным интервалом их сбора. Про-
веденный анализ показал, что для повышения 
точности первичных измерений можно уменьшать 
периодичность сбора первичных измерений. Од-
нако это не всегда реализуемо на практике. Аль-
тернативным вариантом компенсации ошибок 
позиционирования на перекрестках является ком-
плексирование радиотехнических измерений с 
данными бортовых ИНС, которые на интервале 
поворота позволяют компенсировать неточность 
ДМ и УМ измерений.  

Целью настоящей работы является разработка 
и исследование моделей и методов повышения 
точности позиционирования в сверхплотных се-
тях радиодоступа V2X/5G при повороте транс-
портных средств на перекрестках за счет ком-
плексирования ДМ и УМ первичных измерений с из-
мерениями ИНС в в РФК. 

Для достижения поставленной цели далее ре-
шаются следующие частные задачи. В разделе 2 
представлена формализация обобщенной модели 
ФК. В разделе 3 приводятся особенности исполь-
зования ИНС применительно к задаче позициони-
рования ТС, в том числе, преобразование инерци-
альной системы координат (СК) акселерометра и 
гироскопа в связанную СК ТС с использованием 
кватернионов. Раздел 4 содержит математические 
модели комплексирования радиотехнических ДМ 
и УМ измерений с измерениями ИНС в РФК. В раз-
деле 5 представлены результаты ИМ позициони-
рования ТС с использованием ДМ/УМ/ИНС изме-
рений в РФК для сценария поворота на перекрест-
ке. Раздел 6 содержит выводы и направления 
дальнейших исследований.  

  
2. ОБОБЩЕННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

ФИЛЬТРА КАЛМАНА 
Обобщенная математическая модель ФК фор-

мализует работу дискретизированной по времени 
линейной динамической системы, которая описы-
вается вектором состояния. Линейный оператор, 
воздействуя в каждый дискретный момент време-
ни на вектор состояния, переводит его в другой 
вектор состояния, добавляя вектор шума и вектор 
управления. Оценка вектора состояния динамиче-
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ской системы производится на основе зашумлен-
ных измерений и может быть формализована 
структурой фильтра, описываемого матричным 
уравнением (рисунок 1). Переменными уравнения 
в каждый дискретный момент времени k являются 

следующие матрицы: 𝐅𝐅𝑘𝑘  – матрица эволюции си-
стемы; 𝐇𝐇𝑘𝑘  – матрица измерений; 𝐐𝐐𝑘𝑘  – ковариаци-
онная матрица системы; 𝐑𝐑𝑘𝑘  – ковариационная 
матрица шума измерений; 𝐁𝐁𝑘𝑘  – матрица коэффи-
циентов управляющих воздействий. 
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Рис. 1. Обобщенная математическая модель ФК  

Fig. 1. Generalized Mathematical Model of the Kalman Filter 

Матричное уравнение ФК связывает вектор со-
стояния динамической системы 𝐱𝐱𝑘𝑘 в дискретный 
момент времени k с ее состоянием 𝐱𝐱𝑘𝑘−1 в момент 
k−1: 
 𝐱𝐱𝑘𝑘 = 𝐅𝐅𝑘𝑘𝐱𝐱𝑘𝑘−1 + 𝐁𝐁𝑘𝑘𝐮𝐮𝑘𝑘 + 𝐰𝐰𝑘𝑘 , (1) 

где 𝐮𝐮𝑘𝑘 – вектор управляющих воздействий, к кото-
рому прикладывается матрица 𝐁𝐁𝑘𝑘 ; 𝐰𝐰𝑘𝑘  – вектор 
эволюции системы, имеющий нормальное распре-
деление с нулевым математическим ожиданием и 
ковариационной матрицей 𝐐𝐐𝑘𝑘: 

 𝐰𝐰𝑘𝑘~𝑁𝑁(0,𝐐𝐐𝑘𝑘). (2) 

Вектор состояния динамической системы 𝐱𝐱𝑘𝑘 в 
дискретный момент времени k связан с вектором 
первичных измерений 𝐳𝐳𝑘𝑘  соотношением: 

 𝐳𝐳𝑘𝑘 = 𝐇𝐇𝑘𝑘𝐱𝐱𝑘𝑘 + 𝐯𝐯𝑘𝑘 , (3) 

где матрица измерений 𝐇𝐇𝑘𝑘  связывает вектор со-
стояния 𝐱𝐱𝑘𝑘 с вектором измерений 𝐳𝐳𝑘𝑘; 𝐯𝐯𝑘𝑘 – вектор 
шума измерений с нулевым математическим ожи-
данием и ковариационной матрицей 𝐑𝐑𝑘𝑘: 
 𝐯𝐯𝑘𝑘~𝑁𝑁(0,𝐑𝐑𝑘𝑘). (4) 

Рекурсивное свойство ФК проявляется в зави-
симости оценки вектора состояния системы 𝐱𝐱�𝑘𝑘 в 
текущий момент времени k от оценки вектора со-
стояния 𝐱𝐱�𝑘𝑘−1 и погрешности этой оценки в преды-
дущий момент времени k−1, а также от вектора 
измерения 𝐳𝐳𝑘𝑘  в текущий момент времени k. Вве-
дем следующие переменные для формализации 
состояний ФК: 𝐱𝐱�𝑘𝑘+ – апостериорная оценка состоя-
ния системы в момент k, полученная по результа-
там измерений вплоть до момента k; 𝐏𝐏𝑘𝑘+ – апосте-
риорная ковариационная матрица ошибок оценки 
вектора состояния 𝐱𝐱�𝑘𝑘+, включающая дисперсии по-
грешности вычисленного состояния и ковариации 
параметров состояния системы. В каждый момент 
времени k работа ФК включает два этапа: этап 
прогноза и этап коррекции. На этапе прогноза 
(предсказания) предварительная оценка состоя-
ния 𝐱𝐱�𝑘𝑘− в момент k получается по (апостериорной) 
оценке состояния 𝐱𝐱�𝑘𝑘−1+  в предыдущий момент вре-

мени k−1; оценка 𝐱𝐱�𝑘𝑘−  называется априорной, так 
как не использует текущие измерения. На этапе 
коррекции априорная оценка дополняется теку-
щими измерениями; скорректированная оценка 
𝐱𝐱�𝑘𝑘+ называется апостериорной оценкой состояния. 
С точки зрения позиционирования ТС по радио-
техническим и инерциальным измерениям про-
гноз текущего состояния ТС может производиться 
на основе измерений, собранных в предыдущий 
момент времени, а коррекция осуществляется по 
текущим доступным измерениям. При этом, если в 
какой-то момент времени радиотехнические (апо-
стериорные) измерения становятся недоступны-
ми, этап коррекции может быть пропущен, а про-
гноз выполнен по (априорным) измерениям ИНС.  

Этап прогноза (предсказание) априорной оцен-
ки вектора состояния 𝐱𝐱�𝑘𝑘− и ковариационной мат-
рицы 𝐏𝐏𝑘𝑘− в момент времени k определяются выра-
жениями: 
 𝐱𝐱�𝑘𝑘− = 𝐅𝐅𝑘𝑘𝐱𝐱�𝑘𝑘−1+ + 𝐁𝐁𝑘𝑘𝐮𝐮𝑘𝑘, (5) 
 𝐏𝐏𝑘𝑘− = 𝐅𝐅𝑘𝑘𝐏𝐏𝑘𝑘−1+ 𝐅𝐅𝑘𝑘𝑇𝑇 + 𝐐𝐐𝑘𝑘 . (6) 

Этап коррекции определяется следующими вы-
ражениями.  

Вектор отклонения (ошибки) полученного в 
момент k измерения 𝐳𝐳𝑘𝑘  от априорной оценки 𝐱𝐱�𝑘𝑘−: 

 𝐲𝐲𝑘𝑘 = 𝐳𝐳𝑘𝑘 − 𝐇𝐇𝑘𝑘𝐱𝐱�𝑘𝑘−. (7) 

Ковариационная матрица 𝐒𝐒𝑘𝑘  вектора отклоне-
ния (ошибки) 𝐲𝐲𝑘𝑘: 
 𝐒𝐒𝑘𝑘 = 𝐇𝐇𝑘𝑘𝐏𝐏𝑘𝑘−𝐇𝐇𝑘𝑘

𝑇𝑇 + 𝐑𝐑𝑘𝑘. (8) 

Матрица коэффициентов усиления по Калману 
получается из ковариационной матриц этапа 
предсказания 𝐏𝐏𝑘𝑘− и вектора отклонения 𝐒𝐒𝑘𝑘: 

 𝐊𝐊𝑘𝑘 = 𝐏𝐏𝑘𝑘−𝐇𝐇𝑘𝑘
𝑇𝑇𝐒𝐒𝒌𝒌−1. (9) 

Коррекция априорной оценки вектора состоя-
ния 𝐱𝐱�𝑘𝑘− и ковариационной матрицы 𝐏𝐏𝑘𝑘− с получени-
ем апостериорной оценки вектора состояния 𝐱𝐱�𝑘𝑘+ и 
ковариационной матрицы 𝐏𝐏𝑘𝑘+ в момент времени k 
определяются выражениями: 
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 𝐱𝐱�𝑘𝑘+ = 𝐱𝐱�𝑘𝑘− + 𝐊𝐊𝑘𝑘𝐲𝐲𝑘𝑘 , (10) 
 𝐏𝐏𝒌𝒌+ = (𝐈𝐈 − 𝐊𝐊𝑘𝑘𝐇𝐇𝑘𝑘)𝐏𝐏𝑘𝑘−, (11) 

где 𝐈𝐈 – единичная матрица.  
Для позиционирования ТС при его прямоли-

нейном движении с постоянным ускорением 𝑎𝑎𝑘𝑘  
(имеющим нормальное распределение с нулевым 
математическим ожиданием и СКО σ𝑎𝑎) между из-
мерениями k и k−1 и периодом их сбора ∆𝑡𝑡 оценка 
вектора состояния 𝐱𝐱𝑘𝑘 определяется (значок шляп-
ки далее опускается): 

 𝐱𝐱𝑘𝑘 = 𝐅𝐅𝐱𝐱𝑘𝑘−1 + 𝐆𝐆𝑎𝑎𝑘𝑘 , (12) 

где вектор состояния ФК в 1D 𝐱𝐱𝑘𝑘 = [𝑥𝑥, 𝑣𝑣𝑥𝑥]𝑇𝑇  включа-
ет координату 𝑥𝑥 и скорость 𝑣𝑣𝑥𝑥 , вектор управления 
вырождается в скаляр 𝑎𝑎𝑘𝑘 , матрица эволюции си-
стемы представлена в виде: 

 𝐅𝐅 = �1 ∆𝑡𝑡
0 1 �, (13) 

матрица управления (коэффициентов управляю-
щих воздействий) – вектор:  

 𝐆𝐆 = �∆𝑡𝑡
2 2⁄
∆𝑡𝑡

�. (14) 

Представленную в настоящем разделе модель 
ФК далее уточним для РФК при комплексирова-
нии ДМ/УМ/ИНС измерений в разделе 4. 

 
3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ИНС В ЗАДАЧАХ  

ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ 
3.1. Особенности использования ИНС 

Рассмотрим особенности использования ИНС в 
задачах позиционирования [16–23]. Оценка коор-
динат ТС осуществляется с использованием РФК 
на основе ДМ/УМ измерений, а также измерений 
от модулей ИНС (IMU, аббр. от англ. Inertial Meas-
urement Unit). Первичные ДМ/УМ измерения соби-
раются стационарными ПП дорожной инфра-
структуры, положение которых известно; число 
ПП в каждый момент движения ТС определяется 
дальностью связи между ПП и ТС. 

В качестве модулей IMU используются микро-
электромеханические системы, объединяющие в 
себе микроэлектронные и микромеханические 
устройства: механическим устройством может 
быть инерциальный датчик (акселерометр, дат-
чик угловых скоростей, гироскоп, барометриче-
ский датчик). В настоящей работе в качестве дат-
чиков рассматривается применение микромеха-
нических гироскопов и микромеханических аксе-
лерометров. В РФК ИНС используется на этапе 
формирования априорной оценки на основе пер-
вичных измерений 3-осевого акселерометра и 3-
осевого гироскопа; при этом гироскопы обеспечи-
вают ориентацию акселерометров в пространстве. 

Комплексирование радиотехнических ДМ/УМ 
измерений с измерениями ИНС оправдано в случаях, 
когда использование глобальной навигационной 

спутниковой системы (ГНСС) невозможно или за-
труднено, а также в сценариях, когда ДМ/УМ из-
мерения оказываются недоступными; примером 
является движение ТС в тоннелях, а также приме-
нение промышленного транспорта на предприя-
тиях, складах и иных объектах, где в явном виде 
использование радиосигналов проблематично в 
силу отсутствия условий прямой видимости 
[24−29].  

В отличие от неавтономных радиотехнических 
методов ДМ/УМ измерений ИНС функционирует 
без использования внешних источников/прием-
ников радиосигналов; оценка траектории объекта 
с использованием ИНС основана на его инерции и 
реализуется бортовыми средствами IMU авто-
номно. Наиболее распространенными модулями 
IMU являются датчики линейного ускорения (ак-
селерометры) и угловой скорости (гироскопы); 
измерив ускорение и угловую скорость вычисли-
тельный модуль IMU путем интегрирования мо-
жет определить координаты подвижного объекта. 
ИНС, получив углы ориентации (курс, тангаж и 
крен) может определить отклонение локальной 
СК, связанной с корпусом датчика IMU, от гло-
бальной СК, связанной с Землей.  

Таким образом, работа ИНС заключается в из-
мерении ускорений и угловых скоростей подвиж-
ного объекта относительно трех осей СК для того, 
чтобы, исходя из этих данных, определить МП и 
скорость объекта; акселерометры измеряют ли-
нейное ускорение, а гироскопы определяют углы 
тангажа, рысканья и крена подвижного объекта 
относительно осей СК.  

В зависимости от реализации горизонтальной 
СК, на объекте различают платформенные ИНС с 
гиростабилизированной платформой и бесплат-
форменные. Различие между ними заключается в 
том, что у платформенных ИНС есть карданов под-
вес – шарнирная опора, позволяющая закреплен-
ному в ней телу вращаться в нескольких плоско-
стях одновременно; при этом закрепленное вра-
щающееся тело сохраняет направление оси враще-
ния независимо от ориентации подвеса. Из досто-
инств платформенных ИНС можно отметить ее вы-
сокую точность и отсутствие необходимости пере-
счета из связанной с корпусом датчика IMU (ло-
кальной) СК в необходимую (связанную) систему 
координат. Недостатком платформенных ИНС яв-
ляются ограничение в измерении углов поворота, 
увеличенные массогабаритные показатели, услож-
нение конструкции, а также большая стоимость. В 
бесплатформенных ИНС отсутствует карданов 
подвес, измерительные датчики микромеханиче-
ских гироскопов и акселерометров жестко связан-
ны с подвижным объектом позиционирования. В 
настоящее время наибольшее распространение 
получили бесплатформенные ИНС, обладающие 
преимуществами неограниченных углов измере-
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ний, высокой информативности, надежности и 
устойчивости к вибрационным и ударным воздей-
ствиям, а также уменьшенными массогабаритны-
ми параметрами и энергопотреблением [23]. Недо-
статком бесплатформенных ИНС является рост 
погрешности даже для неподвижного объекта по-
зиционирования. Далее рассмотрим особенности 
комплексирования инерциальных с радиотехниче-
скими измерениями (РТИ) для компенсации нарас-
тающей погрешности ИНС. 

 
3.2. Особенности комплексирования  

измерений ИНС 
Повышение точности позиционирования с ис-

пользованием бесплатформенных ИНС реализует-
ся интеграцией автономных ИНС измерений с не-
автономными ДМ/УМ измерениями, что позволя-
ет компенсировать свойственные бесплатформен-
ным ИНС накапливающиеся погрешности; ком-
плексирование ДМ/УМ/ИНС измерений при этом 
осуществляется с использованием расширенного 
ФК. Достаточно хорошо исследованным направле-
нием комплексирования является компенсация 
неточностей бесплатформенных ИНС за счет сиг-
налов ГНСС, так как последние не имеют накапли-
вающихся ошибок. Выделяют следующие схемы 
комплексирования бесплатформенных ИНС с ГНСС: 
а) раздельная; б) слабо связанная; в) жестко свя-
занная; г) глубоко интегрированная [24]. Приве-
дем особенности данных схем для уточнения рас-
сматриваемого далее способа комплексирования 
РТИ/ИНС измерений [23, 24]. 

В раздельной схеме компенсация нарастающей 
со временем погрешности бесплатформенной ИНС 
осуществляется ее периодической инициализаци-
ей новыми оценками координат и скорости от 
ГНСС. Недостатком раздельной схемы для высоко-
подвижных объектов является редкая периодич-
ность сигналов коррекции ГНСС. 

В слабо связанной схеме бесплатформенная ИНС 
и спутниковая навигационная система (СНС) рабо-
тают независимо. Для коррекции ОК, полученных 
от ГНСС, используется интегральный ФК, который, 
работая независимо, позволяет уточнять текущие 
оценки координат СНС при утрате сигналов ГНСС 
за счет измерений бесплатформенной ИНС, со-
бранных в предыдущий момент. Недостаток слабо 
связанной схемы – взаимная корреляция ошибок 
ОК на выходе приемника СНС. 

В жестко связанной схеме бесплатформенной 
ИНС осуществляет сбор первичных измерений по-
ступательного и вращательного движений, кото-
рые вместе с первичными измерениями СНС по-
ступают на фильтр Калмана для вторичной обра-
ботки. Данная схема позволяет повысить точность 
позиционирования по сравнению с раздельной и 
слабо связанной схемой, исключает взаимную 
корреляцию ОК, а также снимает проблему син-

хронизации работы бесплатформенной ИНС/СНС. 
Недостатком жестко связанной схемы является ее 
низкая надежность, так как при отсутствии пер-
вичных измерений ИНС в результате выхода из 
строя бесплатформенной ИНС система вторичной 
обработки ФК перестает работать. 

В глубоко интегрированной схеме, в отличие от 
жестко связанной, обработка в ФК, помимо вто-
ричных оценок координат и скорости подвижного 
объекта, осуществляет вычисление погрешностей 
бесплатформенной ИНС и первичных ДМ измере-
ний СНС, что позволяет достичь максимальной 
точности. Недостатком глубоко интегрированной 
схемы является высокая размерность вектора со-
стояния ФК, что увеличивает вычислительную 
нагрузку на процедуры вторичной обработки.   

Таким образом, рассмотрев известные схемы 
комплексирования бесплатформенной ИНС с ра-
диотехнической системой позиционирования 
ГНСС, можно отнести исследуемую далее схему 
комплексирования ДМ/УМ/ИНС к жестко связан-
ной схеме, в которой ИНС и радиотехнические из-
мерения ДМ/УМ обеспечивают вектор первичных 
измерений z (3) для вторичной обработки в РФК. 
Рисунок 2 иллюстрирует обобщенную схему ком-
плексирования первичных измерений в РФК для 
случая оценки траектории ТС на плоскости в 2D. 

Акселерометр

Гироскоп

 
измерения

Угломерные 
измерения

РФК
Вектор состояния

x = [q, p, v] =
[q1, q2, q3, q4, x, y, 

vx, vy]

Кватернион 
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q = [q1, q2, q3, q4]
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p = [x, y]

Вектор скорости
v = [vx, vy]

Вторичная 
обработкаПервичные 
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ИНС

РТИ

Угловая скорость 
w = [wx, wy, wz]ᵀ  

Ускорение 
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Расстояние, d

Азимут, φ

Оценка 
траектории 
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Рис. 2. Обобщенная схема комплексирования ДМ/УМ/ИНС  

в РФК  
Fig. 2. Generalized Scheme for Integrating TOA/AOA/INS in EKF 

Для интеграции первичных инерциальных из-
мерений ускорения и угловой скорости с первич-
ными радиотехническими измерениями угла и 
времени прихода сигнала в единый вектор пер-
вичных измерений z (3) необходимо преобразова-
ние инерциальной системы координат акселеро-
метра и гироскопа в связанную систему координат 
транспортного средства. 

 
3.2. Инерциальная и связанная СК 

В рассматриваемой далее бесплатформенной 
ИНС акселерометры и гироскопы жестко связаны с 
корпусом датчика IMU объекта, поэтому для ком-
плексирования ИНС и ДМ/УМ измерений необхо-
дим пересчет из локальной инерциальной СК в свя-
занную СК ТС. Связанная СК традиционно исполь-
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зуется для анализа движения летательных аппа-
ратов и может быть применима к прогнозу траек-
тории ТС. Связанная СК в общем случае включает 
продольную 0x, поперечную 0y и вертикальную 0z 
оси, проходящие через центр масс объекта – мик-
роэлектромеханические системы датчика или ТС 
(рисунок 3а). 

Продольной 0x является ось транспортного 
средства (рисунок 3b); при вращении вокруг нее 
ТС совершает движение под углом крена (roll). 
Вертикальной 0z является ось, лежащая в плоско-
сти симметрии ТС и перпендикулярная его про-
дольной оси 0x; при вращении вокруг вертикаль-
ной оси ТС совершает движение под углом рыска-
ния (yaw) – поворачивает влево или вправо. Попе-
речной 0y является ось, перпендикулярная плоско-
сти симметрии ТС, направленная в сторону его 
правого крыла; при вращении вокруг поперечной 
оси ТС совершает движение под углом тангажа 
(pitch) – опускает и поднимает нос. Рисунок 3 ил-
люстрирует преобразование бесплатформенной 
инерциальной СК IMU в связанную СК подвижной 
платформы – транспортного средства VUE.  

zVUE

yVUE

xVUE

zIM U

yIM U

xIM U

тангаж,
pitch θ

крен, 
roll φ 

рыскание,
yaw ψ

 

zVUE

xVUE

yVUE

рыскание,
yaw ψ

тангаж,
pitch θ

крен, 
roll φ 

 

a b 
Рис. 3. Преобразование из инерциальной СК IMU (a) 

в связанную СК VUE (b) 
Fig. 3. Conversion from IMU Center-of-Mass System to VUE Frame of 

Reference 

Рассмотрим особенности преобразования СК в 
специальном программном обеспечении (СПО) 
Matlab Sensor Fusion and Tracking Toolbox [30–32], 
которое позволяет отслеживать ориентацию, по-
ложение и траекторию позиционируемого подвиж-
ного объекта, называемого далее платформой.  

Ориентация в Matlab Sensor Fusion and Tracking 
Toolbox определяется угловым смещением/пере-
мещением и может быть описана в терминах по-
ворота отдельной точки или всей СК. В первом 

случае СК статична − поворачивается точка. При 
повороте СК точка статична, поворачивается СК. 
При заданных осях и углах поворота угловое сме-
щение точки эквивалентно угловому смещению 
СК с учетом противоположных направлений сме-
щения. В СПО Matlab по умолчанию используется 
поворот СК: ориентация определяется поворотом 
исходной/начальной/родительской СК в целевую/ 
конечную/дочернюю СК. Выбор родительской СК 
зависит от практического приложения. Например, 
поворот СК независимых датчиков IMU необходим 
для выравнивания их измерений в единой инер-
циальной СК. Отслеживание СК платформы ис-
пользуется в задачах их стабилизации. Глобальная 
СК используется для одновременного сопровож-
дения нескольких платформ.  

Для обработки измерений, собранных в разных 
изначальных ориентациях, используют поворот их 
СК в терминологии связанной СК. Таблица 1 со-
держит соотношение осей и углов связанной СК. 

ТАБЛИЦА 1. Соотношение осей и углов связанной СК 
TABLE 1. Inter-Relation of Axes and Angles for Frame of Reference 

Ось  
поворота 

Угол поворота 
(Эйлера) Обозначение Диапазон  

значений 

z Рыскание/Yaw ψ −180° ≤ ψ < 180° 

y Тангаж/Pitch θ −90° ≤ θ ≤ 90° 

x Крен/Roll ϕ −180° ≤ ϕ < 180° 

Поворот по часовой стрелке вокруг оси в ее по-
ложительном направлении образует положитель-
ный угол вращения относительно данной оси. По-
ворот СК в пространстве осуществляется последо-
вательным поворотом относительно каждой из 
осей СК. Так, например, для поворота родительской 
СК в последовательности ZYX следует выполнить ее 
поворот сначала вокруг вертикальной оси 0z на 
угол ψ с использованием матрицы поворота 𝐑𝐑𝑧𝑧(ψ), 
затем вокруг поперечной оси 0y с использованием 
матрицы поворота 𝐑𝐑𝑦𝑦(θ) и в заключении вокруг 
продольной оси 0x с использованием матрицы по-
ворота 𝐑𝐑𝑥𝑥(ϕ); при этом после каждого поворота оси 
СК пересчитываются перед очередным поворотом.  

Итоговая матрица поворота вектора из роди-
тельской в дочернюю СК для заданных углов по-
ворота (рыскание ψ, тангаж θ, крен ϕ) определя-
ется выражением: 

𝐑𝐑(ψ, θ,ϕ) = 𝐑𝐑𝑥𝑥(ϕ)𝐑𝐑𝑦𝑦(θ)𝐑𝐑𝑧𝑧(ψ) =

�
cosψ cos θ sinψ cosθ − sin θ

cosψ sin θ sinϕ − sinψ cosϕ sinψ sin θ sinϕ + cosψ cosϕ cos θ sinϕ
cosψ sin θ cosϕ + sinψ cosϕ sinψ sin θ sinϕ + cosψ cosϕ cos θ cosϕ

� .
 (15) 

 
В СПО Matlab  Sensor Fusion and Tracking Toolbox 

координаты обрабатываются массивами размерно-
сти ℝN×3, где число строк N – число выборок пер-
вичных измерений, взятых с интервалом ∆𝑡𝑡, а число 
столбцов 3 соответствует переменным СК (x, y, z). 

Получение вектора 𝒂𝒂child в дочерней СК из вектора 
𝒂𝒂parent в родительской СК определяется формулой: 

 𝒂𝒂child = �𝐑𝐑(ψ, θ,ϕ) × 𝒂𝒂parent𝑇𝑇 �𝑇𝑇 . (16) 
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Для исключения использования встроенных 
функций СПО Matlab Sensor Fusion and Tracking 
Toolbox и реализации процедур вторичной обра-
ботки через примитивы рассмотрим далее осо-
бенности использования кватернионов при пово-
роте систем координат [33–37]. 

 
3.3. Использование кватернионов при повороте 

систем координат 
Использование кватернионов представляется 

более удобным для ориентации и поворота СК в 
пространстве по сравнению с матрицей поворота 
на углы Эйлера. Кватернионы формализуют алгеб-
раическое представления поворота в 3D и, как си-
стема гиперкомплексных чисел, образуют вектор-
ное пространство размерностью ℝ4 над полем ве-
щественных чисел и могут быть формализованы: 

 𝐪𝐪 = 𝑤𝑤 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝑧𝑧, (17) 

где w, x, y, z – вещественные числа; i, j, k – мнимые 
единицы со свойством:  

 𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦2 = 𝑧𝑧2 = 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 = −1, (18) 

при этом результат их попарного произведения 
зависит от порядка следования (не является ком-
мутативным): 
 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑧𝑧, 𝑦𝑦𝑥𝑥 = −𝑧𝑧,  (19) 

мнимая часть 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝑧𝑧  кватерниона 𝐪𝐪  ведет 
себя так же, как и вектор (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3, а веще-
ственная часть 𝑤𝑤 ведет себя так же, как скаляр в ℝ.  

Определим пространство вращения: пусть точка 
(𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  представляет вращение вокруг осей 
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) на угол:  

 α = 2 cos−1 𝑤𝑤 = 2 sin−1 �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2, (20) 

тогда кватернион (17) можно представить выра-
жением: 

 𝐪𝐪 = 𝑤𝑤 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑤𝑤 + (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 
(21) 

 = cos α 2⁄ + 𝐮𝐮 sinα 2⁄ , 

где 𝐮𝐮 – единичный вектор.  
Поворот вектора 𝐯𝐯 вокруг оси 𝐮𝐮 на угол α по ча-

совой стрелке по направлению вектора 𝐮𝐮 можно 
представить произведением:    

 𝐯𝐯α = 𝐪𝐪𝐯𝐯𝐪𝐪−1, (22) 

Обратный кватернион 𝐪𝐪−1 соответствует враще-
нию вектора 𝐯𝐯αв противоположном направлении: 

 𝐪𝐪−1(𝐪𝐪𝐯𝐯𝐪𝐪−1)𝐪𝐪 = 𝐯𝐯. (23) 

Обратный кватернион определяется формулой: 

 𝐪𝐪−1 = 𝐪𝐪∗ ‖𝐪𝐪‖𝟐𝟐⁄ , (24) 

где ‖𝐪𝐪‖ – модуль кватерниона, определяемый как: 

 ‖𝐪𝐪‖ = �𝐪𝐪𝐪𝐪∗ = �𝑤𝑤2 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2. (25) 

Для единичного кватерниона присуще: ‖𝐪𝐪‖ = 1. 
Кватернион 𝐪𝐪 также можно определить как ве-

щественную матрицу: 

 
𝐪𝐪 → 𝐐𝐐 = �

𝑤𝑤 −𝑥𝑥
𝑥𝑥    𝑤𝑤

−𝑦𝑦 −𝑧𝑧
−𝑧𝑧    𝑦𝑦

𝑦𝑦    𝑧𝑧
𝑧𝑧 −𝑦𝑦

   𝑤𝑤 −𝑦𝑦
   𝑥𝑥    𝑤𝑤

� . (26) 

При матричном представлении сопряженному 
кватерниону соответствует транспонированная 
матрица 𝐪𝐪∗ → 𝐐𝐐𝑇𝑇: 

 
𝐪𝐪∗ → 𝐐𝐐𝑇𝑇 = �

𝑤𝑤 𝑥𝑥
−𝑥𝑥 𝑤𝑤

𝑦𝑦 𝑧𝑧
𝑧𝑧 −𝑦𝑦

−𝑦𝑦 −𝑧𝑧
−𝑧𝑧 𝑦𝑦

𝑤𝑤 𝑥𝑥
−𝑦𝑦 𝑤𝑤

�.  (27) 

Из (22, 24‒26) для нормированного кватернио-
на ‖𝐪𝐪‖ = 1  поворот вектора 𝐯𝐯 = [𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4]𝑇𝑇 
можно представить через кватернионы в матрич-
ном виде выражением: 

𝐯𝐯α = 

(28) 
= �

𝑤𝑤 −𝑥𝑥
𝑥𝑥    𝑤𝑤

−𝑦𝑦 −𝑧𝑧
−𝑧𝑧    𝑦𝑦

𝑦𝑦    𝑧𝑧
𝑧𝑧 −𝑦𝑦

   𝑤𝑤 −𝑦𝑦
   𝑥𝑥    𝑤𝑤

���

𝑣𝑣1
𝑣𝑣2
𝑣𝑣3
𝑣𝑣4

� �

𝑤𝑤 𝑥𝑥
−𝑥𝑥 𝑤𝑤

𝑦𝑦 𝑧𝑧
𝑧𝑧 −𝑦𝑦

−𝑦𝑦 −𝑧𝑧
−𝑧𝑧 𝑦𝑦

𝑤𝑤 𝑥𝑥
−𝑦𝑦 𝑤𝑤

��, 

Матричное представление (28) поворота векто-
ра далее будет использовано в преобразовании из 
инерциальной СК IMU в связанную СК VUE при 
комплексировании ДМ/УМ/ИНС измерений в РФК. 

 
4. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

КОМПЛЕКСИРОВАНИЯ ДМ/УМ/ИНС В РФК 
РФК позволяет оценить вектор состояния ди-

намической системы (1), используя модель изме-
нения состояния динамической системы 𝐅𝐅𝑘𝑘  и ряд 
измерений (3), косвенно описывающих состояние 
системы. Алгоритм работы РФК может быть опи-
сан в два этапа.  

Этап 1. Получение априорной оценки вектора 
состояния x (5) и ковариационной матрицы оши-
бок оценки вектора состояния P (6) для шага k на 
основе данных с предыдущего шага k−1.  

Этап 2. Обновление, на котором формируется 
апостериорная оценка вектора состояния x (10) и 
ковариационной матрицы ошибок P (11) с учетом 
новых измерений z (3). 

Априорная оценка вектора состояния x форми-
руется на основе измерений ИНС:  

‒ измерения угловой скорости 𝐰𝐰 по трем осям, 
полученные от гироскопа, позволяют получить 
ориентацию объекта 𝐪𝐪  путем интегрирования 
этих измерений;  

‒ измерения ускорений 𝐚𝐚 по трем осям, получен-
ные от акселерометра, позволяют получить ско-
рость перемещения v и само перемещение объекта 
по трем осям путем двойного интегрирования. 

Измерения гироскопа 𝐰𝐰 и акселерометра 𝐚𝐚 фор-
мируются в локальной инерциальной СК; предпо-



ТРУДЫ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ СВЯЗИ                                           2021. Т. 7. № 2 
 

 58                                              tuzs.sut.ru 
 

лагается, что начальная ориентация и местополо-
жение ТС в глобальной СК известны с некоторой 
точностью. Вектор состояния включает в себя 
следующие величины: 

 𝐱𝐱 = [𝐪𝐪,𝐩𝐩, 𝐯𝐯]𝑇𝑇 = �𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3, 𝑞𝑞4, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑣𝑣𝑥𝑥 , 𝑣𝑣𝑦𝑦�
𝑇𝑇 , (29) 

где 𝐪𝐪 = [𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3, 𝑞𝑞4]𝑇𝑇 – кватернион, описывающий 
ориентацию ТС; 𝐩𝐩 = [𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑇𝑇  и 𝐯𝐯 = �𝑣𝑣𝑥𝑥 , 𝑣𝑣𝑦𝑦�

𝑇𝑇  – векто-
ры координат и скоростей ТС, соответственно.  

Априорная оценка ориентации ТС формируется 
путем интегрирования измерений угловой скоро-
сти 𝐰𝐰 в форме кватернионов [26]: 
 𝐪𝐪𝑘𝑘− = 𝐪𝐪𝑘𝑘−1+ +

∆𝑡𝑡
2
𝐰𝐰𝑘𝑘⨂𝐪𝐪𝑘𝑘−1+ , (30) 

 𝐰𝐰𝑘𝑘 = �0,𝑤𝑤𝑥𝑥,𝑤𝑤𝑦𝑦 ,𝑤𝑤𝑧𝑧�
𝑇𝑇 , (31) 

 𝐪𝐪𝑘𝑘−1+ = [𝑞𝑞1+, 𝑞𝑞2+, 𝑞𝑞3+, 𝑞𝑞4+]𝑇𝑇 .   (32) 

где 𝐰𝐰𝑘𝑘  – кватернион, составленный из измерений 
гироскопа wx, wy, wz по трем осям; ∆𝑡𝑡 – период из-
мерений ИНС; ⨂ – операция умножения кватерни-
онов; здесь и далее верхние индексы «−» и «+» 
обозначают априорную и апостериорную оценки, 
соответственно.  

Второе слагаемое выражения (30) является 
дифференциальным уравнением кватерниона, 
которое можно выразить через умножение ква-
тернионов в матричном виде (для упрощения ин-
дексы не показаны) [26]: 

�̇�𝐪𝑘𝑘 =
1
2
𝐰𝐰𝑘𝑘⨂𝐪𝐪𝑘𝑘−1+ = 

(33) 
=

1
2
�

0 −𝑤𝑤𝑥𝑥
𝑤𝑤𝑥𝑥 0

−𝑤𝑤𝑦𝑦 −𝑤𝑤𝑧𝑧
𝑤𝑤𝑧𝑧 −𝑤𝑤𝑦𝑦

𝑤𝑤𝑦𝑦 −𝑤𝑤𝑧𝑧
𝑤𝑤𝑧𝑧 𝑤𝑤𝑦𝑦

0 𝑤𝑤𝑥𝑥
−𝑤𝑤𝑥𝑥 0

�

⎣
⎢
⎢
⎡𝑞𝑞1

+

𝑞𝑞2+

𝑞𝑞3+

𝑞𝑞4+⎦
⎥
⎥
⎤
. 

Априорная оценка вектора ориентации (30) с 
учетом (31‒33) примет вид: 

𝐪𝐪𝑘𝑘+ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑞𝑞1+ +

∆𝑡𝑡
2
�−𝑞𝑞2+𝑤𝑤𝑥𝑥 − 𝑞𝑞3+𝑤𝑤𝑦𝑦 − 𝑞𝑞4+𝑤𝑤𝑧𝑧�

𝑞𝑞2+ +
∆𝑡𝑡
2
�𝑞𝑞1+𝑤𝑤𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3+𝑤𝑤𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4+𝑤𝑤𝑦𝑦�

𝑞𝑞3+ +
∆𝑡𝑡
2
�𝑞𝑞1+𝑤𝑤𝑦𝑦 − 𝑞𝑞2+𝑤𝑤𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4+𝑤𝑤𝑥𝑥�

𝑞𝑞4+ +
∆𝑡𝑡
2
�𝑞𝑞1+𝑤𝑤𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2+𝑤𝑤𝑦𝑦 − 𝑞𝑞3+𝑤𝑤𝑥𝑥� ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (34) 

В процессе интегрирования амплитуда кватер-
ниона 𝐪𝐪 может стать отличной от 1, поэтому для 
корректного выполнения последующей операции 
вращения необходимо выполнить операцию нор-
мировки кватерниона (25): 

‖𝐪𝐪‖ = �𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞22 + 𝑞𝑞32 + 𝑞𝑞42. (35) 

Для интегрирования измерения акселерометра 
𝐚𝐚𝑘𝑘 должны быть представлены в СК VUE ‒ необхо-

димо кватернионом 𝐪𝐪𝑘𝑘− повернуть вектор ускоре-
ний 𝐚𝐚𝑘𝑘 = [0, 𝑎𝑎𝑥𝑥 , 𝑎𝑎𝑦𝑦 , 𝑎𝑎𝑧𝑧] согласно выражению:  

𝐚𝐚𝑘𝑘
𝑔𝑔 = 𝐪𝐪𝑘𝑘−∗⨂(𝐪𝐪𝑘𝑘−⨂𝐚𝐚𝑘𝑘) = �0, 𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑔𝑔 , 𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑔𝑔, 𝑎𝑎𝑧𝑧

𝑔𝑔�𝑇𝑇 , (36) 

где 𝐚𝐚𝑘𝑘
𝑔𝑔 – вектор ускорений в СК VUE; 𝐪𝐪𝑘𝑘− – кватер-

нион; 𝐪𝐪𝑘𝑘−∗ – комплексно-сопряженный кватернион.   
Сначала выполняется умножение кватернионов 

(𝐪𝐪𝑘𝑘−⨂𝐚𝐚𝑘𝑘) в матричном виде (28), результатом ко-
торого является вектор размерности 4×1: 

𝐪𝐪𝑘𝑘−⨂𝐚𝐚𝑘𝑘 = �

0 −𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑥𝑥 0

−𝑎𝑎𝑦𝑦 −𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑎𝑎𝑧𝑧 −𝑎𝑎𝑦𝑦

𝑎𝑎𝑦𝑦 −𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑎𝑎𝑦𝑦

0 𝑎𝑎𝑥𝑥
−𝑎𝑎𝑥𝑥 0

� �

𝑞𝑞1−
𝑞𝑞2−
𝑞𝑞3−
𝑞𝑞4−
� = 

(37) 

=

⎣
⎢
⎢
⎡
−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑥𝑥−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑥𝑥 ⎦

⎥
⎥
⎤
. 

Далее выполняется умножение 𝐪𝐪𝑘𝑘−∗⨂(𝐪𝐪𝑘𝑘−⨂𝐚𝐚𝑘𝑘), в 
котором сопряженной кватернион 𝐪𝐪𝑘𝑘−∗  записыва-
ется в виде матрицы: 

𝐪𝐪𝑘𝑘−∗⨂(𝐪𝐪𝑘𝑘−⨂𝐚𝐚𝑘𝑘) = 

(38) 
= �

𝑞𝑞1− 𝑞𝑞2− 𝑞𝑞3− 𝑞𝑞4−
−𝑞𝑞2− 𝑞𝑞1− −𝑞𝑞4− 𝑞𝑞3−
−𝑞𝑞3− 𝑞𝑞4− 𝑞𝑞1− −𝑞𝑞2−
−𝑞𝑞4− −𝑞𝑞3− 𝑞𝑞2− 𝑞𝑞1−

�

⎣
⎢
⎢
⎡
−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑥𝑥−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑥𝑥 ⎦

⎥
⎥
⎤
. 

Результатом умножения в (38) является 4-эле-
ментный вектор 𝐚𝐚𝑘𝑘

𝑔𝑔, (36) первый элемент которого 
не используется в дальнейших вычислениях, а 
элементы 𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑔𝑔, 𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑔𝑔 , 𝑎𝑎𝑧𝑧

𝑔𝑔  определяются выражениями: 

𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑔𝑔 = 𝑞𝑞1−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑦𝑦� − 

(39) 
−𝑞𝑞2−�−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑥𝑥−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑧𝑧� + 

+𝑞𝑞3−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑥𝑥� − 

−𝑞𝑞4−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑥𝑥�, 

𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑔𝑔 = 𝑞𝑞1−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑥𝑥� − 

(40) 
−𝑞𝑞2−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑥𝑥� − 

−𝑞𝑞3−�−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑥𝑥−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑧𝑧� + 

+𝑞𝑞4−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑦𝑦�, 

𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑔𝑔 = 𝑞𝑞1−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑥𝑥� + 

(41) 
+𝑞𝑞2−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑧𝑧 + 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑥𝑥� − 

−𝑞𝑞3−�𝑞𝑞1−𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑧𝑧 − 𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑦𝑦� − 

−𝑞𝑞4−�−𝑞𝑞2−𝑎𝑎𝑥𝑥−𝑞𝑞3−𝑎𝑎𝑦𝑦−𝑞𝑞4−𝑎𝑎𝑧𝑧�. 

Априорная оценка местоположения ТС опреде-
ляется путем интегрирования оценки скорости 𝐯𝐯𝑘𝑘−: 

𝐩𝐩𝑘𝑘− = 𝐩𝐩𝑘𝑘−1+ + 𝐯𝐯𝑘𝑘+∆𝑡𝑡 = �
𝑝𝑝𝑥𝑥+ + 𝑣𝑣𝑥𝑥−∆𝑡𝑡
𝑝𝑝𝑦𝑦+ + 𝑣𝑣𝑦𝑦−∆𝑡𝑡

�, (42) 

где 𝐩𝐩𝑘𝑘−1+ = �𝑝𝑝𝑥𝑥+, 𝑝𝑝𝑦𝑦+�
𝑇𝑇 , 𝐯𝐯𝑘𝑘+ = �𝑣𝑣𝑥𝑥−, 𝑣𝑣𝑦𝑦−�

𝑇𝑇.   
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Априорная оценка скорости движения ТС опре-
деляется путем интегрирования показаний акселе-
рометра 𝐚𝐚𝑘𝑘

𝑔𝑔: 

𝐯𝐯𝑘𝑘− = 𝐯𝐯𝑘𝑘−1+ + 𝐚𝐚𝑘𝑘
𝑔𝑔∆𝑡𝑡 = �

𝑣𝑣𝑥𝑥+ + 𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑔𝑔∆𝑡𝑡

𝑣𝑣𝑦𝑦+ + 𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑔𝑔∆𝑡𝑡

� ; (43) 

где 𝐚𝐚𝑘𝑘
𝑔𝑔 = [a𝑥𝑥

𝑔𝑔, a𝑥𝑥
𝑔𝑔]𝑇𝑇;  𝐯𝐯𝑘𝑘−1+ = �𝑣𝑣𝑥𝑥+, 𝑣𝑣𝑦𝑦+�

𝑇𝑇; для случая на 
плоскости учитываются только координаты x и y. 

Априорная оценка вектора состояния 𝐱𝐱𝑘𝑘− =
[𝐪𝐪𝑘𝑘−,𝐩𝐩𝑘𝑘−, 𝐯𝐯𝑘𝑘−] для момента времени k (5) построена 
на основе апостериорной оценки 𝐱𝐱𝑘𝑘−1+ =
=  [𝐪𝐪𝑘𝑘−1+ ,𝐩𝐩𝑘𝑘−1+ , 𝐯𝐯𝑘𝑘−1+ ] в предыдущий момент времени 
k−1.   

Априорная ковариационная матрица ошибок 
оценки вектора состояния в момент времени k (6) 
вычисляется по формуле: 

 𝐏𝐏𝑘𝑘− = 𝐅𝐅𝑘𝑘𝐏𝐏𝑘𝑘−1+ 𝐅𝐅𝑘𝑘𝑇𝑇 + 𝐆𝐆𝑘𝑘𝐔𝐔𝐆𝐆𝑘𝑘𝑇𝑇; (44) 

где 𝐏𝐏𝑘𝑘−1+  – апостериорная ковариационная матри-
ца ошибок оценки вектора состояния в предыду-
щий момент времени k−1; 𝐅𝐅𝑘𝑘  – матрица частных 
производных уравнений модели априорной оцен-
ки (30, 42, 43) по элементам вектора состояния 
(29); 𝐔𝐔 – диагональная матрица ошибок процесса, 
учитывающая шум измерений акселерометра и 
гироскопа; T – операция транспонирования; 𝐆𝐆𝑘𝑘  – 
матрица частных производных уравнений модели 
априорной оценки (30, 42, 43) по элементам вход-
ного воздействия [𝑤𝑤𝑥𝑥 ,𝑤𝑤𝑦𝑦 ,𝑤𝑤𝑧𝑧 , 𝑎𝑎𝑥𝑥 , 𝑎𝑎𝑦𝑦 , 𝑎𝑎𝑧𝑧] . В общем 
случае матрицы 𝐅𝐅 и 𝐆𝐆 зависят от значений 𝐚𝐚𝑘𝑘

𝑔𝑔, 𝐰𝐰𝑘𝑘  и 
𝐪𝐪𝑘𝑘+ в момент времени k, но далее для упрощения 
индексы не показаны.   

Матрица частных производных уравнений мо-
дели априорной оценки (30, 42, 43) по элементам 
вектора состояния определяется выражением: 

𝐅𝐅 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝐅𝐅4×4

∂𝑞𝑞−
∂𝑞𝑞 𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑝𝑝 𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑣𝑣

𝐅𝐅2×4

∂𝑝𝑝−
∂𝑞𝑞 𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑝𝑝 𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑣𝑣

𝐅𝐅2×4

∂𝑣𝑣−
∂𝑞𝑞 𝐅𝐅2×2

∂𝑣𝑣−
∂𝑝𝑝 𝐅𝐅2×2

∂𝑣𝑣−
∂𝑣𝑣 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

(45) 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1

𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
0 0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
1

𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
0 0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
1

𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕4
0 0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 ∆𝑡𝑡 0
0 0 0 0 0 1 0 ∆𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
0 0 1 0

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
0 0 0 1

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

где 𝐪𝐪𝑘𝑘− = [𝑞𝑞1−, 𝑞𝑞2−, 𝑞𝑞3−, 𝑞𝑞4−]𝑇𝑇  – кватернион априорной 
оценки ориентации ТС (30)(30); 𝐩𝐩𝑘𝑘− = �𝑝𝑝𝑥𝑥−, 𝑝𝑝𝑦𝑦−�  – 
априорная оценка МП ТС (42); 𝐯𝐯𝑘𝑘− = [𝑣𝑣𝑥𝑥−, 𝑣𝑣𝑦𝑦−]𝑇𝑇  – 
априорная оценка скорости ТС.  

Далее рассмотрим составные подматрицы 
матрицы (45). 

𝐅𝐅4×4

∂𝑞𝑞−
∂𝑞𝑞  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки ориентации (30) по компонен-
там кватерниона q, размерность ℝ4×4 (далее слово 
размерность будем подразумевать):  

𝐅𝐅4×4

∂𝑞𝑞−
∂𝑞𝑞 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑞𝑞4 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

(46) 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 −

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑥𝑥

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑥𝑥 1

−
∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑦𝑦 −

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑧𝑧

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑧𝑧 −

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑦𝑦

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑦𝑦 −

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑧𝑧

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑧𝑧

∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑦𝑦

1
∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑥𝑥

−
∆𝑡𝑡
2
𝑤𝑤𝑥𝑥 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 

𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑝𝑝  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки ориентации (30) по компонен-
там вектора координат p, ℝ4×2: 

𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑝𝑝 = 𝟎𝟎4×2. (47) 

𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑣𝑣  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки ориентации (30) по компонен-
там вектора скорости v, ℝ4×2: 

𝐅𝐅4×2

∂𝑞𝑞−
∂𝑣𝑣 = 𝟎𝟎4×2. (48) 

𝐅𝐅2×4

∂𝑝𝑝−
∂𝑞𝑞  ‒ матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки положения (42) по компо-
нентам кватерниона q, ℝ2×4: 

𝐅𝐅2×4

∂𝑝𝑝−
∂𝑞𝑞 = 𝟎𝟎2×4. (49) 

𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑝𝑝  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки положения (42) по компонен-
там вектора координат p, ℝ2×2: 

 

𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑝𝑝 =

⎣
⎢
⎢
⎡
∂𝑝𝑝−

∂𝑥𝑥
0

0
∂𝑝𝑝−

∂𝑦𝑦 ⎦
⎥
⎥
⎤

= �1 0
0 1�. (50) 
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𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑣𝑣  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки положения (42) по компонен-
там вектора скорости v, ℝ2×2: 

𝐅𝐅2×2

∂𝑝𝑝−
∂𝑣𝑣 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
∂𝑝𝑝−

∂𝑣𝑣𝑥𝑥
0

0
∂𝑝𝑝−

∂𝑣𝑣𝑦𝑦 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

= �∆𝑡𝑡 0
0 ∆𝑡𝑡�. (51) 

𝐅𝐅2×4

∂𝑣𝑣−
∂𝑞𝑞  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки скорости (43) по компонентам 
кватерниона q, ℝ2×4: 

 

𝐅𝐅2×4

∂𝑣𝑣−
∂𝑞𝑞 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞4 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
. (52) 

Элементы матрицы (52) определяются выраже-
ниями: 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑥𝑥 + 2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑦𝑦 − 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

(53) 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞1
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑦𝑦 + 2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑦𝑦 − 2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
= ∆𝑡𝑡�2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑦𝑦 + 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑦𝑦 + 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞2
= ∆𝑡𝑡�2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑦𝑦 + 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑦𝑦 + 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞3
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑦𝑦 − 2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
= ∆𝑡𝑡�2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑦𝑦 − 2𝑞𝑞2𝑎𝑎𝑧𝑧�, 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑞𝑞4
= ∆𝑡𝑡�−2𝑞𝑞1𝑎𝑎𝑥𝑥 + 2𝑞𝑞4𝑎𝑎𝑦𝑦 − 2𝑞𝑞3𝑎𝑎𝑧𝑧�. 

𝐅𝐅2×2

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑝𝑝  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки скорости (43) по компонентам 
вектора координат p, ℝ2×2: 

𝐅𝐅2×2

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑝𝑝 = 𝟎𝟎2×2. (54) 

𝐅𝐅2×2

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑣𝑣  – матрица частных производных уравнений 

априорной оценки скорости (43) по компонентам 
вектора скорости v, ℝ2×2: 

 

𝐅𝐅2×2

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑣𝑣 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑣𝑣−

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥
0

0
𝜕𝜕𝑣𝑣−

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

= �1 0
0 1�. (55) 

Матрица частных производных уравнений моде-
ли априорной оценки (30, 42, 43) по элементам 
входного воздействия [𝑤𝑤𝑥𝑥 ,𝑤𝑤𝑦𝑦 ,𝑤𝑤𝑧𝑧 , 𝑎𝑎𝑥𝑥 , 𝑎𝑎𝑦𝑦 , 𝑎𝑎𝑧𝑧] опреде-
ляется по выражению: 

𝐆𝐆 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑤𝑤 𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑎𝑎

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑤𝑤 𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑎𝑎

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑤𝑤 𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑎𝑎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

(56) 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
0 0 0

𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦

0 0 0
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 

Далее рассмотрим составные подматрицы 
матрицы 𝑮𝑮 в (56). 

𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑤𝑤  ‒ матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки ориентации (30) по компо-
нентам вектора угловой скорости w, ℝ4×3: 

𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑤𝑤 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞1−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞2−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞3−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞4−

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑧𝑧⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

(57) 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡−

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞2 −

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞3 −

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞4

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞1 −

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞4

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞3

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞4

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞1 −

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞2

−
∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞3

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞2

∆𝑡𝑡
2
𝑞𝑞1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 
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𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑎𝑎  – матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки ориентации (30) по компо-
нентам вектора ускорения a, ℝ4×3: 

𝐆𝐆4×3

𝜕𝜕𝑞𝑞−
𝜕𝜕𝑎𝑎 = 𝟎𝟎4×3. (58) 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑤𝑤  – матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки положения (42) по компо-
нентам вектора угловой скорости w, ℝ2×3: 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑤𝑤 = 𝟎𝟎2×3. (59) 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑎𝑎  – матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки положения (42) по компо-
нентам вектора ускорения a, ℝ2×3: 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑝𝑝−
𝜕𝜕𝑎𝑎 = 𝟎𝟎2×3. (60) 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑤𝑤  – матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки скорости (43) по компо-
нентам вектора угловой скорости w, ℝ2×3: 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑤𝑤 = 𝟎𝟎2×3. (61) 

 𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑎𝑎  – матрица частных производных уравне-

ний априорной оценки скорости (43) по компо-
нентам вектора ускорения a, размерности a, ℝ2×3: 

𝐆𝐆2×3

𝜕𝜕𝑣𝑣−
𝜕𝜕𝑎𝑎 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
∂𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
. (62) 

Элементы матрицы (62) определяются выраже-
ниями: 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
= −∆𝑡𝑡(𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞22 − 𝑞𝑞32 − 𝑞𝑞42), 

(63) 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
= −∆𝑡𝑡(2𝑞𝑞1𝑞𝑞4 + 2𝑞𝑞2𝑞𝑞3), 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
= ∆𝑡𝑡(2𝑞𝑞1𝑞𝑞4 − 2𝑞𝑞2𝑞𝑞3), 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
= −∆𝑡𝑡(𝑞𝑞12 − 𝑞𝑞22 + 𝑞𝑞32 − 𝑞𝑞42), 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
= −∆𝑡𝑡(2𝑞𝑞1𝑞𝑞3 − 2𝑞𝑞2𝑞𝑞3), 

𝜕𝜕𝑣𝑣𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
= ∆𝑡𝑡(2𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 2𝑞𝑞3𝑞𝑞4). 

Диагональная матрица ошибок процесса 𝐔𝐔, учи-
тывающая шум измерений акселерометра и гиро-
скопа, формализует модель инструментальных 
погрешностей бесплатформенной ИНС и опреде-
ляется выражением: 

𝐔𝐔 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡σ𝑤𝑤

2 0 0 0 0 0
0 σ𝑤𝑤2 0 0 0 0
0 0 σ𝑤𝑤2 0 0 0
0 0 0 σ𝑎𝑎2 0 0
0 0 0 0 σ𝑎𝑎2 0
0 0 0 0 0 σ𝑎𝑎2⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (64) 

где σ𝑤𝑤𝑥𝑥2 = σ𝑤𝑤𝑦𝑦2 = σ𝑤𝑤𝑧𝑧2 = σ𝑤𝑤2  – дисперсия аддитивно-
го белого гауссового шума (АБГШ) измерений ги-
роскопа, σ𝑎𝑎𝑥𝑥2 = σ𝑎𝑎𝑦𝑦2 = σ𝑎𝑎𝑧𝑧2 = σ𝑎𝑎2  – дисперсия измере-
ний акселерометра.  

На этапе обновления апостериорная оценка 
вектора состояния 𝐱𝐱𝑘𝑘+ и ковариационной матрицы 
ошибок 𝐏𝐏𝑘𝑘+ формируется на основе 𝐱𝐱𝑘𝑘−, 𝐏𝐏𝑘𝑘− и ДМ/УМ 
измерений, полученных в момент k. Этап обновле-
ния описывается уравнениями: 

𝐱𝐱𝑘𝑘+ = 𝐱𝐱𝑘𝑘− + 𝐊𝐊𝐲𝐲; (65) 
𝐲𝐲 = [𝐡𝐡𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇;𝐡𝐡𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇];  (66) 
𝐏𝐏𝑘𝑘+ = (𝐈𝐈 − 𝐊𝐊𝐇𝐇)𝐏𝐏𝑘𝑘−;   (67) 
𝐊𝐊 = 𝐏𝐏𝑘𝑘−𝐇𝐇𝑇𝑇𝐒𝐒−1;  (68) 
𝐒𝐒 = 𝐇𝐇𝐏𝐏𝑘𝑘−𝐇𝐇𝑇𝑇 + 𝐑𝐑;  (69) 

где K – матрица коэффициентов усиления РФК; y – 
вектор обновления; S – ковариационная матрица 
ошибок вектора y; H – матрица частных производ-
ных вектора измерений по составляющим вектора 
состояния; R – ковариационная матрица ошибок 
измерений; I – единичная матрица.  

Вектор обновления включает в себя два вектора 
h, которые описывают разность прямых измере-
ний дальности и угла прихода с соответствующи-
ми величинами, полученными на основе априор-
ной оценки 𝐱𝐱𝑘𝑘+1− .  

Вектор обновления ДМ измерений 

 𝐡𝐡𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑑𝑑0 − 𝑟𝑟0,𝑑𝑑1 − 𝑟𝑟1, … ,𝑑𝑑𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛−1]; (70) 

где di – измеренная дальность от ТС до i-го ППi;  
i = 0…n – 1, n – число ПП, измерения дальности от 
которых доступны в момент времени k; ri – оценка 
дальности от ТС до i-го ПП на основе 𝐱𝐱𝑘𝑘−:  

𝑟𝑟𝑖𝑖 = ‖𝒑𝒑𝑘𝑘− − 𝒔𝒔𝑖𝑖‖ = �(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑖𝑖)2; (71) 

где 𝐩𝐩𝑘𝑘− = [𝑥𝑥,𝑦𝑦] – априорная ОК ТС; 𝐬𝐬𝑖𝑖 = [𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖] – ко-
ординаты ППi. 

Вектор обновления УМ измерений 
 𝐡𝐡𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 = [φ0 − φ�0,φ1 − φ�1, … ,φ𝑛𝑛−1 − φ�𝑛𝑛−1]; (72) 

где φ𝑖𝑖  – измеренный угол прихода сигнала от ППi;  
i = 0…n − 1, n – число ПП, измерения угла прихода 
от которых доступны в момент времени k; φ�𝑖𝑖 – 
оценка угла прихода сигнала от ППi на основе 𝐱𝐱𝑘𝑘−:  

φ�𝑖𝑖 = ∠(𝐩𝐩𝑘𝑘−, 𝐬𝐬𝑖𝑖) = arctan �
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

�. (73) 

Матрица наблюдений H – матрица частных про-
изводных векторов 𝐫𝐫 = [𝑟𝑟0, 𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑛𝑛−1]  и 𝛗𝛗� =
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=  [φ�0,φ�1, … ,φ�𝑛𝑛−1] по элементам вектора состоя-
ний x: 

𝐇𝐇 = �
𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞 𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑞𝑞 𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑝𝑝 𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑣𝑣

� = 

(74) 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 0 0

𝜕𝜕𝑟𝑟0
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟0
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0

0 0 0 0
𝜕𝜕𝑟𝑟1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟1
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 0
𝜕𝜕𝑟𝑟𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0

0 0 0 0
𝜕𝜕θ0
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕θ0
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0

0 0 0 0
∂θ1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕θ1
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 0
𝜕𝜕θ𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕θ𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑦𝑦

0 0
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 

Далее рассмотрим составные подматрицы 
матрицы 𝑯𝑯 в (74). 

𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞  – матрица частных производный уравне-

ния дальности (71) по компонентам кватерниона 
q, ℝn×4: 

𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞 = 𝟎𝟎𝑛𝑛×4. (75) 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝  – матрица частных производных уравне-

ния дальности (71) по компонентам вектора коор-
динат p, ℝn×2 (76). 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣  – матрица частных производных уравне-

ния дальности (71) по компонентам вектора ско-
рости v, ℝn×2: 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣 = 𝟎𝟎𝑛𝑛×2. (77) 

𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑞𝑞  – матрица частных производный уравне-

ния угла прихода сигнала (73) по компонентам 
кватерниона q, ℝn×4: 

𝐇𝐇𝑛𝑛×4

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑞𝑞 = 𝟎𝟎𝑛𝑛×4. (78) 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑝𝑝  – матрица частных производный уравне-

ния угла прихода сигнала (73) по компонентам 
вектора координат p, ℝn×2 (79). 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑣𝑣  – матрица частных производный уравне-

ния угла прихода сигнала (73) по компонентам 
вектора скорости v, ℝn×2: 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕φ�
𝜕𝜕𝑣𝑣 = 𝟎𝟎𝑛𝑛×2. (80) 

Ковариационная матрица ошибок измерений R 
равна: 

𝐑𝐑 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡σ𝑟𝑟0

2 0 0 0 0 0 0 0
0 σ𝑟𝑟1

2 0 0 0 0 0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 0 σ𝑟𝑟𝑛𝑛−1

2 0 0 0 0
0 0 0 0 σφ0

2 0 0 0
0 0 0 0 0 σφ1

2 0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 0 0 0 0 0 σφ𝑛𝑛−1

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .(81) 

где σ𝑟𝑟0
2 = σ𝑟𝑟1

2 = σ𝑟𝑟𝑛𝑛−1
2 = σ𝑟𝑟2 = (σ𝑡𝑡𝑐𝑐)2– дисперсия ошиб-

ки измерения дальности; σ𝑡𝑡  – СКО измерения вре-
мени прихода; c – скорость света; σφ0

2 = σφ1
2 =

=  σφ𝑛𝑛−1
2 = σφ2  – дисперсия ошибки измерения угла 

прихода. 
Дале в разделе 5 рассмотрим реализацию пред-

ставленной математической модели в имитацион-
ной модели (ИМ). Аналогично [9] примем шум пер-
вичных РТИ измерений ДМ/УМ АБГШ, а точность 
измерений зададим через СКО: для дальности, из-
меряемой через время прихода, СКО σ𝑡𝑡 = 50 нс, 
для угла СКО σθ = 2°.  

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑟𝑟0
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟0
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑟𝑟1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟1
𝜕𝜕𝑦𝑦

⋯ ⋯
𝜕𝜕𝑟𝑟𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑟𝑟𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑦𝑦 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1
�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)2

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2

⋯ ⋯
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1

�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)2
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1

�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)2⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (76) 

𝐇𝐇𝑛𝑛×2

𝜕𝜕𝜑𝜑�
𝜕𝜕𝑝𝑝 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
∂φ�0
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕φ�0
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕φ�1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕φ�1
𝜕𝜕𝑦𝑦

⋯ ⋯
𝜕𝜕φ�𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕φ�𝑛𝑛−1
𝜕𝜕𝑦𝑦 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ −

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2

−
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)2
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)2
⋯ ⋯

−
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)2
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)2⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (79) 
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5. ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 
КОМПЛЕКСИРОВАНИЯ ДМ/УМ/ИНС В РФК 
В исследуемой ИМ шум первичных ИНС измере-

ний, как и РТИ измерений, также принимается 
АБГШ: спектральная плотность мощности шума 
гироскопа σ𝑤𝑤2 = 1,25 ∙ 10−4 рад с �Гц⁄⁄ , мощность 
шума акселерометра  σ𝑎𝑎2 = 2 ∙ 10−4 м с2 �Гц⁄⁄ . Зна-
чения меняющихся ошибок бесплатформенной 
ИНС можно считать постоянными [22]; примем 
смещение измерений гироскопа 3,5 ∙ 10−4 рад с⁄ , 
акселерометра 5 ∙ 10−3 м с2⁄ .   

Рисунок 4 иллюстрирует работу РФК с комплек-
сированием TOA/AOA/INS в сравнении с РФК на 
основе только измерений TOA/AOA: рисунок 4а 
иллюстрирует полную траекторию движения ТС в 
городе по модели сценария METIS Madrid 
Simulation Scenario, которая была разработана в 
[9]; рисунок 4b иллюстрирует оценку траектории 
ТС на отдельно взятом повороте. 

Качественный анализ оценок траекторий (ри-
сунок 4b) позволяет сделать вывод о том, что ком-
плексирование РТИ-измерений с измерениями 
ИНС позволяет повысить точность позициониро-
вания ТС на перекрестке. В рассматриваемом сце-
нарии ИМ VUE движется со скоростью v ≈ 5 м/с, 
интервал сбора ДМ/УМ измерений равен T = 0,1 c; 
интервал сбора ИНС измерений равен ∆𝑡𝑡 = 0,01 с.  

Рисунок 5 детализирует количественно точ-
ность ОК ТС для каждой точки траектории его 
движения; ось х показывает пройденное ТС рас-
стояние; вертикальными штриховыми линиями 
показано примерное положение начала поворота в 
траектории движения ТС. Анализ точности ОК ТС 
для каждой точки траектории его движения (ри-
сунок 5) показывает, что использование ИНС поз-
воляет существенно сократить ошибку на участ-
ках траектории с изменением направления дви-
жения ТС. 

Рисунок 6 показывает оценку траектории ТС на 
основе только измерений ИНС, т. е. при отсутствии 
этапа обновления на основе ДМ/УМ измерений. 

Анализ точности ОК ТС только на основе изме-
рений ИНС подтверждает накопление ошибки, так 
как для ИНС характерен дрейф измерений отдель-
ных датчиков, что приводит к невозможности 
оценки координат ТС методом двойного интегри-
рования измерений на длительном интервале 
времени. Так, в алгоритме TOA/AOA/INS по изме-
рениям ИНС строится оценка на относительно ко-
ротком интервале времени между этапами обнов-
ления на основе дальномерных/угломерных из-
мерений, которые необходимы для периодической 
корректировки. 

В ИМ предполагается, что измерения доступны 
в каждой точке траектории движения ТС. Ошибка 
оценки траектории ТС RMSE (аббр. От англ. Root 
Mean Square Error) вычисляется как среднее зна-

чение евклидова расстояния между истинными 
координатами и их оценкой по совокупности K 
точек измерений: 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =
1
𝐾𝐾
��(𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥и)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑦𝑦и)2
𝐾𝐾

𝑘𝑘=1

, (82) 

где [𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑦𝑦𝑘𝑘] – k-я оценка координат ТС; [𝑥𝑥,𝑦𝑦] – ис-
тинные значения координат ТС; K – количество 
оценок координат.  
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Рис. 6. Оценка траектории ТС только на основе  

измерений ИНС 
Fig. 6. Estimation of the VUE Trajectory Based  

on INS Measurements Only 

В ИМ предполагается, что измерения доступны 
в каждой точке траектории движения ТС. Ошибка 
оценки траектории ТС RMSE (Root Mean Square 
Error) вычисляется как среднее значение евкли-
дова расстояния между истинными координатами 
и их оценкой по совокупности K точек измерений 
при движении ТС: 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =
1
𝐾𝐾
��(𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥и)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑦𝑦и)2
𝐾𝐾

𝑘𝑘=1

, (82) 

где [𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑦𝑦𝑘𝑘] – k-я оценка координат ТС; [𝑥𝑥,𝑦𝑦] – ис-
тинные значения координат ТС; K – количество 
оценок координат.  

При усреднении оценки траектории движения 
ТС в городе по модели METIS Madrid ошибка ОК 
составила порядка 0,7 м для ДМ/УМ/ИНС и 1,15 м 
для ДМ/УМ без ИНС; выигрыш от комплексирова-
ния РТИ-измерений с ИНС особенно проявляется 
на поворотах при маневрировании ТС.  

 
6. ВЫВОДЫ  

Настоящая работа, являясь продолжением ис-
следования [9], развивает методологию комплек-
сирования радиотехнических дальномерных и уг-
ломерных измерений с измерениями инерциаль-
ной навигационной системы с использованием 
расширенного фильтра Калмана. Разработанная 
математическая и имитационная модели, включая 
преобразование инерциальной системы коорди-
нат акселерометра и гироскопа в связанную си-
стему координат транспортного средства с ис-
пользованием кватернионов, подтверждают воз-
можность повышения точности позиционирова-
ния транспортного средства при изменении 
направления движения на перекрестках с точно-
стью до одного метра. 
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Abstract: This work is devoted to the study of models and methods for improving posi-tioning accuracy in ultra-
dense V2X/5G radio access networks for vehicles during maneuvers by combining range and angle primary 
measurements with measure-ments of inertial navigation systems in the extended Kalman filter. Onboard plat-
formless inertial navigation system is represented by three-axis accelerometer and gyroscope modules. Integration 
of primary inertial measurements of acceleration and angular velocity with primary radio measurements of range 
and angle is carried out by converting the inertial coordinate system of the accelerometer and gy-roscope into 
coordinate system of vehicle using quaternions. Secondary pro-cessing of inertial and radio measurements is carried 
out in the extended Kalman filter. The integration results show an increase in the accuracy of estimating the 
trajectory of a vehicle from several meters to one meter when turning at an inter-section.  
 
Keywords: positioning, ultra-dense 5G networks, vehicle to everything, range & angle measurements, inertial navi-
gation system, extended Kalman filter, quaternions. 
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